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PREFAŢĂ 


Electrotehnica este disciplina care are ca obiect principal, cunoaşterea 
proprietăților şi funcționării generale a circuitelor electrice, sub orice formă 
(relele electrice, maşini electrice etc.). Ea se bazează pe legile electrostaticii, 
elecirocineticii, magnetismului, şi eleciromagnetismului şi studiază f unctio- 
narea circuitelor electrice în regim normal şi anormal. Electrotehnica pune 
astjel la dispoziția celor cărora le revine sarcina de a proiecia, de a construi 
sau de a exploata rețele electrice sau maşini electrice o serie de legi gene- 
rale, de teorii, de metode de calcul. Domeniul său nu se extinde însă la des- 
crierea detaliată şi nici la calculul elementelor constitutive ale maşinilor 
sau instalațiilor electrice, aceasta făcînd obiectul altor discipline. 

Lucrarea de față a urmărit tocmai acest scop şi a fost alcătuită 
astfel încît să dea viitorului inginer electroenergetician toate elementele 
necesare bazei specialității sale, cu ajutorul căreia să-şi poată însuşi fără 
dificultate disciplinele specialității respective. 

Asimilînd bine această disciplină şi făcînd un număr suficient de 
exerciții şi aplicații, inginerul electrician, de orice specialitate, se va simți 
în largul său în fața oricărei probleme teoretice, ce o pun atît retelele 
electrice cît şi maşinile electrice. 

În expunerea materialului extrem de vast al acestei discipline, s-a 
căutat să se redea în special aspectul fizic, corespunzător cunoştiințelor 
științifice actuale și să se utilizeze un instrument matematic modern. Nu- 
meroasele exemple dau posibilitatea ca multe chestiuni din lucrare să poată 
fi utilizate în practică, aşa cum au fost expuse. 

În aceste condiții, lucrarea este utilă, în afară de învățămînt şi ingi- 
nerilor electricieni — de toate specialităţile — care doresc să se pună la 
curent cu ultimele progrese ale electrotehnicii sau să se recicleze. 
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INTRODUCERE 


Bhootroonargatica este o ramură a enorgatioii care dă mijloacele necesare 
ca energia primară din natură să fo transformată, transmisă, distribuită gi 
atibzată sub forma de energie electrică. Slujitorii acestei ramuri sint inginerii 
ehetrotehaieieai cu diverse profile de specialitate : eloctroenorgeticieni, electro- 
tehnteieni — constructori deo maşini şi aparate electrice —, electronisti, automa 
Hii ete. Pregătirea lor este multilaterală şi foarte diversificată. 

La baza ştiinţei inginerului electiioiav stă electrotehnica şi fără o cunoaş- 
tere temeinică a acestei discipline, înțelegerea şi aplicarea diverselor discipline 
de specialitate şi practice este mult mai dificilă. 

În zilele noastre ştiinţa şi tehnica înc progrese uluitoare şi inginerul 
trebaie să încă înță acestor progrese, să se adapteze cu uşurinţă atit noilor teorii 
cît Ş tebnologiilor corespunzătoare, Un inginer de rutină, care să aplice în prae- 
tca hui unele rețete învățate în şcoală, nu mai este util. Marea dezvoltare a 
electrificărilor, a industriilor electrice, a utilizării energiei electrice, pune ingi- 
nerabui electrician o serie de probleme teoretice extrem de variate, Atit curentul 
continuu, cit mai ales curentul alternativ, cu uşurinţa sa de transformare, cu 
sama extraordinar de variată de elemente şi combinaţii pe care o pune la dis- 
poziţie, cu situaţii de funcţionare cu totul speciale, dă posibilitatea atacării 
unor probleme de o amploare şi de o complexitate la care altădată nimeni nu 
s-ar fi putut eindi. Rezolvarea acestor probleme devine din ce în ce mai grea 
prin complexitatea itn mnelor ce intervin, prin relațiile mai complexe dintre 
mărimile ce trebuie utilizate, prin posibilităţile de greşeli mai frecvente, 
Inginerii electricieni, care sînt chemaţi să rezolve asemnea probleme sint deci 

bl'g ţi să posede o tehnică foarte precisă şi să aibă cunoştinţă cit mai apro- 
date a teoriilor ce urmează să le aplice. 

Buna pregătire a inginerilor electricieni români a făcut posibilă realiza- 
rea întegeală a tuturor planurilor de electrificare preconizate de Partidul Comu- 
nist Român, din 1950 şi pină acum, Bleotriticarea țării înseanună dezvoltarea 

rgoticii, inseamnă posibilitatea transformării energiei primare în energie 
cctrică, acolo unde e ieftină, şi utilizarea ei acolo undo este necesară, 
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La Conferinta mondiulă n energiei, caro s-a destăşurut la Bucureşti de 
la 28 iunie lu ? iulie 1972, tovarășul NICOLAR ORAURESOV spune : „Este unanim 


cunoscut că energetica ocupă un loo do avi angardă şi aduce o contribuţie deci 
sivă la dezvoltarea civilizaţiei moderne, In realizaren mi wilor obiective de pro 
gres ale popoarelor, la amelioraren continuă a traiului oamenilor, Energetica 
reprez ni un factor d nimizutor de prim rang, do importanţă vitală, ul verti 
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plan mondial. Căuta- 
rgio, valorificarea ct eficiență maximă æ celor existente, 


ginoasei revoluții tehnico-ştiinţitice caro se desfăşoară pe 
rea do noi resurso de eno 
folosirea energici în domenii tot mai largi ale vieţii economice şi 80 
sintă astăzi preocupări primordiale pentru fiecare naţiune care vrea să prospere, 
Care doreşte să participe la marea competiție a lumii contemporane’ *. 

E. Unindu-şi efortul, inginerii electricieni de toate specialităţile au reali- 
zat lucrări mireţe : în tabloul următor este ilustrată evoluţia energeticii în 


tara noastră între anii 1938 şi 1972 


ciale repre- 


ÎN EI 
| 
1938| 1948| 1050| 1955 1960| 1965| 1970 1972 | 


paa 


Putere instalată 
ao: kw) 


0,501| 0,730 0,740| 1,220| 1,779 3,258| 7,347 9,357 


— 


I 
e electrică produsă 
uo kWh/an) 


Lon e a O 


Consum de energie electrică | i 
(kWh/an şi locuitor) 72,4 | 94,4 | 129,5 250,5| 415,7 904.8| 1732,5 


1,130| 1,500 2,113| 4,340| 7,650 17,215| 35,088 | 43,439 


| 
i te 
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——— 


| 2102,3 
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Au fost realizate mari lucrări, dintre care cităm pe cele din ultimii ani : 
marele nod hidroenergetic de la Porţile de Fier (1 050 MW pentru partea româ- 
nească), salba de centrale hidroelectrice de pe Argeş (350 MW), centrala termo- 
electrică de la Işalniţa (980 MW), cea de la Rovinari (1 720 MW), centrala termo- 
electrică Bucureşti — Sud (668 MW); iar în curs de realizare, centrala hidroelee- 
trică de pe Lotru (510 ), centralele hidroelectrice de pe Olt (1 000. MW), 
centrala termoelectrică de la, Turceni (2 640 MW) etc. 

Aceste înfăptuiri, rod al politicii înțelepte a Partidului Comunist Român, 
fac parte integrantă din marile realizări obţinute de întreg poporul în operă 
de construire a socialismului, multilateral dezvoltat, în patria noastră. Ele 
au fost înfăptuite prin priceperea şi devotamentul tuturor oamenilor muncii, 
contribuţia inginerilor electricieni fiind deosebită. Exemplul acestor ingineri 
trebuie urmat şi aceasta nu se Va putea face decit dacă, şi numai dacă, viitorii 
ingineri — studenţii de astăzi — chemaţi miine să preia ștafeta, Vor fì bine şi 
temeinice pregătiţi în specialitatea lor. 

Li 


Prezentul curs a fost astfel alcătuit, încit să dea viitorului inginer electro- 
energetician toate elementele necesare bazei specialităţi lui, cu ajutorul căreia 
să-și poată însuși fără dificultate disciplinele de profil corespunzătoare. El repre- 
zintă experiența a peste 25 ani de predare a acestei discipline la Institutul poli- 
tehnic din București, 


; * Din alocuţiunea adresată de Preşedintele Republicii Socialiste România, tovarășul NicoLak 
CEADARSCU participanţilor la cea de a 8-a Conterinţă Mondială a Energiei, la ceremonia deschiderii 
Conferinței (Rezumatul lucrărilor p, 7). 
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tinuitate logică, îmbrăţişind cunoştinţele minime necesare şi anume : 


Cursul este împărțit în patru părţi, distincte între ele, dar care au o con- 


Partea întîi cuprinde Bazele fizice ale electrotehnicii. În această parte 


se face o introducere în Teoria Cimpului Blectromagnetic, tratarea fiind limitată 


la strictul necesar înţelegerii fenomenelor care apar în dezvoltările ulterioare 
ale cursului de electrotehnică. În această parte, pur teoretică, au fost; introduse 
noţiuni avînd largi contingenţe cu tehnica, şi anume, calcule de condensatoare 
şi de rețele de condensatoare, bazele teoriei reţelelor electrice de curent con- 
tinuu, fenomene electrocinetice în medii tridimensionale, studiul regimului 
tranzitoriu, calculul capacităţilor şi induotanţelor de serviciu ale liniilor elec- 
trice eto. 

În partea a doua se studiază curentul alternativ sinusoidal, atât; în sisteme 
monofazate cît şi în sistemele polifazate simetrice. Se studiază apoi circuitele 
electrice de curent alternativy în regim permanent. Atragem în special atenția 
asupra acestui capitol (Capitolul VI), pe care îl considerăm ca cel mai important; 
Într-adevăr, el conține metodele generale de studiu a circuitelor electrice în 
curent alternativ şi poate constitui o introducere la o teorie generală a circuite- 
lor electrice. 

Partea a treia a cursului se ocupă cu probleme corespunzătoare funcțio- 
nării sistemelor de curent alternativ în regim anormal. 

Prin regim anormal de funcţionare se înțelege funcţionarea sistemelor 
politazate (trifazate) nesimetrice şi dezechilibrate, precum şi sistemele energe- 
tice la care undele de tensiune şi curent — sau cel puţin una din aceste unde — 
nu sînt sinusoidale. Aceste regimuri anormale constituie de fapt situaţia obiş- 
nuită de funcționare a sistemelor energetice, regimul simetric și echilibrat, 
pentru sistemele polifazate şi undele sinusoidale de tensiune și curent fiind 
cazuri limită, ideale, către care se tinde într-o bună funcţionare a sistemelor 
energetice. 

Reamintim că studiul regimului deformat a fost iniţiat; de acad. CONSTANTIN 
I. BUDEANU încă din 1927 [56]*, care a introdus în ştiinţă și tehnică noţiunea 
de putere deformantă. Studiul regimului deformant constituie o contribuţie 
românească — de mare importanţă — la patrimoniul ştiinţei electrotehnicii 
universale. Şcoala românească de electrotehnică, creată de acad. CONSTANTIN 
I. BUDEANU a continuat studiile asupra regimului deformant, ajungind la o 
precizare aproape completă a teoriei şi practicii acestui regim electroenergetic 
şi obţinînd rezultate remarcabile care au culminat — pînă azi — cu realizarea 
PQD— metrului, aparat pentru măsurarea puterilor şi energiilor active, reactive 
și deformante într-un regim energetic detormant. 

Tot în această parte a cursului se studiază metodele speciale de calcul ale 
regimului tranzitoriu, el constituind de asemenea o stare anormală de functio- 
nave a unui sistem energetic, precum şi sistemele neliniare în curent alternativ, 
aceste sisteme fiind — în general — generatoarele regimului detormant. 


* Numerele din parantezele drepte [ ] indică referința bibliografică. 


în partea a patra a cursului se studiază problema propagări duci le (A EA 
`; i tant AT prezintă această problemă pen 
magnetice, Remarcăm importanța pe gans o | e eae oar 
PERN weticig o are, printre obiectivele activității sale, € 
inginerul electroenergetician care are, p : y castă parte a cursu- 
transmiterea energici electromagnetice. Se studiază — in ACeas i A i e și 
lui — teoria liniilor lungi, teoria lanțurilor de nare) efectul pelic 
propagarea energiei electromagnetice în medii dielectrice. | | 

+ 

Manualul de față satisface cerințele indicate de gaci TER 
Orauşescu tla plenaralO.0. al P.0.R.'din‘18—19 unio 1973, cu [priv ire Sela 
tarea şi perfecționarea învăţămîntului, din care spicuim trei idei fundamentale 
şi me : . EG 
A RO învățămîntul superior trebuie să meargă pə calea formării unui E 
ner cu profil larg, care să poată lucra$în orice sectorjial. ramurii respec aE 

2°, Învățămîntul superior trebuie să pregătească oameni pentru pro- 
ducție. A 7 

3°. Însuşirea științei celei mai înaintate este necesară pentru a spori bogă- 
ţia materială a societăţii, care nu se poate realiza în afara producţiei. pr. 

Chestiunile de electrotehnică ce se studiază în această lucrare, deşi sint 
teoretice, fac totuşi o legătură imediată cu disciplinele practice și cu practica 
însăși. Părţi întregi din această lucrare pot fi utilizate, aşa cum sînt, în practica 
curentă a inginerului electrician în general şi a celui energetician în! particular 
Capitolele corespunzătoare regimului deformant, al calculului circuitelor elec- 
trice, calculul curenților de scurtcircuit, a regimurilor tranzitorii ete. nu au 
nevoie de nici un fel de adăugire pentru a fi utilizate. 

Studiul problemelor de electrotehnică necesită un minim de cunoștințe, 
bine stăpînite, din bagajul de cunoștințe pe care studenții îl capătă în primii 
ani de studii. În special matematieile, cu metodele lor moderne de investigaţie, 
constituie unealta principală cu care inginerul electrician poate ataca orice 
problemă de electrotehnică. 

x 

Dezvoltarea actuală a ştiinţei electrotehnicii esteļrezultatul muncii colec- 
tive a oamenilor de știință, inginerilor și tehnicienilor din lumea întreagă. 

Începînd cu ANDRE MARIE AMPERE, care a pus bazele electrodinamicii 
într-o formă care nu a putut fi clintite cu nimic nici astăzi după peste 150 ani, 
ine lânga ema pe Zaza Ge tt tr a badoa 

> ; elegantă şi utilă experiențele cercetătorilor 
din secolul XIX și în special ale lui MICHAEL FARADAY —a cărui discipol a fost ; 
En englez, ÎN S EA VINDA e aut o contribuţie însemnată în lămuri- 
i An Dasi e da eleotromagnotiga pe liniile de transmisie ; 
Deere i. d hp DINMETZ au tost aceia care au introdus uti- 
or complexe la studiul curentului alternativ ; PAUL BOUCHERROT şi 


ANDRE BIONDEL au fost inginerii f ; 
eri i on Dei nginorli francezi care au lămurit printre altele problemele 
energiei reactive ; PAUL IT ii fizini ' ` : i 
; ; PAUL JAnnT, deşi fizician ca formație, a adus nume- 
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voase contribuţii în stabilirea multor teorii din electrotehnică și a fost numeroși 
ani directorul Şcolii Superioare de Electricitate și al Laboratorului central de 
electricitate din Paris; savanții ruși M. CHATELAIN; 9i P.L, KALANTAROV au adus 
importante contribuţii lar stabilirea sistemelor de unităţi utilizabile în electro- 
tehnică precum și pe V.F. Mironnvicr, cu cercetări remarcabile în lămurirea, 
problemei energiei electrice ; germanii E. ARNOLD și W. ROGOWSKI și elveţianul 
J. RISCRER-HINNEN| au adus o însemnată contribuţie în studiul circuitelor elec- 
trice ; în siirşit mai menţionăm pe JOHN R. CARSON, care a dezlegat „„misterul'* 
calculului simbolic a lui HEAVISIDE, pe G. STOCKVIS şij0.L. FORTESCUE, care au 
introdus algebra sistemelor trifazate, respectiv polifazate, pe fizicianul 
E. PenuccA cu contribuţii însemnate în studiul cîmpurilor electromagnetice. 
în cele ce preced n-am menţionat decît o foarte mică parte din cei, care 
au contribuit la ridicarea edificiului electrotehnicii actuale și anum> dintre 
acei care nu mai sînt în viață. Lista lor este însă enormă şi depășește cu mult 
cadrul acestei introduceri. Nu o putem încheia totuşi fără a aminti de cercetă- 
D torii de origine română, care au trăit în străinătate și a căror contribuţie este 
importantă; dintre aceștia cităm pe GABRIEL KRON (S.U.A.),pe A. ILIOVICE 
“şi A. Proca (Franţa). 
În ceea ce priveştej contribuţia românească, trebuie să cităm pe acad. 
N. VASILESCU KARPEN, primul în lume care a repudiat existenţa și utilizarea 
maselor magnetice la studiul magnetismului ; pe acad. CONSTANTIN I. BUDEANU 
care, prin studiile tăcute în legătură cu factorul de putere din rețelele electrice 
a ajuns la elaborarea întregii teorii a regimului deformant ; pe prof. dr. DRAGO- 
MIR HURMUZESCU, iniţiatorul învățămîntului electrotehnicii ca atare în ţara 
- noastră; pe acad. ŞTEFAN PROCOPIU, cu studiile sale remarcabile asupra magne- 
tismului ; pe acad. I.S. GHEORGHIU, pentru studiile sale remarcabile în diverse 
domenii ale electrotehnicii şi în special în acela al maşinilor electrice. Matemati- 
cieni ca TRAIAN LALESCU şi ERNEST ABASOHN care au contribuit la lămurirea unor 
probleme de matematică în directă legătură cu electrotehnica (regimul defor- 
mant) precum şi tehnicieni ca prof. ing. I. ŞTEFĂNESCU- RADU, careprin intuiţia lor, 
au știut să pună jaloanele electrificării ţării în spiritul modern de azi, deşi ei 
au lucrat în prima decadă a secolului nostru. 
Din generaţia noastră trebuie menţionat în primul rînd acad. REMUS 
RĂDULEȚ, care împreună cu elevii săi, a pus baza unei şcoli româneşti de electro- 
tehnică, cu rezultate remarcabile, precum şi prof. emerit Ar. TH. Popesou* ale 
cărui contribuţii în electrotehnică şi în special în teoria şi practica măsuri- 
lor electrice sînt deosebit; de importante. 


Evident numărul oamenilor de ştiinţă şi inginerilor români care au con- 
tribuit Ja dezvoltarea științei electrotehnicii este mult mai mare : o istorie a 
electricităţii în țara noastră îi va cuprinde pe toţi, 

x 


ri i ia i 


* Decedat Ii 17 Iunie 1974 
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mulțumire Prof. dr. doc. ing. ANDREI PUGULEA, 
cenziei făcute, cum și 


pentru îmbunătăţirea lucrării, 
ţi Cont. dr. ing. VIORICA 


HoRzoPAN, Conf. dr. ing. A. MORARU, §.1. ing. MIHAI LEON, ing. LAURA BRÎNZARU, 


Autorul aduce 0 deosebită 
pentru amănunțita examinare i manuscrisului şi & re 


pentru preţioasele indicaţii și sfaturi co i-a dat pen 
De asemenea mulţumeşte colaboratorilor săi direc 


ing. Linia CONSTANTINESCU, ing. MIRUNA NIȚESOU, ing. CORNEL MARINOV, ing. L 
Qonaşu şi ing. S. ZISSU, asistenţi la catedra de electrotehnică, pentru concursul 
ce i l-au dat la revederea manuscrisului și ajutorul dat la efectuarea corecturilor 
şi în special asistenţilor ing. ANA AMUZESOU şi ing. SORIN I. ANTONIU, care cu 
deosebită meticulozitate au examinat şi corectat manuscrisul în forma finală, 
precum şi Prof. Ar. Ar. ROȘU pentru colaborarea prețioasă la redactarea para- 
raiului Inversiuni. 


Cursul se adresează tuturor studenţilor facultăţilor de tip electrotehnic, 
în special celor de la secţiile de electroenergetică. El poate fi utilizat și de ingi- 
nerii electricieni, de orice specialitate, care doresc să-și reimprospăteze cunoş- 
tinţele sau numai doresc să se informeze asupra unor teme noi în electrotehnică. 


PARTEA | 


BAZELE 

FIZICE 

ALE 
ELECTROTEHNICII 


INTRODUCERE 

ÎN TEORIA 
CÎMPULUI 
ELECTROMAGNETIC 


Capitolul | 
| ELECTROSTATICA 


1.4. SARCINILE ELECTRICE ȘI CÎMPUL LOR ELECTRIC 


1.1.1. CONSIDERAȚII GENERALE 


în lumina cunoştinţelor actuale, studiul fenomenelor electrice şi magne- 
tice formează un ansamblu coerent de cunoștințe, solid fundate pe teoria electro- 
magnetică a lui MAXWELL. 


Studiul fenomenelor electromagnetice poate fi făcut în două moduri: 

a) Studiul fenomenologie sau macroscopic al fenomenelor electromagne- 
tice. 

b) Studiul microscopic al fenomenelor electromagnetice, bazat pe struc- 
tura atomică a corpurilor. 


Din punct de vedere istoric, studiul macroscopic al fenomenelor electro- 
magnetice a precedat studiul lor microscopic, de altfel ca şi în alte domenii 
ale fizicii. 

Studiul macroscopic al fenomenelor electromagnetice se face independent 
de ipotezele făcute asupra naturii electricității ; el se bazează pe un mare număr 
de fapte, deduse din diversele experiențe efectuate de oamenii de ştiinţă din 
secolul trecut şi care au condus la concluzia, că aceste rezultate experimentale 
se pot explica printr-un sistem complet de propoziții fundamentale, la baza 
cărora stă concepția fundamentală a cîmpului electromagnetic, conținută în 
ecuațiile lui MAXWELL. 

În studiul fenomenologie al electricității, din punct de vedere macroseo- 
pic, se obișnuiește a se face, ca și în mecanică, o deosebire formală între feno- 
menele statice și cele dinamice ; în aceste condiţii, studiul electricităţii se îm- 
parte în două mari părţi : electrostatica și electrodinamica. 

În electrostatică, se presupune că starea mediului în care se manifestă 
cimpul electric, produs de corpuri încărcate cu sarcini electrice în repaus, nu 
suferă nici o schimbare în timp, în nici un punct al ei. În consecinţă, obiectul 
electrostaticii îl constituie studiul legilor în virtutea cărora au loc interacțiunile 
de echilibru între corpurile electrizate și substanţele neutre din punct de vedere elec- 
trie. Acest studiu se bazează pe noţiunea fundamentală de cîmp electrostatic, 
care este un caz particular al câmpului electromagnetic, acesta fiind o realitate 
fizică unică, 

n ceea ce pri vepte cimpul electromagnetic, acesta este conceput ca o 
[RER prelata o maler et carne reriaani din punct de vedere macroscopic printr-o 
pra conductoarelor e Mai, rar AAA, aa ehwaer kA esans au 
AA lea, DU ți electrici şi a particulelor încărcate cu 

14, 4 ad , p 
carg (IMPUI electio ene uma din oslo două fejo alo ofmpului electromagnetic 
mecanică pe care o exercită asu su l oe V cag 80 caracterizează prin acţiunea 
azo] Mud suraale „Ati A APIA PATUIOU elor încărcate cu sarcini electrice. 
ic pului electric sint în repaus, adică sint constituite 
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din sarcini electrice invariabile ca mărime și poziţie, cimpul corespunzător se 
numeşte cîmp electrostatic. 

Rezultă dar, că orice corp electrizat produce în mediul încon urător o 
stare fizică specială, numită cîmp electric, care se manifestă prin faptul, că dacă 
ge introduce un alt; corp încărcat cu electricitate în orice punct din regiunea 
spațiului considerat, asupra acestui corp va acţiona o forță a cărei mărime, 

ție şi sens, ge pot determina în mod simplu, dacă se cunoaste vectorul re- 
prezentativ al cimpului, E PER 

Cimpul electrostatic este sistemul fizic pia intermediul căruia se, trans- 
mit interacțiunile între corpurile electrizate. În cazul spaţiului liber, prin care 
ge înţelege spaţiul care poate fi considerat cu suficientă aproximaţie ca fiind 
lipsit de substanță — adică starea limită de rarefiere a unui mediu molecular, 
poe vid — cîmpul electrostatic este tocmai suportul material al fenomene- 
electrostatice. 


1.1.2. SARCINA ELECTRICĂ 


Prin frecare, corpurile capătă proprietatea de a atrage corpuri mici, 
uşoare. Un baston de sticlă, frecat cu o bucată de mătase, atrage o mică sferă 
de soc sau de plută atîrnată cu un fir de mătase. Dacă sfera de soc atinge bas- 
tonul de sticlă, ea va fi imediat respinsă. Dacă acum frecăm un baston de 

ină cu o bucată de stofă de lînă, şi-l apropiem de sfera de soc care a atins 
bastonul de sticlă, sfera este atrasă de bastonul de rășină. Din această expe- 
riență simplă se trage o primă concluzie şi anume că, diversele corpuri frecate 
au proprietatea de a atrage sau respinge mica sferă încărcată. 

Corpurile frecate care prezintă această proprietate se numesc electrizate 
şi agentul fizic care determină această proprietate este electricitatea sau sareina 
electrică. 

Frecarea nu este singurul mijloc de a produce electrizarea diverselor 
sisteme de corpuri. Există substanţe care se pot electriza prin contact cu alte 
corpuri electrizate, prin curgere, prin întindere sau prin compresiune, prin 
încălzire, prin iradiere cu lumină ultravioletă sau cu raze X, prin reacţii chi- 
mice ete. Prin aceste mijloace, substanţele pot fi aduse deci în starea fizică 
în care se comportă ca și corpurile electrizate prin frecare, din punctul de vedere 
al forțelor și momentelor pe care le exercită, respectiv care se exercită asupra 
lor. În general, orice corp poate fi electrizat, oricare ar fi starea lui de agre- 
gare, folosind în acest scop mijloacele cele mai potrivite. 

Din experiențele de electrostatică, indicate mai sus, rezultă o constatare 
fundamentală și anume că există două feluri de electricitate : electricitate pozi- 
tivă și electricitate megalivă*. De asemenea mai rezultă că, două corpuri încăr- 
cate cu acelaşi fel de electricitate se resping, iar cele încărcate cu electricitate 
de feluri diferite, se atrag. 

r Explicarea fenomenelor de electrizare este astăzi dată de cunoaşterea struc- 
turii materiei, După concepţiile actuale, electricitatea are o structură discon- 
tinuă, diseretă, Conform teoriei lui LORBNZ, a structurii electronice a materiei 
și a modelului de atom a lui RUTHERTORD-BOnR, corpurile se prezintă sub formă 
de sisteme de atomi, fiecare atom fiind format dintr-un nucleu, purtind o 
sarcină electrică pozitivă, gi unul san mai mulţi electroni, care se învirteso în 


* Pr A i = 

7 Erie convenţie s-a numit electricitate pozitivă electricitatea pe care o capătă bastonul 

care lelă, numită din această cauză şi electricitate sticloasă; electricitatea negativă este aceea pe 
>) capătă bastonul de rășină şi este numită și electricitate rășinoasă, 


de g 


Da ame 


jurul nucleului pe orbite închise şi care poartă fiecare cite o sarcină electrică 


megativă. $ j i 
s Sarcina electrică este deci o mărime de stare microscopică de încărcare 
N ; e al urilor; ea este o mărime scalară, 
electrică a particulelor elementare ale corp j ort á á 
Flectronul este cea mai mică particulă materială posibilă, avin fra 
proprie, purtind o sarcină electrică negativă indivizibilă ; masă unui d 7 h 
este de 0,9: 107? grame, fiind de 1848 ori mai mică, decât; red kapeina inj 
hidrogen, iar sarcina să & fost determinată ca fiind de 1,59- 0 c : . 
Numărul de electroni care se învirtesc în jurul nucleului unui atom al unui 
element dat, determină numărul lui de ordine în sistemul de clasificare nato 
rală a elementelor al lui MENDELEEV. Toți electronii sînt identici. / 
Nucleul cel mai simplu este nucleul atomului de hidrogen numit proton. 
Acesta poartă o sarcină electrică pozitivă egală în mărime cu aceea, a electro- 
nului. 
în ansamblul său, atomul este neutru din punct de vedere electric, ca 
şi un corp neelectrizat. În interiorul atomului, electronii se mişcă pe orbite 
diferite. Fiecărei orbite îi corespunde un anumit nivel energetic al electronu- 
lui ; acest nivel de energie este un multiplu întreg de cuante de energie; se zice 
că orbitele sînt cuantificate. Dacă un electron părăseşte o orbită caracterizată 
E prin energia W, pentru a ajunge pe o altă orbită de energie W, și dacă W< 
<W, el emite diferenţa de energii sub forma unei vibrații electromagnetice 
de frecvenţă v astfel că W, — W, = hvy, unde h este constanta universală a 
lui PLANCK (h = 6,624 : 107% erg- s). Aceeaşi energie este necesar să se dea elec- 
tronului, dacă vrem să-l facem să treacă de la nivelul de energie W, la nivelul 
de energie W.. 

Atomii diferitelor corpuri simple diferă prin numărul şi prin aşezarea 
electronilor. Electronii periferici sau cei mai exteriori ai unor anumiţi atomi 
pot fi ușor detaşaţi de atomul respectiv. Un electron smuls unui atom poartă 
o sarcină negativă, iar atomul care a pierdut un electron e încărcat pozitiv. 
Astfel, frecînd bastonul de sticlă cu bucata de mătase, cîțiva electroni sînt 
smulși atomilor moleculelor de sticlă și din această cauză, sticla se încarcă 
pozitiv, iar mătasea devine negativă ; fenomenul este invers în cazul frecării 
unui baston de rășină. 

În stare neutră, sarcinile de semn contrar ale părţilor componente ale 
atomului, acţionînd în sensuri opuse, se echilibrează reciproc şi nu dau naştere 
la nici o acţiune. Dacă însă în corp se află un surplus sau o lipsă de electroni 
în raport cu starea neutră, atunci corpul este încărcat cu o sarcină negativă 
în cazul unui surplus de electroni și este încărcat cu o sarcină pozitivă în cazul 
unei lipse de electroni. 


1.1.3, LEGEA CONSERVĂRII SARCINII ELECTRICE 


>piyi J p ir n, i i » 3 ETA i "a zig 4 
ivite: la sarcinile electrice, există o lege fundamentală care se poate 
o p eate aromi spooirioa nu pot fi mici oreate şi nici distruse; ele pot 

numat deplasate, Cele două feluri de sarcini electri î } 

í | ) ; sarcini electrice apar tde AS E 
tan și au valori egale, caii ei 


Această lege, găsit? 
castă lege, găsită de M, F 7 ; Pa Ec E 
electrice. p iaiia 1, FARADAY, se numeşte legea conservării sarcinii 
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Din această loge, prin generalizare, s-a stabilit postulatul fundamental 
al clecirostaticii, care se poate enunța după cum urmează : ; A 
Pind dat un sistem izolat de corpuri electrizate, suma algebrică a sarcinilor 
artieate în diferitele puncte ale sistemului este constantă, j 
Oa o consecinţă, rezultă că în particular, sarcina electrică purtată de un 
conductor izolat este constantă. 


1.4.4. CLASIFICAREA SUBSTANȚELOR 


Din punct de vedere al proprietăților electrice substanțele se împart în 
două clase principale: substanțe (sau corpuri) conductoare și substanțe (sau 
corpuri) izolante. Trebuie să precizăm că această clasificare nu este riguroasă, 
unele corpuri avînd însuşiri comune ambelor clase. A 

Substanțele conductoare sau numai conductorii, sînt acelea care electrizate 
într-un anumit loc al lor transmit starea lor de electrizare pe întreaga lor întin- 
dere ; aceste substanţe conduc electricitatea și sînt de asemenea bune conducă- 
toare de căldură ; în plus ele intră ușor în reacţii chimice. Între substanțele 
conductoare trebuie să considerăm, în primul rînd, toate metalele, la care con- 
ducția este asigurată de electronii liberi sau electronii de conducţie, adică electroni 
slab legaţi de atomi, care trec uşor de la un atom la alt atom şi care, în miş- 
carea lor ordonată — pe care o capătă sub acțiunea cîmpului electric — for- 
mează în metal un curent electric. 

Proprietatea unei substanțe de a conduce electricitatea este caracteri- 
zată de o mărime numită conductivitate electrică, a cărei definiție se va da în 
electrocinetică.* 

În afară de metale, care au conductivitatea cea mai mare, o conductivi- 
tate apreciabilă o au și electroliți : soluţiile sărurilor, bazelor şi ale acizilor şi 
unele săruri în stare topită. În electroliți conducţia este realizată de ionii pozi- 
tivi şi negativi în care se descompune o parte din moleculele substanței dizol- 
vate sau ale sării în stare topită**. 

Substanțele izolante sau dielectricii sint acelea care păstrează electrieita- 
tea numai în locurile unde a fost depusă prin electrizare. Aceste substanţe 
nu conduc electricitatea şi nici în general căldura şi intră foarte greu în reacţii 
chimice. Constituţia lor atomică este stabilă şi robustă; la aceste substanțe 
apare în primul rînd fenomenul de polarizare***. Dintre substanţele izolante 
id parte sticla, parafina, mica, uleiul, aerul în stare neionizată, apa chimie 

ă ete. 
; Bubstanţele semiconductoare sînt substanțele ale căror proprietăţi sînt 
intermediare între acelea ale conductoarelor şi ale dielectricilor, Această clasă 
de substanțe are o mare aplicaţie în electrotehnica modernă. 
fapt Amau macroscopic al fenomenelor electrice şi magnetice constituie de 
Opi 0 me ie în timp și în spaţiu a neomogenităţilor microscopice; aceasta, 
eoarece toate procesele ce se studiază reprezintă în realitate totalitatea unui 
ro imena de procese elementare, Luînd media proceselor care se produc în 
sui rs aj aceasta se va caracteriza prin parametrii medii corespunzători ; 
bstanţa se va numi în multe cazuri mediu, 
pa pl mediu, se zice că este omogen, atunci cînd are aceleaşi proprietăţi în 
We elementele sale de volum, 


* Vezi 2,1.8.2, 
** Vezi 2,7,1. 
**2 Vezi 1.5, 


oa 
dd 


otrop, atunci cind, la fiecare element de volum, 

irecțiile, proprietăți identice. i | r 

ca în studiul cimpurilor electrostatice se presupune că, corpu- 
izolant, în care nu 

există conducție. În acest caz sarcinile se pot menţine pe corpuri un timp foarte 


mare, teoretic infinit, 


Un mediu, se zice că este iż 
are, în toate d 


De asemen a 
rile conductoare încărcate se găsesc într-un mediu perfect 


1.4.5. CIMPUL ELECTRIC ȘI INTENSITATEA SA 


S-a arătat că o particulă materială purtînd o sarcină electrică oarecare — 
pozitivă sau negativă — produce în mediul înconjurător o stare fizică; specială 
numită cîmp electric. Acelaşi fapt se întîmplă și în cazul unui corp electri- 
zat. În spaţiul înconjurător corpului electrizat va exista, un cimp electric cores- 
punzind stărilor lui de electrizare. 7 

Experiența arată că sarcinile electrice în repaus sint surse sau tzvoare 
ale cîmpului electric. 

Pentru caracterizarea cîmpului electric, se poate folosi oricare din mani- 
festările sale ; s-a convenit să se caracterizeze cîmpul electric prin forțele elec- 
trice care acţionează asupra corpurilor încărcate, imobile, introduse în cîmp. 
În acest scop se utilizează un mic corp solid, conductor (metalic sau metalizat) 
electrizat, numit corp de probă sau sondă. Pentru ca rezultatele obţinute în 
diferite puncte cu ajutorul unui corp de probă să fie comparabile între ele, 
trebuie ca starea de electrizare a acestuia să fie invariabilă, adică trebuie să 
fie astfel încît, în condiţii exterioare egale, să se exercite asupra lui forţe de 
natură electrică egale. Experienţa arată că, pentru ca starea de electrizare a 
unui conductor să nu varieze, este necesar ca starea lui fizico-chimică să nu se 
schimbe și trebuie ca el să fie înconjurat peste tot sau de un dielectrie perfect 
și de vid, sau numai de vid: el trebuie să fie deci perfect izolat în exterior din 
punct de vedere electric. Starea corpurilor de probă mai trebuie să fie astfel, 
încit prezența lor să nu modifice sensibil starea electrică inițială, care urmează 
să fie studiată. Aceasta se obține dacă corpurile de probă sînt foarte mici— 
practic punctuale —spre a nu prezenta neuniformități. În aceste condiţii se 
va putea măsura rezultanta, forţelor de natură electrică dintr-o regiune cît 
mai mică și cu valori cît mai mici. i 

_ Experiența ne arată, că într-un punct dat al cîmpului electric, donă cor- 
purí de probă cu sarcinile q) și q, vor fi acționate de două torţe F, şi Fe 
astfel încît E 2 


== Ta a1) 


Tot experienţa ne mai arată că, d i i 
periența ne mai arată că, dacă punem acelaşi corp de probă în două 


puncte diferite ale cimpului, P gi P' i A | : u 
ale el v s La $ 
astfel, incit ! : , €l va fi acţionat de două torţe P ṣì Fi, 


unde H (respectiv H' ? A 
ipe y 13") este o măr TAn R E $ k 
punct al său, rime care caracterizează cîmpul în fiecare 
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Pentru măsurarea cimpului electrostatic se introduce noțiunea de inten- 
sitate a cîmpului electrostatic sau intensitate a câmpului electric și care se defi- 


neşte astfel : 


$ Fi 4 Ti 
Intensitatea câmpului electric este egală cu raportul dintre forța electr er) 

care acționează asupra corpului de probă imobil, încărcat cu o abea pozi a 
situat în punctul considerat al câmpului, și valoarea q a sarcinii electrice a acestu 
corp. NRA 2E Ba 
Intensitatea cimpului electric este o marime vectorială și se reprezintă 


“prin vectorul F, care coincide ca sens gi direcţie cu vectorul F al forței ce acţio- 
„mează asupra corpului de probă încărcat cu sarcina pozitivă, 


Vom avea deci 


e, (1.3) 
q 


de unde rezultă că, prin definiţie, forţa care se exercită asupra unei sarcini * 
q este dată de relaţia vectorială 


F = qF. (1.4) 


Relaţia (1.4) rezultă și ca o consecință imediată a relațiilor experimentale 
(1.1) şi (1.2) şi ea rezumă următoarea lege : forța electrică exercitată asupra 
corpului de probă este o funcție de mărimea scalară g care determină sarcina 
electrică a corpului de probă şi de mărimea vectorială Æ, care reprezintă inten- 
sitatea cîmpului electric. 

'Ținînd seama de principiul acţiunii şi reacţiunii, care trebuie să fie pre- 
supus valabil şi în acest caz, rezultă că şi sarcina q de pe corpul de probă este 
o sursă de cîmp electric și în consecinţă, reacţionează asupra surselor cîmpului 
inițial; definiția, (1.3) este deci supusă ambiguităţii. Pentru a avea o definiţie 
strict corectă a intensității cîmpului electric trebuie să seriem 


-m SAE E 
B = lim ==; (1.5) 
A0 Ag 


ceea ce înseamnă că, dacă într-un acelaşi punct al regiunii spaţiului considerată 
unde se exercită cîmpul electric H, se introduc, cu ajutorul corpului de probă, 
Barcini din ce în ce mai mici, forţa care se va exercita asupra lor va fì din ce 
În ce mai slabă, iar raportul mărimii forţei față de sarcina respectivă va varia 
ANupindu-te din ce în ce mai mult de o valoare limită bine definită şi care 
i Îaitaten cimpului considerat, În această definiție, sarcina este conside- 
Semih a punct de yedere macroscopic, fără structură discontinuă, ceea ce 
A pi oximaţie caracteristică teoriei macroscopice, deoarece, din punct de 
16 Microscopic, sarcina are o valoare limită nenulă. 


+ Do e à f ` 

m eniru a face o deosebire între sarcina microscopică a particulei elementare şi sarcina ma- 
pe air a unul corp oarecare a corpului de probă, de exemplu unii autori [239] o numese 
A A a din urmă sarcina electrică adevărată, arătind că poate fi numită pe scurt sareină electrica 


imaji s SA - - 
“t sareind, ca și în cazul sareinii microscopice 


ETOK 
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Unitatea de măsură a intensității cimpului electric în sistemul de unități 


Vi, , 4 
Groner, san practic raţionalizat (MKBA) este volt pe metru = ) jar dimensi- 


unile gale 
(5) = L #4 1-317, 


Unitatea de măsură a sarcinii electrice este coulombul (0) și ecuaţia sa 
de dimensiuni 
(q] = TI. 


Unitatea de măsură a forței este newton-ul (N) gi ecuația de dimensiuni 


a forței este 
(P]=LMU 72. 


1.1.6. LINII DE CIMP, TUZ DE CIMP, SPECTRE ELECTRICE 


Explorind tot cimpul electric care apare în jurul unor sarcini electrice, 
se poate determina intensitatea acestui cimp în toate punctele sale. Construind 
apoi înfășurătoarea direcțiilor vectorului cîmp, se obțin niște curbe continue 
numite liniile de cîmp ale intensității câmpului electric sau numai liniile de câmp 
ale câmpului electric. Totalitatea acestor curbe ocupă întregul spaţiu mărginit 
în general de o suprafață strimbă, care dă o imagine spaţială a cîmpului. În 
mod curent însă se desenează numai liniile de cîmp cuprinse într-un plan tre- 
cînd prin sursa cîmpului ; desenul se alcătuieşte astfel încât, pe fiecare unitate 
de arie normală pe aceste linii de cimp, să fie un număr de linii proporţional 
cu valoarea absolută locală a intensității cimpului. Se obţine astfel spectrul 
electric al liniilor de cîmp ale intensității cîmpului electrice în vid (fig. 1.1). 


Fig. 1.1. Spectrul intensității cîm- 
pului electric. 


A a RI E Ẹ 
E e 


Direcţis "ală a liniilor ; , sti 
5 Sata ile EREA a liniilon de cimp ale intensității cîmpului electrio în vid 
mă m, PEATE An ajutorul acului electric (fi. 1.2), iar spectrul acestor 
> realizat cu ajutorul unor fibre uşoare s A Sr , = 
; » usoare sau coristi Ana asez: 
pe o placă izolantă (fig. 1,3). goara nau criatale Qo ppaona!s 
Să ne închipui à A i 5 
ig. 11.) și rar ot un contu inchis care limitează o suprafață oarecare N 
j àii em prin toate punctele acestui contur liniile de cimp cores- 
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unzătoare. Totalitatea acestor linii formează o suprafaţă tubulară, Porțiunea 
E spaţiu limitată de o asemenea suprafață tubulară se ntimeşte tubul mectoru- 
lui intensității cîmpului electric sau pe scurt tub de cîmp. 


"p 


Fig. 1.2. Ac electric, Fig. 1.3. Spectru obținut cu ajuto- Fig, 1,4, Cîmpul electric produs de 
rul fibrelor izolante? O sarcină punctiformă. 


1.1.7. PERMITIVITATEA ELECTRICĂ 


e, 
d Să determinăm intensitatea cîmpului electric produs de o sarcină q 
ne punctiformă * imobilă care se găsește în vid sau într-un mediu dielectric omo- 
up gen (fig. 1.4). Studiind experimental cîmpul produs de această sarcină, se 
it constată că vectorul intensității acestui cîmp este îndreptat de-a lungul raze- 
În lor r, sensul acestui vector fiind același cu sensul razei vectoare 7 dacă q >0 
e- şi invers dacă qg < 0; de asemenea, se constată că valoarea intensității cîimpu- 
te lui este invers proporțională cu pătratul distanței r. 
al Acţiunea sarcinii q se transmite în jurul său prin suprafeţe sferice s = 
u =4zr°. Putem presupune că intensitatea cîmpului variază invers proporțional 
1). cu aria acestor suprafețe, fapt verificat de experiență, şi să scriem deei 
15) pt (1.6) 
dyr? 3 
„Experienţa ne arată de asemenea că constanta de proporţionalitate % 
depinde de natura mediului în care este plasată sarcina q şi anume, k are valoa- 
ám- rea maximă în cazul vidului. Punînd 
1 
k —— 
€ 
A j ps Fi ... . A > 
mărimea £ Be numește permitivitatea absolută a mediului, 
Notind cu e, permitivitatea vidului şi ţinînd seama de cele ce preced, avem 
i ha (1.7) 
vid € Eps Ep 
4 EOSS e. asta pi, PRI n 3 
po E, este permitivitatea relativă a mediului, 
za TESA 
A i ns iare 
e P sint m nfe nümeşte sarcină punetiformă, sarcina situată pe un corp ale cărui dimeusiuni liniare 
reb- "i in raport cu distanţa de la acel corp la punctul în care se studiază acţiunea sarcinii, 


Să ovaluăm circulația acestui vootor de-a lungul unei curbei T. 
Avem 
M 5 4” 
Ar =| "as, (1.10) 
M, 
în care ds este elementul de curbă. Mărimea 
Amy Care exprimă circulația cimpului E de-a 
lungul curbei T', este o mărime scalară, deoarece 
vezultă din sumarea unor produse scalare de 
forma dă și se numește tensiune electrică. 
Pentru a evalua expresia (1.10), să de- 
terminăm în primul rînd expresia circulației 
elementare Hds. Avem 


Pas = B-MM' =E. MM cos = E- MN. 


Fig. 1.5. Circulația cîmpului electric E 
de-a lungul curbei T. 
MN = (r + dr) cos (49) — r S dr 


şi deci 
dA, = F d5 = E dr. 


Tinînd seama de relația (1.7), relația (1.10) va da 


M 
21 q q 1 1 
A -= i (0 — | — — — | 
z ja e 4 mr? i hei a Gi) 
Punînd 
m E y E GS 
$ TE T Siae 4 me Ta (113) 


expresia (1.11) se poate serie 


MA Pa pia 
| BE = a i (1.13) 


M, 


Bezna aopn E aen lungul unei curbe, între două puncte W, şi W, ale 
ee cu SĂ n pla iunea electrică, este egală cu diterenţa de potenţial 
Funcția V definită de relaţia | 


UA = AV = — A dë (1.14) 


* Se vice g P, 
Se mai zice și căderea de potenfial intre aceste puncte 
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re al spaţiului 


st ți ential, iar valoarea sa într-un punct oareca 
se numeşte funcţie potent al, an în puneti 


în care există cimpul Æ se numeşte potenţialul cimpului coulombi 


respectiv ; potenţialul acesta este o mărime scalară, $ 
În particular, făcind în una din relaţiile (1.12) r = % 86 obține 


vı =0, 


punct de la infinit este nul; în aceste 


convenind a spune că potenţialul unui p i 
i i M al câmpului electric este 


condiţii potenţialul unui punet oarecare 


M — - ~ 
Hs -Í F ds- (1.15) 


Expresia (1.15) poate fi pusă sub forma 


ME u 
| qE as | F as 
00 


Vu -| za= lim lim = - = lim ji q 


æ 4—0 q a0 q a0 


IGT 
- , 


unde F este forța electrică exercitată de cîmpul E asupra sarcinii q iar F, = 

— — F este o forță exterioară care ar trebui exercitată asupra unui corp practic 
punctual, încărcat cu sarcina (adevărată) g, pentru a-l aduce, pe un drum oare- 
care, de la infinit pînă în punctul în care potențialul electrostatic are valoarea 
Fy- Integrala din membrul al doilea al acestei relații reprezintă deci raportul 
dintre lucrul mecanic care ar trebui efectuat din exterior (împotriva forței 
electrice F = gE) pentru a deplasa un corp, practic punctual, încărcat cu sar- 
cina q, de la infinit pînă în punctul al cărui potențial este V y şi sarcina g a acestui 
corp. _ 

In consecință, potențialul scalar într-un punct dat W este egal cu lucrul 
mecanic, raportat la unitatea de sarcină, care trebuie efectuat pentru a aduce 
un mic corp încărcat, de la infinit pînă în punctul M. 

Ecuația de dimensiuni a potențialului electric, în sistemul MKSA, este 


[A] 12M T? 
| o i 


| [V] = Te MT-I. 


í Unitatea de măsură a potențialului electric se exprimă în jouli pe coulomb 
și se numește volt (V). 
A „Diferenţa de potenţial între două puncte M, şi M, dintr-un cimp electric 
să Cd opend6ntă, de drumul pe care se face circulaţia vectorului intensității 

| ampnului electric H între acest nete și i A ) zibi 
se E între aceste puncte gi depinde numai de poziţia acestor 
Este 3 zut că ind diferenţi i i ï 
PE o Lor de văzut că, pe cînd diferenţa de potenţial dintre două puncte 
CE riec definită, funcția potențial nu se poate determina decit în raport 
if constantă arbitrară aditivă, Intr-adevăr, pinind seama de relația (1.7) şi 
) grind relația (1,14) se obţine neS 


1 
r- 1 -+ Const, 


dorin în spatiu mai multo garoini q (i = 1; 2 e: „n) șiuntpunet 
M N, pati PAY statie din punctul M, în sensul definiţiei date de 
rolatia (1.15), cate egal cu suma algebrică a potenţialelor produse de fiecare 
sarcină în punctul M, potenţialul electric fiind o mărime scalară, Vom avea deci 


Hany t, (1.16) 
4 ne jel r 


mediul fiind presupus omogen și izotrop, în particular vidul, 
129. REPREZENTAREA CIMPULUI ELECTRIC PRINTR-UN POTENȚIAL 


S-a văzut mai înainte * că circulația vectorului intensitatea cîimpului 
electrio E do-a lungul unei curbe T oarecare, nu depinde decit de poziţia pune- 
telor extreme M, şi M, între care se calculează această circulație, fiind deci 
independentă de drumul urmat între aceste două puncte. Cimpul FE derivă deci 
dintr-un potenţial. 

În particular, dacă curba T este o curbă închisă, din relaţia (1.13) rezultă 


$ Ba =o. 
a 


Ținînd seama de definiția rotorului, această condiţie se exprimă prin 
relația 


rot E = 0, (1.17) 
ceea ce arată lipsa de virtejuri a cîmpului electric sau că acest cîmp este iro- 
tațional. 

Pentru ca un cîmp să derive dintr-un potenţial, este necesar ca diferenţiala 


de sub semnul integrală a expresiei (1.10) să fie o diferenţială totală exactă ; în 
acest caz Be poate scrie i 


Ap | F ds = — | ay, (1.18) 
T 1 


Y fiind o funcție de potențial oarecare, iar semnul minus provenind din aceea 
că s-a definit diferența de potenţial prin relaţia (1.13), 'Ținind seama de relația 


grad Vds = AY, (1.19) 


expresia (1.18) poate fi scrisă 


| Ba = -È av f grad dă, 
P IP 


DE 


* Relaţia (4,11), 
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ot 
do 
ta 
oi 


6) 


iro- 
piala 
ń ; în 


1,18) 


ae 
platia 


(1.19) 


do unde, acenată relație trebuind să fie identică oricare ar fi curba, rezultă 
Î = — grad V, (1.20) 


coca oo exprimă că vectorul intensitatea cimpului electric este egal cu gradientul 

funoţiei potenţial cu somnul schimbat. Aceasta mai exprimă și că sensul cîimpului 

oleotrio esto indreptat; înspre potenţialele deserescătoare, y 
Punoţia potenţial este o funcție care depinde de coordonatele diverselor 


puncte de spaţiu. Bouaţia 
V (w, y, 2) = Const, 


reprezintă niște suprafețe numite suprafețe de nivel sau suprafețe echipotențiale. 
Într-un punct M oarecare din spațiu, vectorul cimp electric este întot- 

deauna perpendicular pe suprafaţa echipotenţială care trece prin acel punct. 
într-adevăr, deoarece V(x, y, 2) = Const., AV = 0 şi relaţia (1.19) devine 


|grad V| dscosa = 0, 


de unde « = 90, ceea ce trebuie arătat. 

Dacă punctul M este variabil în spaţiu, atunci vectorul grad V (şi deci 
vectorul H) va ocupa diverse poziţii în spaţiu. Locul punctelor M la care vectorul 
grad V (și deci H) rămîne mereu tangent este o curbă numită linie de câmp ; 
linia de cimp este deci învelitoarea vectorului cîmp. Ecuația ei vectorială este 


grad V x ds = 0, 


jar ecuația lor carteziană este 


dx _ dy dz 
d ov AS 
ôx ôy Oz 


Liniile de cîmp sînt deci traiectoriile ortogonale ale suprafețelor de nivel. 


1.2.3, ELECTRIZAREA PRIN INFLUENȚĂ 


„Fie un conductor neutru A, izolat, care se așază într-un cîmp electric E 
(fig, 1,6), Experienţa ne arată că sub acţiunea acestui cîmp, conductorul A se 
electrizează, și anume, constatăm cu ajutorul unui mie corp de probă încăreat 
cu o sarcină de un anumit semn (spre exemplu cu sarcină pozitivă), că în partea 
conductorului caro este în sensul cîmpului I conductorul pare a îi căpătat 
sarcini pozitive, iar în partea sa care esto în sens contrar sensului cîmpului, con- 
ducțorul pare a fi căpătat sarcini negative, De îndată ce conductorul a fost 
îndepărtat din cimpul electric P, el rovine la starea neutră anterioară, 

Penomenul poate fi explicat ugor folosind cunoaşterea struoturii atomice a 
materiei, Bub moţiunea câmpului electric electronii liberi din conductor se depla- 
Bed, în sens contrar cimpului electric, aceasta din cauză că sensul cîmpului 
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8 = 0, 228 


îngrămădi către 
; i ati sp vor ingrămat £ 
electro este, înspre potonțialulo ei 1.0). Esto evident că, în partea opusă 


escătoare *: ei se 


i in caz . i . pe, n DE E < 
ENa y orral Aa Văznihe numai cu sarcini pozitive. Echilibrul electric se 
$ 


j star ; i din cimpul electric. 
nu a de Prin dspisabiea sarcinilor electrice din 
e conductor, apare in interiorul lui un cimp 

8 Ë electric D, de aceeaşi direcţie cu cimpul E, 
~ dar do sens opus acestuia ; deplasarea sarcinilor 


pe conductor se va opri numai atunci „cînd 
rezultanta, acestor două cîmpuri va fi nulă 


Fig. 1.6. Conductor neutru Într-un cimp îi 7 a —0. 
electric, R 


Se zice că a avut loc o electrizare prin influentă sau prin inducție, (conduc- 
torul 4A s-a încărcat prin influență) ; totul apare ca şi cum pe suprafaţ, a conduc- 
torului au fost aduse sarcini electrice. În baza legii conservării sărcinii electri ce, 
suma sarcinilor pozitive şi negative care apar pe suprafața conductorului este 
nulă. Distribuţia lor este astfel încît cîmpul rezultant din interiorul corpului 
este nul. N. i 

Dacă una din extremitățile conductorului A se leagă la jppămint, se | con- 
stată dispariţia sarcinii electrice corespunzătoare, fie prin scurgerea electronilor 
la pămînt — în cazul cînd s-a legat capătul B—, fie printr-un aport de electroni 
liberi de la pămînt și neutralizarea sarcinilor pozitive — dacă s-a legat capătul C 
la pămînt. Întrerupînd legătura cu pămîntul şi îndepărtind acum corpul A din 
cîmpul electric, se constată că acesta rămîne încărcat cu electricitate pozitivă— 
în cazul cînd s-a legat capătul B la pămînt, sau negativă — în cazul cind s-a 
legat capătul C la pămînt ; aceasta se explică prin diminuarea sarcinilor negative 
de pe corp — în primul caz, sau prin excesul de sarcini negative, în al doilea caz. 

În acest caz se zice că conductorul a fost încărcat cu elocericitate prin influ- 
entă sau prin inducție. 


1.2.4. CIMPUL DE INDUCŢIE ELECTROSTATICĂ 


Pentru un studiu cantitativ al fenomenelor de inducţie se efectuează 
mătaoave meri -X e ntr X Xai -ali Î : 5 
următoarea experiență: între două plăci metalice plane, între care se creează 
un cimp electric, se introduce un conductor metalic format din donă plăci meta- 
ie i aia plane, suprapuse (fig. 1.7); plăcile sint prevăzute cu tije izo- 
Sate. cai dispozitiv, cunoscut sub numele de placa dublă a lui MAXWELL, 
permite e ectuarea unei măsurători cantitative a sarcinilor electrice produse ** 
Fie manenta de cimpul electric, Odată placa dublă introdusă în cîmp, se separă 
ele donă părți care ) i Sa aN afară Al ` ; > 
io. dpi A parji care o compun gi se scot afară din cîmp. Fiecare placă apare 
carcatá cu electricitate, cu semne diferite, dar cu aceeasi E Ap 
A anah , evite, dar cu aceeaşi cantitate. Făcind 
iad SISLeMatice t WWO să se "mina inf s. o K ARDIA 
cimpului laatia A P A prin care să se determine influența valorii intensității 
îti EEUE, A locului unde se face măsurătoarea şi a direcției plăcilor, se 
obțin o serie de concluzii importante, 


* Vezi paragraful 1,2.2, 
** Termenul este impropriu 


A şi este în c P in A ia 
totuși o expresie utilizată în y n contradicţie cu cele 


- A arătate în paragraf 1.1.3. Este 
orbirea curentă, ca şi aceea de disp paragraful 1.1.3. Este 


arijie a sarcinii electrice. 
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ra ee ee 


Se constată astfel că efectul inducției electrice, care se traduce prin canti- 
tatea de electricitate indusă în placă, depinde de intensitatea cimpului electric. 
RI depinde de asemenea de direcţia plăcii: într-o anumită direcţie a plăcii se 


obține maximum de efect —care se traduce printr-o 
încărcare maximă a color două părți componente 
— el fiind nul într-o direcţie perpendiculară pe 
aceasta ; între aceste două poziţii efectul corespun- 
zător variază cu cosinusul unghiului pe care îl face 
normala la placă cu direcţia pentru care se obține + 
maximul de efect. În afară de aceasta, efectul res- 
pectiv depinde de mărimea ariei plăcii — cel puțin 
atât cât ea rămîne încă suficient de mică pentru ca să 
nu producă variaţii apreciabile în repartiția cimpu- 
lui electric. În consecinţă, cantitatea de electricitate 
dq, care poate fi indusă pe un element de suprafață 
de arie dA, poate fi calculată cu relaţia (fig. 1.8) 


VULILILILULLIEVILUA 


+rterttrtrrt 9 


X 


PAJ ig. 1.7. PI lă i 
dg; = k EAA cos « = k FdA. (0 pa e 2 ee cata 


Pentru a vedea ce reprezintă constanta k se aplică ecuaţiile de dimensiuni ; 
se găseşte 


[E] = 10 E po M-Tar = [e], 
[E-S] [LMT -][L?] 


constanta respectivă fiind tocmai permitivitatea absolută a mediului, aṣa cum 
arată experiența. 


Relația (1.21) se poate scrie deci 


dq, = sE dA. 
£ Mărimea, vectorială 
| | | D = ef (1.22 
d 
| se numeşte cîmpul de inductie electrică sau numai îndueția 
| 
| 


| electrică, sau câmpul de deplasare electrică sau numai depla- 
| sare electrică şi este un cîmp care serveşte, într-o aceeaşi 
| măsură, ca și intensitatea cîmpului electric F, la descrierea 
| cîmpului electrostatic, fiecare din ele referindu-se la anu- 
mite însuşiri fizico ale acestui cîmp. Cele două cîmpuri £ 
Fig, 1.8, Schemă pentru fi D sînt însă într-o relaţie reciprocă, astfel că este sutici- 
definirea inducției elec- Cntă cunoașterea unuia din cele două mărimi pentru 
trostatice Dej orinrea ampulu electrostatic, cea de a doua mărime 
SUI putini u-se deduce prin calcul, cu relația (1.29), Faptul că 
pie două mărimi sint fizic diferite între ele, se poate TN So Fanu că 
ce Ele Ina peetive se fac intr-un mediu oarecare gi nu în vid (sau în aer) *. 
-AA A e dă) pepreaiută prima lege fundamentală a câmpului electrostatic 


r 3 - - 
Asupra acestei chestiuni se va reveni în 1.5.7, 
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Valoarea intensității cimpului electric şi aceea 3 cimpului de inducţie 
electrică se poate deduce destul de uşor cu ajutorul unei experienţe simple, al 
cărui monta este indicat în figura 1.9: aşezind comutatorul X în poziţia 1, 
condensatorul 0, format din două plăci plane, paralele, se inearcă *, aceasta 
inseamnă că, sub acţiunea bateriei de pile electrice B, cele două plăci se încarcă 
cu un număr de sarcini electrice proporțional cu ten- 
siunea U a bateriei, care este egală cu diferența de 
potenţial aplicată celor două plăci şi se măsoară cu 
voltmetrul V. Între cele două plăci apare un cimp 
olectrio Ø. Dacă dimensiunile plăcilor sînt foarte 
2 mari în raport cu distanța d dintre ele, atunci se pot 

neglija anumite efecte (efectul de margine) +? şi se 

poate presupune cimpul electrice uniform între cele 
două plăci. În aceste condiţii, valoarea cimpului elec- 
1  triceste 
DEA (1.23) 
d 


ia Mutînd comutatorul pe poziția 2, condensatorul 
URON se „descarcă“, în galvanometrul balistice GB, care 
B fiind etalonat în prealabil, dă posibilitatea măsurării 
PE mru guta San iltății de electricitate q cu care s-au încărcat cele 
LR j pentru studiu ouă plăci. Ținînd seama de relaţiile (1.21) şi (1.22), 
legăturii dintre cîmpurile E şi D. — se poate deduce valoarea cîmpului de inducţie electrică 
q 
D=, (1.24) 
unde A este aria plăcilor. 
Împărţind relaţiile (1.24) cu (1.23) şi ţinînd seama de (1.22) rezultă 


ad 
UA? 


ai ED 
E 


parsel a montajul indicat în figura 1.9 serveşte la măsurarea permitivităţii s; în 
acest scop, e introduce între plăcile condensatorului C dielectricul a cărei jer- 
mitivitate se caută, 7 
Ecuația de dimensiuni î i i 
J siuni a cîmpului de inducți ctrică s duce di 
atis (1.24) și cate p ducţie electrică se deduce din 
m [4] TI - 
[D] = =— = LDT 
[A] E 1, 


iar unitatea ei de măsură în și A 
BA € > Măsură în sistemul de Ati "OQA rati `, . 
pe metru pătrat (0|m?), de unități MASA raţionalizat este coulomb 


'Pinind seami ' : 
ama de relatia 29 n îm aa sa 
form relaţiei (1,8) (ia (1.22), pentru o sarcină punetitormă avem con- 


D E, 
) (1.25) 


* Vezi 1.4.2, 
** Vezi 1.4.3.4, 


36 


din care se poate deduce expresia modulului vectorului reprezentativ al cimpu- 


ni de inductie electrostatică, 
Cele două cimpuri care desoriu cimpul electrostatic — intensitatea cimpa- 


lui electric Æ şi inducția electrică D — legate prin relația (1.22), se bucură în 
medii omogene de următoarele IRLA relative : 


a) Pentru un același regim de potenţiale electrice, cimpul electric 


B =- grad V 


éste acelaşi, independent de permitivitatea e şi deci independent, de nediul 
electric respectiv. 

b) O sarcină electrică g produce, într-un mediu omogen, un același regim 
de cîmp de inducţie D, independent de permitivitatea și deci de natura mediului. 

c) Regimul de potenţial V produs de o sarcină electrică q, depinde de 
permitivitatea £ a mediului şi deci de natura electrică a acestuia. 

d) Inducţia electrică D, produsă de un cimp electric F, depinde de permi- 
tivitatea e şi deci de mediul electric respectiv. 

Reluind expresia (1.22), se vede că, într-un mediu omogen şi izotrop, cele 
două cîmpuri, intensitatea cîmpului electric E şi cîmpul de inducție electrică 
D, au aceeași direcţie și același sens în spaţiu, aceasta deoarece permitivitatea 
= a acestor medii este un scalar. În particular, în cazul spaţiului vid, cum =, = 1, 
relaţia (1.22) se poate scrie 

D = o. 

Ca o consecinţă, rezultă că liniile de cimp ale celor două cîmpuri E şi D 

sînt identice. 


1.2.5. FLUXUL ELECTRIC 


Să considerăm un corp metalic mic, încărcat cu o sarcină electrică g, şi pe 
care să-l înconjurăm cu o suprafaţă metalică oarecare X (fig. 1.10). În vir- 
tutea fenomenului de inducţie, suprafaţa metalică va apărea încărcată cu elec- 
tricitate. Conform relaţiei (1.21) sarcina electrică 
indusă pe fiecare unitate de arie a suprafeţei X 
este D; această proprietate este în general valabilă 
şi pentru o formă de suprafaţă oarecare *, Sarcina 
electrică indusă pe întreaga suprafaţă X va fi atunci 


d, = $ DaÄ. (1.26) 
z 


Calitativ, se poate constata prezenţa sarcinii 
electrice pe suprafața X, cu ajutorul unui electro- 
scop montat chiar pe această suprafață, 

„Dacă se mișcă corpul încărcat cu sarcina q 
din interiorul suprafeței X, se constată — cu ajuto- Fig. 1410. Fluxul cîmpului de i 
rul electroscopului — că sarcina electrică indusă "dueţie Ou a i spa 
pe suprafata > nu variază ; această sarcină nu vari- 
ază nici atunci cînd corpusculul încărcat atinge suprafata X. Rezultă dar că sar 
cină electrică ce se găseşte pe suprafata X este constantă şi în consecinţă iei 


e Vezi 1,3,5,7. 
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tatea de electricitate q, este egală cu cantitatea de electricitate q care produce 
electrizarea prin influență a Sala ial £. Relaţia (1.26) poate fi atunci scrisă 


q=q= $ Daå =$ DdAcos z -4 Dă, (1.21) 
E E E 


unde D, este proiecția vectorului D pe normala la elementul de suprafață con- 
siderat Y ig. 110), i componenta normală a cimpului. Cimpul de inducție 
AD pete fi deci conceput ca rezultind din sarcina 4 întrucât, pentru 
orice suprafaţă care înconjură această sarcină există relația 


$ DAA = q. (1.28) 
E 


După cum se va vedea, relaţia (1.28) este valabilă pentru orice suprafață *. 
Dat fiind că integrala 


| Dai = Y 
2 


eenia fluxul vectorului D prin suprafața X, expresia (1.28) poate fi enunțată 
el: 
Fluzul total al câmpului de inducție electrică, emis de o sarcină electrică prin- 
tr-o suprafaţă închisă care o înconjură, este egal numeric cu mărimea acestei 
sarcini. 

Această relaţie constituie o lege fundamentală a electrostaticii numită 
legea fluzului electric. 

Din relația (1.28) rezultă că fluxul cîmpului de inducţie electrică şi sarcina 
electrică au aceeași valoare numerică. Aceste două mărimi sînt însă mărimi 
fizice de natură diferită şi în consecinţă relaţia (1.28) este o relaţie de echivalență. 

Cimpul de inducţie electrică se mai numeşte și cîmpul de densitate de flus 
eleciric sau numai densitate de flux electric. 

Pornind de la noţiunea de flux electric, un cîmp electric poate fi repre- 
zentat prin densitatea de linii de cîmp pe unitatea de suprafaţă. Această repre- 
zentare, datorită lui M. FARADAY, este foarte intuitivă. 

Dimensiunile fluxului electric rezultă imediat din ecuaţia de definiție a 
acestuia (1.28) și sint 


[DY] = TI, 


adică aceleaşi cu acelea ale sarcinii electrice, 

„Unitatea de măsură a fluxului electric nu are o denumire proprie; în 
sistemul MKBA raţionalizat se utilizează ca unitate de măsură coulombul (0). 
Pentru a nu se crea confuzia că fluxul şi cantitatea de electricitate sînt una şi 
aceeași mărime fizică, este mai corect să nu se folosească această unitate de 
măsură; se recomandă a, se folosi denumirea unitate MKSA raționalizată de 


f luw electric, a cărei definiție este** fluwul electric total produs de sarcina elec- 
trică de 1 O, 


* Vezi 1.26, 
** STAS 739/9—74 detiniţia nr, 14, pag. 5. 
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1.2.6, TEOREMA LUI GAUSS 


Să considerăm o sarcină punctiformă g, așezată într-un punct, 0 oarecare 
din spaţiu şi o suprafaţă finită X. Fie r distanța de la acest punct la un punct 
oarecare P de pe suprafată (fig. 1.11), Adoptind convenţia obișnuită pentru 
suprafețe şi anume că se consideră pozitivă acea față & suprafeţei din care tese 
normala la suprafață, fluxul electric produs de 
sarcina q prin elementul de suprafaţă care încon- 
jură punctul P este : 


dy = D:d4 = DdA cos v. 
Tinind seama de expresia lui D pentru cazul 
sarcinii punctiforme, dată de relaţia (1.25), se 
obţine 


dy = — dA cos a. 
dnr? 


GA Cote, =d0 Fig. 1.11. Fluxul produs de o sarcină 


ră punctiformă. 


este măsura unghiului solid sub care se vede elementul de suprafață dA din 
punctul 0. Vom avea deci 


ceea ce ne arată că fluxul electric este independent de distanţa la care se găseşte 

sarcina de elementul de suprafaţă şi depinde numai de unghiul solid sub care 

se vede elementul de suprafaţă, din punctul în care se găseşte sarcina. 
Calculind fluxul total care străbate întreaga suprafaţă se găseşte 


Y =% dane (1.29) 
Ar 


Ie Zid 


unde O este unghiul solid sub care se vede suprafața > din punctul 0. 

Relaţia (1,29) reprezintă expresia matematică a teoremei lui Gauss, care 
ge enunță astfel ; 

Pluzul electric produs de o sarcină punetiformă printr-o suprafață finită este 
egal cu produsul dintre valoarea sarcinii și unghiul solid sub care se vede supra- 
faja din punctul unde se găseşte sarcina, împărțit la 4 n, 

3 În cazul particular cînd suprafața X înconjură complet sarcina, Q = ir 
și relația (1.29) capătă forma relației (1,28) a legii fluxului electrio, 

Oa o consecință a teoremei lui GAUSS, să caloulăm fluxul produs de o 
sarcină electrică exterioară unei suprafețe închise date (fig. 1.12). Unghiul Q 
sub care pe vede această suprafață este unghiul conului tangent la această 


suprafată; curba de tangenţă împarte suprafața X în două suprafețe, X, şi Xa, 
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i i à i š 
i in ele văzindu-se sub acelaşi unghi Q din punctul 0. Tinind seama c 

a rata a 5, cimpul D iese din suprafaţă și deci este de aceeaşi parte cu 
normala A, i prin suprafața 5, cimpul D intră în suprafață și deci este in 


partea opusă normalei, rezultă că, în primul caz $e [0 =] iar in al doilea caz 
Be 5, =|. în consecință fluxul $, pro- 


dus de sarcina 4 prin suprafața 2 este 
pozitiv iar fluxul 4, produs de sarcina q 
prin suprafaţa E, este negativ; cum in 
acest caz cele două fluxuri sint numeric 
egale, fluxul care trece prin intreaga 
suprafață E = X, + £, va fi 


p= y+ ý =0, 


adică fluzul produs de o sarcină ezteri- 

oară unei suprafețe închise este nul. Un 

asemenea flux se numeşte conservativ. În 

0 consecință, fluxul vectorului cîmp de in- 

Fig. 1.12. Fluxul produs de o sarcină puncti- ducție electrică a unui cîmp electrostatic 

formă printr-o suprafață închisă exterioară sarcinii. este conservativ, în domenii lipsite de 
sarcini electrice. 

Relaţia (1.28), care are o formă extrem de simplă şi care a fost dedusă 
pentru cîmpul de inducţie electrică produs de o singură sarcină punctiformă 
cuprinsă în interiorul unei suprafețe închise, rămîne valabilă şi pentru cimpul 
de inducţie electrică produs de un sistem arbitrar de sarcini electrice. Într-adevăr, 
orice sistem de sarcini electrice poate fi descompus într-o mulţime de sarcini 
elementare (punctiforme). Dacă D este cîmpul de inducţie electrică rezaltant 
al întregului sistem de sarcini şi D, cîmpul de inducţie electrică produs de sar- 
cina g, atunci avem evident 


m= S Di. 
3 
În consecinţă, din relaţia (1.28) rezultă 
ETIA D144 = Dai = 5 3 
y jad figan — gD = Xa (1.30) 


ultima sumă extinzindu-se numai asupra sarcinilor situate în interiorul supra- 
feței i fluxul electric al sarcinilor exterioare fiind conservativ, 
D T pepe mediu omogen și izotop (în particular în spațiu vid) vectorii 
gi am SA direcţie, permitivitatea e fiind o mărime scalară. 
acă introducem valoarea lui D, scoasă din relații 22), i i 23 
SCOR, relația (1.22), elaţi: 3) 
„Mareea , 800% tia ( în relația (1.25); 


j Ma = e (1.31) 


CR 3 “ALE îi y s fi s ii i 
care este o altă formă de prezentare a legii fluxului electrostatic, 
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enim ut li 


în cazul cind în interiorul suprafeţei E nu există sarcini electrice, atunci 
atit relația (1.28) cit şi relația (1.31) dau 


Şpaă = 0, f Dai = 0 și deci y = 0. 
5 5 


Teorema lui Gauss asupra fluxului electric este foarte importantă deoarece 
se utilizează, direct sau indirect, la rezolvarea unui număr foarte mare de 
probleme de electrostatică, f 

Fie să determinăm fluxul ce i6se dintr-un tub de cimp, limitat de două 
secțiuni normale (fig. 1.13). Aplicînd teorema lui Gauss și observînd că în 
interiorul tubului nu există sarcini 


electrice şi că fluxul lateral este nul pă 
Dep 
z . 
a = =» se obţine D Z 
2 
= J + Ve = SD — SD: = 0, À 
de unde rezultă 
By 
78 E 7 
Fii Fig. 1.13. Fluxul printr-un tub de cimp 
DAS. 


În consecință, de-a lungul unui tub de cimp, cîmpul de inducție electrică variază 
invers proporțional cu secțiunea. În vid sau într-un mediu omogen şi izotrop, 
tinind seama de relația (1.22) se poate spune că, într-un tub de cîmp şi 
intensitatea cîmpului electric variază invers proporțional cu secţiunea tubului. 


1.2.7. DENSITATEA DE SUPRAFAȚĂ A SARCINII ELECTRICE. DENSITATEA DE 
VOLUM A SARCINII ELECTRICE. DENSITATEA LINEICĂ A SARCINII 
ELECTRICE 


Să considerăm o suprafață oarecare încărcată cu electricitate. Riguros, 
an strat de sarcini electrice situat pe o suprafaţă ocupă un volum bine definit, 
dat fiind natura corpusculară a electricităţii şi deci nu poate îi concentrat pe o 
suprafață infinit subţire (din punct de vedere geometric). În cazul cînd grosimea 
acestui strat este foarte mică față de distanţele la punctele din cîmpul electro- 
statice în care studiem diversele fenomene, stratul de electricitate poate fì consi- 
derat superficial (în sensul geometric) în același sens în care sînt considerate şi 
sarcinile punctuale ca lipsite de dimensiuni geometrice. 

Sarcina electrică ce revine unităţii de arie dA a suprafeței date se numeşte 
densitate de suprafață a sarcinii electrice sau densitate superficială de sarcină elec- 
irică și se notează cu o sau px; Be măsoară în 0/m:, 

Dacă sarcina electrică nu este uniform distribuită pe suprafața dată, den- 
sitatea de sarcină electrică superficială se detineşte prin relaţia*, 

Aq d 


o = lim = = A (1.32 
AA=0 AA dA (hd ) 


unde Aq este sarcina electrică a elementului de suprafată AA, 


Ș dq 7 
* Trebuie observat că raportul == nu are decit un sens matematic, comod îm calcule; sensul 
dA 


fizic al său este cel dat în detiniţie, 
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Pi 


lefi í } j inii electrice sau 
în acelaşi mod së defineste gi densitatea de volum a saronn ele ; BIU 
y i sarcina electrică ce revine unității 


densitatea volumetrică a garoimii electrice : este Bar pr 
de volum dr a volumului în care există o distribuţie uniformă æ sarcinii elec- 
trico; densitatea volumetrică & satroinii electrice se notează ct p sau P, Be m 


soară în 0/m?, Ti 
în ser cind sarcinile electrice nu sint distribuite uniform in volumul 
considerat, densitatea de sarcină volumetrică a sarcinii electrice se defineşte 


prin relația * 


unde Ag este sarcina electrică a elementului de volum Ar, 
Definirea, densităţii lineice de sarcină sau æ densității, de Vimie de sarcină, 
se face în mod analog : este sarcina electrică ce revine unităţii de lungime ds a 
unui conductor filiform încărcat uniform Cu electricitate ; densitatea lineică de 
sarcină se notează cu A sau P3; se măsoară în C/m. 

Dacă sarcinile nu sînt distribuite uniform pe conductorul filiform consi- 
derat, densitatea lineică a sarcinii electrice se defineşte prin relația ss 


n A d 
) = lim ata de (1.34) 


A3=0 AS ds 


unde Ag este sarcina electrică a elementului de linie As. 


1.2.8, CONTINUITATEA CIMPULUI ELECTRIC 


să considerăm o sferă de rază R, încărcată cu o sarcină volumetrică 
constantă. înconjurind sfera dată cu o sferă de rază r, > R, concentrică cu 
Frera dată tinind seama de condiţiile de simetrie și apli ind teo! 
mea f a de condițiile de simetrie și aplicînd teorema lui GAUSS, 


2 4 
D,-4r r: = Ep = pp 


peene n po esa că sarcinile p sînt pozitive şi că, din cauza simetriei sferice 
orul D este paralel și de același sens cu 7,. 


Rezultă 
D q Te 1 (RN 
a ar 35 
e an a SNT sasi 
í totul se petrece ca și e i i 
} J e ca gi cum toată sarcina volumetrică a sferei ar îi concentrată 


în centrul sferei, 


di 


Hapori |! 6i ȘI 54 Cape ca şi m AU Li M superi 
R ul ceeu ifi 1 Li 
:] ) | șI in cazul densităţ supe Liciale 


d 
+ ia fel, raportul 1 


are aceeasi s sati 
5 | aş cazul densităt pert ciale, 
y cecași semnificatie ca și in l U superiiciale 
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a Ai 


Să delimităm acum, în interiorul sferei date o suprafață sferică concen- 
tricà, de rază ñ < R. Aplicind acestei sfere teorema lui GAUSS se obţine, pentru 
aceleași motive de simetrie, 


şi rezultă 


8 x 
„i Da PRI io? 1.36 
D, | E Pri (1.36) 


relație care ne arată că în interiorul sferei cîmpul este uniform și continuu. Calcu- 


lnd acum cîmpul la suprafața sferei, făcînd în relaţia (1.35) 7, = R şi în relația 
(1.36) r;= R, se obţine 


ceea ce arată că, în cazul unei repartiţii volumetrice uniforme, cîmpul electrie 
este continuu în orice punct al spaţiului. 


1.2.9. SURSELE UNUI CIMP ELECTRIC 


În cazul unei distribuții de sarcini continue în volum, de densitate volu- 
metrică p, relaţia (1.28) se poate scrie 


$ Dai =| pd7, i (1.37) 


unde + este volumul mărginit de suprafaţa închisă X. Aplicînd primei integrale 
din relația (1.37) teorema divergenţei *, se obţine 


$ Dăa = | divD as =| eds, 
Z T ST 


de unde, din ultima egalitate rezultă 
div D = e (1.38) 
sau tinind seama de (1,22), într-un cîmp omogen și izotrop se obţine 


Ri pe al 
div H = PENA (1.39) 


Teor cema GAUBB-OBTHOGRADSEI, A pllcarea es osibilă e F 
( i . a este p rece a 7 
i I l Į ibi desarece în acest caz cimpul este 
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Relaţia (1.38), respectiv relația (1.39), reprezintă una din principalele 
ecuații ale electrodinatmieii, ln permite să se determine divergență vectorului 
cîmp clectrio în fiecare punct al spaţiului, dacă se cunoaşte densitatea de volum 

distribuţia sarcinilor în alte regiuni 


a sarcinii în același punct, independent de i ; 
ale spațiului. Reciproc, pentru a determina densitatea volumetrică de sarcină 


electrică într-un pinot dat al spațiului, este suficient să se cunoască div D în 


acel punct al spațiului. A 
Prin analogie cu hidrodinamica, punctele din spaţiul cîmpului D în care 
div D + 0 se numesc sursele cimpului D, iar valoarea numerică a lui div D se 
numeşte intensitatea surselor cimpului. În consecință sursele cîmpului electrice 
se află numai în acele puncto ale spaţiului unde există sarcini electrice iar inten- 
sitatea lor este egală cu p. 

Dacă div D = 0, se zice că în punctele respective 

Dacă div D<0, atunci se zice că, în punctele respectiv 


cimpul nu are surse. 
e cimpul are puțuri. 


în cazul unui cîmp fără surse, aplicînd divergența relației (1.20) se obţine 
div fi = — div grad P = — V? V = — AV = 0. 
Ecuația 
AV =0 (1.40) 


se napane ecuația lui LAPLACE. 
cazul cînd cîmpul are surse, pinînd seama de relația (1.22) şi aplici 
divergența relaţiei (1.38) se obține iz ) ceai 
div D = — div (e grad V) = — grad e grad V — e div grad F = 


= — grad grad V — c AV = e. (1.41) 


Dacă mediul este omogen şi izotrop, relația (1.41) devine 
ŢIA ao d = 
AV +-—=0, (1.42) 


care e cunoscută sub numele de ecuația lui POISSON. 
pi la nul unei distribuții superticiale de densitate o, folosind noțiunea de 
ergență de suprafață, se obţine în mod analog cu relaţia (1.38) 
Div D = o. (1.43) 
zeuațiile jj 2) scrisge î 
Ecuațiile (1,40) gi (1.42) scrise în coordonate carteziene, capătă forma 
U*V dy MeV 


= (1.44) 


dat ôy’ az 


ai | L-a 0 | 
m» si (i t5) 
pentru ecuația lui POIBBON, 
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folii avut ceia sabie 


>) 


3) 


4) 


Şi 


1.3. CALCUL DE CÎMPURI ELECTRICE 


1.344. PRINCIPIUL SUPRAPUNERII CIMPURILOR ELECTRICE 


Să considerăm un punct material M și fie F, forța pe care un sistem fizic 
S, o exercită asupra acestui punct, dacă se găseşte singur în prezența punctului 
material. Fie F, forța pe care o exercită asupra punctului material M un al 
doilea sistem fizic S, dacă se găseşte singur în prezența punctului material con- 
siderat. Dacă punctul material W se găseşte simultan în prezența celor două 
sisteme fizice S, şi Sa experimental se constată că acesta exercită asupra lui 
o forță egală cu rezultanta forțelor F} şi Fa, adică cu 


E= F, + Pa 


Această relație a fost găsită pe cale experimentală de HELMHOLTZ în 
1353 şi se numeşte principiul superpoziţiei, forţelor sau principiul paralelogra- 
mului forțelor. 

Principiul poate fi folosit pentru a calcula forța pe care o exercită asupra 
unui corp punctiform M un sistem fizic S, compus din două sisteme fizice dis- 
juncte S, şi $2, dacă se pot calcula forţele pe care acestea le-ar exercita singure 
asupra corpului. Presupunînd că fiecare din sistemele fizice S$, şi S, poate fi 
descompus de asemenea, în sisteme parţiale disjuncte, principiul superpoziţiei 
poate fi enunțat astfel: 

Un sistem fizic S, format din n sisteme fizice disjuncte S, (k=1, 2, ...,n), 
exercită asupra unui punct material M o forţă F egală cu rezultanta forțelor 
F,(k = 1, 2, ..., n) pe care le-ar exercita asupra punctului material W fiecare 
din sistemele fizice S, (k = 1, 2, ..., n) dacă s-ar găsi singur în prezenţa acestui 
punct ; rezultanta celor n forţe este definită de relaţia vectorială 


F=F, +f, +... +P, IRI Fe 


„Fie în spațiu n corpuri punctiforme încărcate respectiv cu sarcinile elec- 
trice q; (i = 1, 2, ..., n) şi fie în acelaşi spațiu un corp mic M încărcat cu sarcina 
electrică g. Fiecare din cele n corpuri punctiforme exercită asupra corpului W 
o forţă, dată de legea lui COULOMB (1.9) 


1 qi Ti . 
Fa 4, (@=1,2,..., n) 


unde 7, este vectorul de poziție a corpului M în raport cu corpurile n. Aplicind 
2 “4 e ... . . “ A tj AU. 
principiul superpoziţiei, se obţine forța pe care o exercită cele n corpuri încăreate 
ară electricitate asupra corpului M, de asemenea încărcat cu electricitate. Se 
găsește ` 


n TR 
de su, 
zi 4 CR 

ine Zau rr 


Împărţind cu sarcina g conform relaţiei (1,5) se obține 


2 | n n r aaa 
E yene m Vi ri À 
ine > ră r K, 
i=l “i i 1 


fn 
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electric rezultant pe care i 
u sarcinile electrice 
vectorii de poziție 
e în vid pentru 


ctorul intensității cimpului 
t M, n corpuri încărcate respectiv c 
cu acest punct 
erate fiind presuptis 


şi care reprezintă ve 


produc, într-un pune 
qi 2 o m) şi care au in raport 


RUSL 2 co h toate punctele consid 


care è= t'e, = „deoarece e, = 1. f i 
ein trederea la limită se poate caleula vectorul cimp electric în vid al 


i j sarcină e repartizată cu den- 
îmnului electrostatic produs de corpuri & căror sarcini ( : 
aia de volum p; de suprafată s sau de linie à Dacă d7, dA şi ds a res 
pectiv elementele de volum, de arie şi de linie în care se găsesc mărimile f; &y 
respectiv à şi dacă K., Ra Re sint vectorii de poziţie ai punctului unde se calcu- 
lează dapa în raport cu aceste elemente, se obține 


j . i R H 
p=- £ Braet A dA t| ma, ds |: 
are| ), R? RA e R} Ra e R? Rs 


În general expresia vectorului cìmp electric în vid, în cimpul electrostatic, 
obţinut prin superpoziția cimpurilor coulombiene, are forma 
-= r3 3 n 

E = Eac STAA + iatt Rih- (1.46) 

4xe |]. z R re ai R R; | 

Rezultă dar, din cele ce preced, că principiul suprapunerii cimpurilor elec- 
trostatice este o generalizare a datelor experimentale şi stă la baza teoriei elec- 
tricităţii. Acest; principiu implică următoarele ipoteze : 

— forţa de interacţiune între două sarcini punctiforme nu depinde de 
acţiunea altor sarcini ; 

— rezultanta forţelor electrice este egală cu suma lor vectorială. 

Conform relaţiei (1.16), potenţialul unui punct M dintr-un spațiu omo- 
gen și izotrop, produs de un număr de sarcini răspîndite în acelaşi mod cu acelea 
care au produs cîmpul Æ al cărui vector se calculează cu relaţia (1.46) este dat 
de expresia 


% 


> 1 o r o A n 4 
Pi ina eaa T aa e Ie ada 
Ai ac Sy TUA a pe L a] (1.47) 


“ID isa 14 


1.3.2. ECUAȚIILE FUNDAMENTALE ALE CIMPULUI ELECTROSTATIC IN VID 


7 Pentru descrierea cimpului electrostatic au fost introduse trei mărimi : 
Seniat cîmpului electric E, cîmpul de inducție electrostatìio D şi poten- 
a ul e n afară de acestea, pentru studiul cîmpurilor electrostatice, a fost 
mată Sa ea derație mărimea, sarcinii electrice (adevărate) şi repartiţiile ei 
“enaţiile principale necesare studiului i ci ' ie si 
i ați ale j i unui cîmp electrostatice sînt acele: 
care leagă între ele aceste mărimi, i ROSP moia 
Un prim grup de c ii îl £ 
h > ecuaţii îl formează acelea care leagă i itatea ci i 
electrice de potenţial, anume i a leagă intonattatoa qiapalui 


E o ; 
erad V, (1.20) 


ro 0 (117) 


+ Problema poate 
ate fi rezolvată in general V 
n KORIRA. po Ă i general, in cazul unui mediu 10 4 
SAna obatraatie i sote tr na reia (X omogen ‘şi izotrop, de parmitivi- 
mme + A $i e ec 
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şi care sînt echivalente cu ecuaţiile 


ma m S (1.48) 


f Pas = V = Va (1.13) 
1 


relația (1.48) dînd componenta cimpului de-a lungul normalei la o suprafață 
de nivel. 

Al doilea grup de ecuaţii ale cimpului electrostatic rezultă din definiția 
cimpului de inducţie electrică (legea fluxului) 


(| Dad = q, (1.28) 
133 


în care q este sarcina electrică din interiorul suprafeței închise. În spaţiul închis 
în afara sarcinilor, avem 
$ Dad =0 
z 


div D = 0. (1.49) 
'Pinînd seama de legea de material 
D= cF, (1.22) 


pentru care e = ep este un scalar în vid şi în general într-un mediu omogen şi 
izotrop, în afara oricărei sarcini electrice se poate serie 


div s E = 0 = e div F, 
de unde rezultă 


div F = 0 
și deci 
s = x n dv 
div grad V = AV = DA ai ra 0, (1.44) 


care este ecuaţia lui L/APLACR, 


1.3.3, CIMPUL ELECTROSTATIC AL SARCINILOR PUNCTUALE 


1,3,3,1, Cimpul produs de o singură sarcină, Sarcina electrică punctuală, 
care avea o importanță deosebită în vechile cursuri de electricitate, nu este 
realizabilă în practică, Ba este însă utilă în rezolvarea unor anumite probleme. 
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Tio o savană punctual de 


imediat colo două componente 
mediu omogen şi izotrop). 


Si 


coulombi. Relaţiile (1.8) gi (1.25) determină 


o cimpului electrostatic în vid (sau intr-un 


T 1.8) 
D= 
Dad IE (1.25) 

an e r 


iar potențialul se determină cu relaţia (1.10) 


y =| Bas. a10) | 
; | 


Tinind seama de discuţiile din paragraful 1.2.1, determinarea potenţialului 
cu relația (1.10) nu se poate tace decit în raport cu o constantă aditivă, numită | 
potenţial de referință şi care dispare prin diferențiere | 


Ð = — grad (V— Vo) = — grad YV. 


Conform definiției date pentru potențialul unui punct și căruia îi corespunde 


relația (1.15), potenţialul produs de o sarcină punctiformă este dat de relația 


-f ja ella (1.50) 


(2 Ame r 


Liniile de cîmp sînt raze concurente plecînd din sarcina respectivă în 
toate direcţiile spaţiului ; sensul lor este de la sarcină cînd sarcina este pozitivă 
şi în spre sarcină, cînd sarcina este negativă. Suprafețele de nivel sînt date de 


ecuaţia 


E 


= 
APS V=const 


Fig. 1.14, Cimpul electrostatic al unel 
sarcini punctiforme, 


1 | 
— = Const. | 
T | 

| 
şi reprezintă sfere concentrice cu sarcina, àle | 
căror raze variază după o lege inversă simplă 
(fig. 1.14). 


1.3.3.2. Cîmpul a două sarcini punctuale. 


Aplicînd principiul superpoziţiei, cîmpul 
într-un punct al spaţiului este dat de relația 


DB = (a a) 


2 
Axe (ri ri ră Ta 


iar potenţialul corespunzător 


Vet (e s n) 


Are |n Ta 


Bä căutăm ecuaţiile liniilor de cîmp și ale suprateţ i i 
ută piil i 3 pratoţelor echipotenţiale. E r 
de văzut că atît liniile de cîmp cât gi suprafețele ei aa au o tragi 


circulară în jurul unei axe care trece prin cele două sarcini. Este suficient deci 
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gor 
rie 
eci 


a studia problema într-un plan oarecare care conţine această axă. Problema nu 
pierde din generalitate, dacă o vom rezolva într-un caz particular a două sarcini 
egale și de semn contrar, metoda de rezolvare fiind aceeași. 

Fie deci două sarcini punctiforme, egale și de semn contrar, avind valoarea 
+ Q, situate în două puncte bine definite a şi b (fig. 1.15). 


Fig. 1.15. Determinarea liniilor 
de cîmp ale cîmpului a două 
sarcini punctiforme egale. 


— +h 
a m b 


Fie M un punct al unei linii de cîmp căutată. În acest punct cîmpul rezul 
tant E are direcţia tangentei la curba respectivă; în consecință, componenta sa 
normală este nulă. Cum 


4me r2 x 4me rê 
rezultă 
1 1 : 
1 9 sing 1 9 sin o, =0 
4me r? dTe ra 
gau 
P. EA : 
-in e + —sin ga = 0. (1.51) 
Ti T2 


Să considerăm punctul N, infinit vecin lui M, pe linia de cîmp căutată ; razele 
vectoare corespunzătoare sînt și ele deplasate și anume cu unghiul do fată 
de raza vectoare 7, și cu unghiul d0, față de raza vectoare ra. Pe de altă parte 
MN = ds. Ya btu A 
În triunghiul dreptunghic infinit mic MNS, avem 


IUNI, = pu MS, = ru d0 și doci sin pi ==, d, 
MN ds 


íar în triunghiul dreptunghice infinit mie NMS, avem 


NMS, = pa, NS, = rad0 și deci sin qa = NS = r, „A 


4 — e. 28 49 


51) 86 obține 


Tatroducind aceste valori in relația (1 


+ ai 4- L4d0=0. (1.52) 

fi fa 
Pentru orice punct al liniei de cimp există relația evidentă 

n sin 0 = Pe sin 0 = mm, 
astfel că relația (1.52) devine 
sin 0,40, + sin Oda = 0, 
de unde, prin integrare so obține 
(1.55) 


cos 0, + Cos 0 = K, 


ecuaţia liniei de câmp care trece prin punctul M, K fiind o constantă. Pentru 
constanta de integrare avem condiția K e [0,2]. Pentru K = 2 linia de cimp 
este chiar dreapta ab, căci în acest caz 0, = da = 0. Pentru K = 0, linia de cimp 
porneşte din a pe exterior, tot pe direcția liniei ab şi se închide în b prin infinit 
deoarece, în acest caz 0, = z şi 02 = 0 sau 6, =0şi 0a = T. 

Cele două sarcini fiind egale şi de semn contrar, toate liniile de cimp sint 
simetrice față de dreapta mm, perpendiculara dusă prin mi jlocul axei ab. 

Potenţialul în punctul M fiind 


suprafeţele echipotenţiale sînt 
1 

——— = Oost. 
Ta 


ER paeron (02) e [204 atunci ecuaţia corespunde situației a 
gale și de ace aşi semn. În acest caz ecua iile suprafețelor 

í 3 Ş E 2 az $ S ateţelo ` 

nivel capătă forma ; : ma 


1 
| L — Const. 


Ti Ta 


În acelasi mod se consiruiese 8 Î ì i î 

S ? struise spectrele cimpului, şi în cazul g ` dud 
a mninile tr pai A ANNEN: aa ODerau C 
sarcinile punctiforme sint de mărimi diferite.” i, X aral aa 


În figuri 6 este dat spectr i i 

E e Sie» 1-19 balir i Spec trul cimpului eleotrio produs de două sarcini 
pp olimp rap In figura 1,17 este dat spectrul a donă sarcini egale 
| elagi semn., In igurile 1,18 şi 1,19 5 { spootr i e eaii aitua! 
Abe ie PA i int date spectrele în aceleaşi situații, 


tp 

Pentru re 

3 P sira rezolvarea problemei in acest caz se poate 
iprapunere ste >a e | \ 
j praj a peste starea electrică eorespunzătoar 
corebpungzåtoare unel singure 


aplica principiul superpoziției, şi anume 


e la două sareini etec 
i À si ctelee punctuale yle 
sareini electrice punetuale A AMARĂ ep 


5O 


at 


SL 
Ea RA 
ga, 


A SR see 
AELS 


Fig, 1,17, Spectrul cîmpului a două sarcini egale de 
același semn, 


ă ini i trar. 
Fig. 1.18. Spectrul cîmpului a două sarcini inegale de semn con 


NAIL AS a 
SSC LU ZA 
SA PRL 
XS II 
at Fi a DRK e = 
XS RR PIZ 
| SAS ASR 
PASI SE EA 
ANZIO ASAZA 
SSL A SR RSS 


Fig. 1.19. Spectrul cimpului a două sarcini inegale de acelaşi semn. 
£ f P ş 


1.3.3.3. Dipolul electric, Se înţelege printr-un dipol electric ansamblul 
format; din două sarcini electrice punctiforme, egale și de semn contrar, separate 
rintr-o distanţă foarte mică, dar finită Al numită axa dipolului (fig. 1.20). 
trucit axa dipolului Al este foarte mică față de distanţa de la dipol la punctul 
de observaţie M, putem lua vectorul de poziţie 
a lui a M faţă de orice punct de pe axa dipolului 
fără ca eroarea pe care o facem să fie apreciabilă. 
Se va putea serie în acest caz 


m =r gi ra = r + Al cosb. 


Potențialul cimpului produs de dipol este dat; de 
relația 


y e a) ne 


axeln Te se| r r + Alcos? 4me r° 
j (1.54) 
în care am neglijat produsul rAl cos față de 7?, 
fiind foarte mic. -gá p+ 
Produsul 


q Al =9p Fig. 1.20. Dipol electric. 


se numeşte momentul dipolului şi este o mărime vectorială, al cărui modul 
este dat de relaţia de mai sus şi al cărui sens se ia convenţional de la —g la +9. 


Ecuația de dimensiuni a momentului dipolului este 


[p] = [9] [AU] = LTT, 


unitatea de măsură fiind coulomb-metru. 
Tntroducînd această mărime, expresia (1.54) a potenţialului produs de 
dipol în punctul M se poate serie* 


= —-L-p grad E 55 
arree ă (1.35) 


„_ Cunoscind funcția potenţial într-un punct M, cimpul corespunzător al 
dipolului se calculează ușor aplicînd relația (1.20) obținindu-se 


I = — grd F = 2 grad |a ` graa(+)}; (1.56) 


+ Derivata respectivă fiind efectuată in punctul de observație M (Vy, Va Va); îm cazul cind 
derivata este considerată în punctul de referință al dipolului O (Xor Voa os), atunci în (1.55) trebuie 


luat aaa, (1) = — grad ( =) . 
r r 


ini miei n 


Acest; cimp are o simetrie cilindrică în jurul axei dipolului p aplicind nl pă 
tele cilindrice, în orice plan meridian, componentele radiale și transversale ale 
cîmpulii sint 
ðv p_ 2cos0 
a r TÉL 


őr ine n 
(1.57) 


Spre deosebire de sarcina punctiformă, dipolul electric are o influență, 
pur locală, cîmpul său fiind concentrat; între cele două sarcini și descrește cu 
puterea a treia a distanței. 

Ecuația liniilor de cîmp se deduce din relația 


ar ra 
E, Eo 
de unde rezultă 
— = 2 ctg 0 d0 


şi prin integrare se obține ecuația familiei liniilor de cîmp (fig. 1.21) 


9 


r = K sin?0. 


Suprafețele echipotențiale sînt date de ecuația V = Const. ; ţinind s 
] € 2 aţ = .; tinind seama 
de relația (1.54) ecuația acestor suprafețe este i ii = 


Fig. 1.21. Spectrul cîm- 
pului unui dipol electric. 


| e introduce i leotrio î > 
lul electric este supus LUR VaDel oleo! vio într-un cimp exterior uniform E, dipo- 
Într-adevăr, piu a cărul expresio poate fi uşor determinată. 


asupra fiecăruia dir 
E N A ui 1 cele à sarcini i i 
„deea a cele două sarcini ale dipolului cîmpul 


P b gE şi Pa dho 


È 
| 
| 


care sînt egale şi de sens contrar: Dacă axa dipolului este normală pe direcția, 
cimpului, atunci cuplul acestei perechi de forţe este dat de relația 


M =q x D =p X Do (1.58) 


1.3.4, CIMPUL SARCINILOR ELECTRICE AȘEZATE PE CONDUCTOARE 
FILIFORME 


1.3.4.1. Cîmpul electric al unui conductor filiform rectiliniu încăreat cu o 
sarcină electrică lineică. Fie un conductor filiform rectiliniu încărcat cu o sar- 
cină lineică à şi fie un element dl al A 
acestui conductor (fig. 1.22). Cimpul SY 
electric produs de acest element al con- 


ductorului dat, în punctul P este A dea SE 
SR = S 
E ce e SR 
af 1o NU p AO EA 
aa pa A Or pita n = SRI 
i y ai ETELA N 2 3 
2 Pa RT a ZE 
a 3 V f 8, PRE 
Descompunîndu-l după două direcții, NA 
una paralelă cu conductorul şi a doua PA i 
perpendiculară pe acesta, se obţine | pa x “i 
7 < 
P ; 
= = 7 
dE, = dE cos? pic 
x Ai 
Z 
aF, = 4H sinb. A 
Fig. 1.22. Cîmpul electric produs de un 'con- 
Cum ductor uniform încărcat. z 
dl cosð —rd6 şi deci dl = — d9, 
cos? 
rezultă, 
= INA 
dB, =--> d0 7 
Awe r D 
Și 
AD, = tg0d0 >. 


Tns 3: x a Nan A a 
är per astfel că în definitiv cele două componente ale cimpului sînt 


= 1 J 
AD, a A N a8 
dne a w 


și 


1 jn PI 
añ, = > sino č do, 
dng e a 
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espectiv aceeaşi direcţie, se pot suma 


Aceste componente avind toate ri 
algebric și se obține 


a 26 l i T 
PN 1 ay 0080 dd = — À (sin, — sinb) =? 
a ate t r Jo, 4ne æ 


TRA S 9 crel iA ð — cos? E, 
Dao sin 60 = (costi E 


ane 2 tJa 5 


Cunoscind componentele cîmpului se poate găsi modulul lui 


P = VE; + 8; 
şi direcția sa 
ENICAN 
oF TA 


în cazul unui conductor filiform rectiliniu de lungime infinită, vom avea 


6, = = şi 0, =—-2 și rezultă 
AE si fi; (1.59) 


ceea ce arată că în acest caz cîmpul conductorului în punctul considerat este 
perpendicular pe conductor. 

Pentru a determina potențialul punctului P, datorit sarcinii electrice a 
conductorului filiform, se aplică relația (1.15); este necesar însă ca în prealabil 
să se facă substituţiile 


sin, = — — FI fin GH = E 


unde 1, = OA și l, = 0B. Calculul este însă laborios şi rezultatul obţinut nu 
este simplu, 


ste mai comod să sc calculeze direct. potenţialul căutat. 


Potenţialul elementar, datorit sarcinii elementare corespunzătoare ele- 
mentului de conductor, este 


7 1 A 
d | Adl 


ine Vaal 


ENA ARĂ 
Potenţialul întregului conductor de lungime ! va fi 


= Iņ 


DU 


je- 


în cazul cind conductorul este foarte lung, astfel incit s < l, se poate presu- 
pune punctul O în mijlocul conductorului și în acest caz expresia potenţialului 
va îi 


Li E RE SI 
2 (a d 2 l E pa o] 
Pa — za — — +1 |&— lIn. 1.60 
LA de Vai a a E ar jan ) Ire z ( ) 
în cazul cînd conductorul are o lungime infinită, nu poate fi vorba de poten- 
talul unui anumit punct, intrucit valoarea lui ar fi infinită. Se poate vorbi 
numai de diferența de potenţial a două puncte care se calculează cu ajutorul 
relației (1.60). Astfel, pentru punctele P, de abscisă s, și P, de abscisă 7z 
se va obține 
PS Za 


Vas = Pa — Va=>—ln =: 


1.3.4.2. Cîmpul electric a două conductoare filiforme rectilinii paralele, 
încărcate respectiv cu sarcinile electrice lineice +A şi — à. Să considerăm două 
conductoare filiforme, de o lungime practic infinită, situate la o distanță d, 
conductorul a fiind încărcat cu sarcina lineică -+ à, iar conductorul b fiind încăr- 
cat cu sarcina lineică — à. Ne propunem să calculăm potențialul creat de acest 
sistem într-un punct M situat la distanța d, de conductorul a și la distanța 
d, de conductorul b. 

Aplicînd relaţia (1.60), potenţialul produs în punctul M de către conduc- 
torul a este 
ALE 


V, = 
a li 2xs d, 


iar potenţialul produs de conductorul b este 


A 
V = — itp 
27s de 


sarcina sa fiind negativă; în ambele cazuri am presupus că potenţialul de refe- 
rință este nul. Potenţialul total în M va fi 


A da ~ 
V=V7, +7, =--> hå: (1.61) 
1 


Suprafeţele echipotenţiale ale acestor conductoare filiforme sint supra- 


feţe cilindrice ale căror baze trebuie să fie curbe îndeplinind condiția Lu 
a 
= Const, Într-adevăr, pornind de la relația (1.61) suprafața echipot i 
bh Ë relația (1.61), s îi ențială 
este definită de relația V = Const,, din care rezultă condiţia dată, Este cere 
de arătat că aceste curbe sint cercuri cu centrul pe dreapta abè, Liniile de cîmp 


* Dacă (x, 0) și (24,0) sint coordonatele punctelor a şi b, serii presia distanțelor d, şi 
d mA Aero , i ŞI b, seriind expresia distanțelor d, şi 


(K — 1) (at e pi) = 2 (Ma = apa ot Mai — ago 


Ka — a 
cu cenirul in punctul O de coordonate a = i m HN Yo = 0 şi avind raza R = ka n 
a azi m = A 
RI 


ale suprafețelor 


i A sle trebuie să fie ortogon «e 
pornesc din a şi se limitează în b. Ble trobi ala la ab dusă 


achipotenţiale. Ble vor fi deci arce de cerc, cu centrele pe norm 
în mijlocul său (fig: 123). 


Fig. 1.23. Spectrul cimpului electric 

al unei perechi de conductoare fili- 

forme încărcate cu sarcini electrice 
lineice egale şi de semn contrar. 


1.3.5. CIMPUL ELECTRIC PRODUS DE SARCINI ELECTRICE SUPERFICIALE 


1.3.5.1. Cimpul eleetrie produs de o suprafață plană încărcată cu o sareină 
electrică de densitate superficială o. Să considerăm un disc plan, de rază 
E, încărcat cu o sarcină electrică de densitate superficială o. Ne propunem să 
determinăm componentele cîmpului electric pe care această suprafaţă îl pro- 
duce într-un punct M situat pe normala dusă din centrul discului. 

Fie un element dA din suprafaţa discului. Cîmpul produs de acest element 
într-un punct N din spaţiu este (fig. 1.24) 


z 1 odA 7 
AB = — — — > 


Înmulţind această relație, la numărător şi la numitor cu cost şi tinind seama 
de expresia unghiului solid sub care se vede elementul de suprafață din punctul 
N, że obține 


dF l À odAcosů r to l aco r Ă (1.62) 
ine ceos) 7 ine cost 1 anti 


; Precind acum la discul finit (fig, 1.25), din cauza simetriei circulare, 
cimpul nu va avea componentă decit de-i 


j à lungul normalei dus: n e 4 
discului. Vom avea deei z CORA, onssa, 


AP, d cost 


a don 


ŞI 


na 
ml 


re; 


şi, pentru intreaga suprafață, 


E =| dñ, = — c üh, (1.63) 
a dre 


n fiind versorul normalei şi Q unghiul solid sub care se vede discul din punctul 
M. Valoarea acestui unghi este 


. 


Q = 27 (1 — cosa) = E aa) 


n JE 
T 
aaa 
i) 
pa LINA da 
P 
dÀ 
Fig. 1.24. Cimpul electric produs Fig. 1.25. Cîmpul electric 
de un element de suprafață. produs de un disc cìrcular 


finit. 


unde z este distanța de la punctul M la disc. Cu aceasta expresia (1.63) a cùm- 
pului devine 


= o L. — f ` 
Cimpul în centrul discului este 
D= Si (1.63) 
26 z 


Și se obţine tăcind în relația (1,64) e = 0, 
Dacă se consideră un plan infinit, expresia cimpului se obține făcind în rela- 

ia (1.63) Q = 27 sau în relația (1,64) R = œ ; se găseşte aceeaşi expresie (1.65). 
Hezultă dar că, un plan infinit încărcat ou o sarcină electrică de densitate super- 
lă ø produce în orice punct al spațiului, situat de aceeasi parte a sa, un 
cimp avind aceeaşi intensitate și aceeași direcție — normală la plan. Un ase- 
menea cimp este un cîmp uniform, 
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re îl produce discul dat în punctul M. 


Să caleulăm acum potenţialul pe ca 
Aplicind relația (1.15) se obţine 


N pas i Se 20 (Æ Fa) (466) 
Ya g y PRR = AF (1 — mara) 25 


2e Jo 


si i 
Potenţialul în centrul discului (w = 0) are o valoare finită 


1.67) 
Vo= A. (1.67) 


în cazul unui plan infinit, nu se mai poate defini are al aa A 

unct din spațiu, căci, făcînd în relația (1.66) R= œo se o pine A ria 

x te determina numai diferența de potenţial între două r 7 y 
kea ŞI Za ordonatele celor două puncte ; din relaţia (1.66) rezultă 


V, = < (VE AP a TE £); 


V: =Z (/R? + dă — 2o) 
2e 
şi se obține 
Via =lim(V, — V2) = (22 — a) 
R>% 2e 


căci 


lim (RF $ — VR F 7) = 0. 


R> co 


1.3.5.2. Cimpul electric produs în interiorul unei sfere de un strat sierie 
superficial uniform de densitate de sarcină electrică c. Fie o sferă metalică 
goală în interior, pe suprafața căreia sînt răspin- 
dite sarcini electrice cu o densitate superficială 
o şi fie M un punct în interiorul sferei (fig. 1.26). 
Un con elementar cu două pinze, cu virful 
în M taie pe sferă două elemente de suprafață 
de arie dA, şi dA. Cele două cîmpuri elementare 
produse de sarcinile de pe cele două suprafete 
elementare, sînt egale, dar de sens contrar, 
valoarea lor comună fiind dată de relaţia (1.62) 
gi este 


sa E 


Fig. 1,26. Cimpul electric în inte 
riorul unei sfere, 


sdo 
ag 


Arecostd 


rezultantă lor în punctul M este deci nulă, D 
zintă sfera, rezultă imediat e 
superficială uniformă care s 


este ) „ Dat fiind simetria pe care o pre- 
ä în interiorul ei cimpul produs de sarcina electrică 
e găsește pe suprafața sferei este nul. 
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Experiența arată că nu numai în cazul unei suprafețe sferice intensitatea 
cimpului electrico în interior esto nul, ci şi că pentru orice conductor, avind o 
formă oarecare, încărcat; cu electricitate, intensitatea cimpului electric în inte- 
riorul corpului este nulă, ; , 

Ținind seama de relația (1.20), în acest caz rezultă că în interiorul sferei 


Î = — grad V=0 


şi deci V = Const., adică în interiorul sferei potenţialul electric este constant. 
El este egal cu potenţialul care se găsește la suprafața sferei şi care se calcu- 
lează cu relația (1.16). Se obţine 


Suprafaţa sferei este o suprafață echipotenţială. 

Tinînd seama că în interiorul oricărui conductor încărcat cu electricitate, 
cîmpul este nul, rezultă că suprafața acestuia este întotdeauna o suprafață echi- 
potenţială. 


1.3.5.3. Cîmpul electric produs în exterior de o sieră încăreată cu un strat 
superficial de electricitate de densitate de sarcină electrică superiicială c. Fie 
sfera dată de rază r şi un punct M situat la distanţa R (R >r) de centrul sferei. 
Repartiția sarcinilor electrice fiind uniformă pe sferă, aceasta va prezenta o 
simetrie de revoluţie în jurul unei direcţii oarecare OM: Rezultă că direcția 
cîmpului electric coincide cu direcţia OM. Modulul său va avea aceeaşi valoare, 
oricare ar fi punctul M situat pe o sferă cu centrul în centrul sferei date şi 
cu raza egală cu R. Aplicînd teorema lui GAUSS acestei sfere, se obține 


W = 4r R2D = 4x12 o, 
de unde rezultă 


și deci 


Potenţialul în punctul M se obţine aplicind relația de definitie (1.15); 
Be găseste 


„M 3 9 
v=- (2) Rail 
R e R 


a £ 


Din relaţiile de mai sus rezultă că în acest caz* totul se petrece ca şi 
cum întreaga sarcină a sferei de rază r s-ar găsi î ul ei pa 
ga Bavcină a sferei de rază r s-ar găsi în centrul ei. 


* Ca şi in cazul sarcinilor volumetrice p (v. par, 1.2.8). 


într-adevăr, dacă inmulțim și impărțim relațiile acestea cu 4, se obţine 


L atto = i q = 
fasl pg m a 
e\R ige R? áge R 


în care ani notat sarcina electrică totală care 88 găseşte pe suprafața sferei 
q=4r r2o. 
în acelaşi mod se justifică şi afirmația făcută pentru potenţialul electric în 
punctul M. 
1.3.5.4. Stratul dublu. Să considerăm două discuri circulare, coaxiale, 
identice, încărcate fiecare cu sarcini electrice superficiale de densitate c insă 
de semne contrarii, foarte apropiate unul 


+0» de celălalt (fig. 1.27). Aceste două discuri 

formează un strat dublu de electricitate. 
Potenţialul în punctul M situat pe 

axa comună de partea discului pozitiv este 


-7 


V =V, +V» 


y, fiind potențialul discului pozitiv şi Va 
potenţialul discului negativ. Aplicind rela- 
ţia (1.68) se găseşte 


Fig. 1.27. Stratul dutlu. 


y=2( + |F e —VR + (2+1). 


yla 


X] 


t 
M 


Dezvoltind binomul de sub al doilea radical şi neglijind pe E față de T, se 
poate serie cu suficientă aproximație * i 


= Li [i T l 
J G: 1 sa: „a st iái = >O \ 
2e | yR + | 2e SI Cosa) a 
Cimpul în punctul M este 
z o dV- ol R? = 
[i = pe ai eat se) 


Prin analogic ( i i N $ b 
A gie cu di polul elec 110 se efi X 2 r ) 
aci dat orială I tric © de tineşte MOME ntul st atului dub lu 


g P, = ol 


. "ra A $ _ — 
Ve e ai Vă ar aaa [ |: e aa ) 
f = 
f RI + a? 
s| R? 4 [i 1 1 dal xl 
ara RF 


** sle m 7 
omentul dipolului format de 


sarcinile electrice superficiale de densitate + 


Fig, 1,28, Variaţiile lui Îi și V la! trecerea printr-un 


Cu această noțiune noud, expresiile cimpului și potențialului în punctul Midevin 


Î] - Da n’ 


T Te e 4 p 


Aem aN 
4 A ra) 


În cazul cînd punctul considerat s-ar fi aflat în partea disenlui negativ, 
s-ar fi găsit pentru cimp aceeași expresie dar pentru potențial expresie 
analoagă însă cu semn schimbat, 

Relaţiile (1.68) și (1.69) ne arată că dacă se trece din partea stinză æ 
stratului dublu în partea dreaptă a lui, trăbătindu-l, cimpul nu suferă nici o 
discontinuitate, pe cînd potenţialul are valoarea 


IVAN e Da 


zi 2e 


pe suprafața discului încărcat cu sarcină negativă (stratul negativ) și 


pe stratul pozitiv. Discontinuitatea este egală deci cu 


=y ai, (1.70) 


€ 


În figura 1.28 este dată variația valorii intensității cìmpului electric şi a 
potențialului electric, Această discontinuitate a potenţialului electric se numește 
bariera de potențial a stratului dublu. 

Un strat dublu oarecare mai poate fi conceput şi ca format din aşezarea 
unul lingă altul a unor dubleţi mici, de arie dA, și încăreaţi cu sarcină electrică 
superficială de densitate --o şi —o (fig. 1.29), Potenţialul pe care îl produce 


„mita NT Fig. 1,29, Strat dublu format din dubleți elementari. 
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puncti m e i bține uşor aplicind 
n in element al stratului dublu elementar se O 
în potn o) dedusă în cazul dipolului. Se găseşte* 


w= 1 Da pica a 1 pd 
d faze eraa (aa = dre á ra Are Ari 


i 4 é ul de suprafață din 
unde de este unghiul elementar sub care se vede element 
panctul M. Potenţialul întregului strat dublu este deci, 


7 -Í ar = 29, (1.71) 
Q T 


ìe analoagă cu relația (1.68). à 
ata o Sptaţic, să A (aaa potenţialul produs de un strat dublu circular 
de rază R într-un punct M, situat la distanța e de stratul dublu. Dacă 2a este 

iul la vîrt al conului cu virtul în punctul M, şi cu baza discului stratului 
dublu, atunci unghiul solid al conului — deci unghiul sub care se vede stratul 
dublu — este Q = 2z (1 — cosa); introducînd această valoare în relația (1.71) 
se obține tocmai expresia potențialului căutat, identică cu relația (1.68). 


1.3.5.5. Cimpul electric produs în interiorul său de un cilindru circular 
eu sarcină electrică superficială de densitate o. Să presupunem că secțiunea 
dreaptă a acestui cilindru este reprezentată printr-un cerc în planul hîrtiei 
(fig. 1.30). Printr-un punct M, situat în interiorul cilindrului, să ducem două 
plane, paralele cu axa cilindrului și care fac între ele unghiul diedru de. 

Aceste plane taie pe cilindru două benzi de lărgime di, şi dl, lungimea 
lor fiind egală cu lungimea cilindrului. 

Cîmpul produs de fiecare bandă în parte în punctul M poate fi asimilat 
a acela produs de un conductor filiform de lungime infinită şi avînd sarcina 

eică 


dh fiind unitatea de lungime a cilindrului. 
„Expresia celor două cîmpuri este deci 
dată de relaţia (1.59) şi va fi 


7a 1 dl, T ` = 7 
dE, = Sdi n şi dÐ, = 1 odk R 


2rE m r ars Ta r 


Triunghiurile  mixtilinii elementare 
A.M B, şi AHB, find asemenea, deoarece au 
toate unghiurile egale, rezultă 


Fig. 1.30. Cimpul electric în interiorul d E 
unui cilindru d Ta 


şi în consecinţă, 


A _ dh 
ta Ta 


sau 


laE,| cai CHAR 


* Avem pentru dipolul elementar P= ldg = ladă = p dA 
A = p dA, 
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ci 


pe 


Ti 2 "a, cele două cîmpuri sint; egale și de sens contrar ni 


inind seama că = 
r Ta 


deci rezultanta lor este nulă. Cum punctul M este oarecare în inteviorul 
cilindrului, cîmpul produs de sarcina electrică superficială a acestuia este nul, 


1.3.5.6. Cîmpul electric produs de o suprafață cilindrică, de lungime infi- 
nită și secțiune circulară, încăreată cu o sarcină electrică superficială de densi- 
tate o, într-un punct exterior. Secţiunea dreaptă a acestui cilindru fiind un. cerc, 
să considerăm punctul M în planul acestui cere (fig. 1.31), Prin punctul M 
să ducem două plane, paralele cu axa cilindrului și făcind între ele un unghi 
diedru da. Aceste plane intersectează pe suprafața cilindrului o bandă de lăr- 
ime dl, avînd o sarcină pe unitatea de lungime a cilindrului egală cu odl. 
Cimpul produs de elementul de suprafață din această bandă într-un punct 
oarecare exterior cilindrului este dat de relaţia (1.59) și este 
= 1 odl T 


dha- 


A P I 


Din cauza simetriei circulare a cilindrului, rezultanta tuturor acestor cimpuri 
elementare este perpendiculară pe axa cilindrului ; în consecinţă, este suficient 
să se determine numai componentele de pe direcţia perpendiculară pe axă cilin- 


drului 
= = 1 o dl cos % A, (1.12) 


2re T r 


Fig. 1.31. Cîmpul electric în exteriorul unui cilindru 


pie NM! conjugatul armonic al punctului M față de cercul 0, r =M'P 
distanța, de la banda elementară di la punctul M', dB unghiul sub care se 
vede elementul di din punctul M’. Triunghiul 0M'P fiind asemenea cu triun- 
ghiul OPM, avem * 
Z OPM' => Z0PM =, 
* Punctul M’ fiind conjugatul punctului M, faţă de cerc, avem 
OT OM OP OM 
—.„—— SAU —=—— 
OM OT OM OP 


các OT = OP = R; cum unghiul POM este comun celor d i 
E ouă triungl es S 
avind un unghi egal cuprins intre laturi proporţionale, aan ee entea emaema 
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Dacă R este raza cilindrului și 4 distanţa 
poate serie 
T R 
Ea 


Şi m 
dl cosa = dp = E 


de unde rezultă 


dl cos a =£ ap. 
r z 


Cu aceasta, relaţia (1.72) se poate serie 


Cîmpul total produs de suprafața cilindrică în punctul M va fi atunci 


D= pf apte (1.73) 
2me x x Jo 

Punind 1 = 27 Ro, densitatea de sarcină de pe suprafața cilindrului 
raportată la unitatea de lungime a acestuia, relația (1.73) se poate scrie 


mE; 


me L 1 


relație care arată că totul se petrece ca şi cum întreaga sarcină superficială a 
cilindrului s-ar găsi depusă uniform pe axa acestuia sub forma unei sarcini 
lineice ?,. 

Pentru a determina potenţialul la suprafaţa conductorului cilindrice se 
aplică relația (1.60), sarcina superficială a conductorului cilindric fiind presu- 
pusă — conform celor ce preced — ca fiind depusă uniform pe axa cilindrului. 
Be găsește 


A l 
Vr = In — 
2re R 


l fiind lungimea finită a cilindrului ; înlocuind 7 ea Î ie d 
Aa lor A pe à, cu valoarea în funcţie de 


o . l 
Frs =R m= 
e R 


K + . . . 
1.3.5.7, Cimpul electrice în vecinătatea unui conductor. Teorema lui 


Courumse, | 'onduetor oarece ici 
Mp. Fie un conductor oarecare încărcat cu electricitate şi un punct 
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punctului M de axa cilindrului, se +! 


“M în vecinătatea acestuia (fig. 1.32). Pio o dA sareina electrică n unui ele- 
ment de suprafață din vecinătatea punctului M; suprafața elementară dA 
este o suprafață echipotențială. Să construim un tub de cimp care să se sprijine 


pe elementul de suprafată dat, închis în exteriorul corpului printr-o suprafată 

echipotenţială trecind prin punctul M, inr în interiorul M f 

corpului printr-o suprafață oarecare, În spaţiul infim care 

separă cele două suprafețe echipotenţiale, tubul de cimp dA 
te îi presupus cilindric ; în consecință suprafaţa tăiată SA 


în suprataţa echipotențială trecînd prin punctul M, este 

egal cu suprafaţa di. Să aplicăm teorema lui GAUSS vo- 

lumului astfel delimitat. Tinind seama că pe suprafața late- 

rală a tubului de cîmp fluxul este nul şi că pentru toate Fig. 1.32. Cîmpul în 
punctele din interiorul suprafeţei cîmpul este nul, rezultă al zarea cor 
că fluxul nu poate ieşi din volumul considerat decit prin 

suprafaţa echipotenţială trecînd prin punctul M. Vom avea deci 


av = D-a4 = D- dA = o då, 


< 


de unde rezultă 


D= c su D= c'n 


şi ünìnd seama de relaţia (1.36), 


P Sisa DEn (1.74) 


1.3.5.8. Teorema elementelor corespondente. Fie două corpuri conductoare 
A şi B în prezență (fig. 1.33). Să aşezăm pe corpul A o sarcină electrică q 
de un anumit semn, de exemplu pozitivă. O suprafață elementară dA a cor- 
pului A va purta o sarcină electrică 


dq = co dd. 


Să considerăm un tub de cîmp, care 
sprijinindu-se pe elementul de supra- 
B faţă dA de pe corpul A, taie pe cor- 


pul B un element de suprafată dA’ 
ca “fA unde va apărea, prin fenomenul de 


influență, o cantitate de electricitate 
Fig. 1.33 „Elemente corespondente, dq’ = ala Ati 


Bă înc hidem acest tub de cîmp prin două suprateţe în interiorul celor două cor- 
puri și să aplicăm teorema lui Gauss, Fluxul total care iese prin suprataţa 
inchisă astfel formată este nul după cum so poate uşor constata, Se obține astfel 


| 


dy = dg -+ d'= 0 


dg = — dq, 
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Blementele de suprafaţă dA şi dA, interceptate de aa Aa pe 
cele două corpuri, së numesc elemente corespondente, şi sarcinile Plis ua 
şi de sens contrar, în particular, dacă dA = dA’, atunci o = , Pe 
toate conductoarele inconjurind conductorul A se va găsi 

Ui ii Eg’, 
coea ce se enunță : o sarcină q de pe un conductor induce pe conductoarele 
învecinate o sarcină —q egală şi de semn contrar. i 
i iiul echivalenței. Un sistem de sarcini electrice 4; V = 
=i, TA C aamke ta aia în jurul său o familie de suprafețe sonipo 
tenţiale. Fie © una din aceste suprafeţe echipotenţiale. Fluxul electric ọ care 
iese prin această suprafață este dat de relaţia (1.30) 


= Dai = Ñ q4=4; 


S fiind o suprafață echipotențială, în fiecare punct al acestei suprafețe vectorul 
D este normal pe elementul de suprafață corespunzător. Ținînd seama de relaţia 
(1.22), se poate serie și 


t 


f Bai = Eg =g (1.75) 


Să înlocuim acum sistemul de sarcini q; (i = 1, 2, ..- 7) printr-o supra- 
față conductoare închisă avind forma suprafeţei S şi încărcată cu aceea şi sar- 
cină totală q; această sarcină este repartizată pe suprafaţa S avînd în fiecare 
punct densitatea superficială -o a cărei valoare se determină cu relația (1.74). 

Dacă calculăm sarcina totală de pe întreaga suprafață © pornind de la 
expresia densităţii de sarcină o, se obține 


g =d caa =o c B dA. (1.76) 


y Întrucît vectorii Æ şi dA în fiecare punct al suprafeței S au aceeaşi direc- 
ție, relațiile (1.75) și (1.76) sînt identice și deci q = q. 

„Se zice că cele două sisteme sînt echivalente. Suprafaţa materializată S 

— din sistemul al doilea — încărcată cu sarcina totală q = È q; este tot o supra- 


a polen piali identică cu aceea considerată în primul sistem şi care include 
ea sarcinile g, (i = 1, 2, ..., n), pentru care È q; = Q, însă izolate unele de 
i 


altele, Cimpul produs în exteriorul suprafeței S şi suprafețele echipotenţiale 
exterioare, sint aceleași indiferent dacă se consideră că se datorează sarcinilor 
pe sau suprafeţei S încărcată cu sarcina electrică q. i 

Oi Panor de vedere al caloulelor de câmpuri electrice şi de potenţiale 
te ti dar iti e aupeateya echipotențpiale — în exteriorul suprafəțeù 
Ra poate POr un p3 i pi o sarcini izolate printr-o suprafață materializată 
acut Are Apt ne RSM ya N şi încărcată cu aceeaşi sarcină electrică to- 
i o emi eeh, ga Tno, ui o suprafață închisă electrizată în echilibru, 
cu o aceeaşi valoare totală și i; d pramo serie de saroinì electrice interioare, 
tenţiali, de aenn DOINA i L te „spuse incit să admită o suprafată echipo- 

e T on i aupra ata conductoare electrizată. 

toare, E EA A taroinilor oleotrion pa supratața corpurilor conduc- 
Contoare. j Aboa se repartizează pe suprafata corpurilor 
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Pentru a explica fizic acest fenomen să presupunem că un corp conductor 
— metalic — are un mare număr de electroni liberi. Acesti electroni pot fi 
asimilați cu moleculele unui gaz perfect cărora li se poate aplica teoria cinetică : 
electronii sint într-o stare de agitaţie care depinde de temperatură; ca și moleculele 
unui gaz, ei transportă şi propagă anumite mărimi fizice, în particular gar- 
cinile electrice. Electronii, care sint; incărcați cu sarcini electrice negative, 
se resping unii pe alții şi au tendința să părăsească conductorul. De îndată 
ce un anumit număr de electroni a reușit să părăsească conductorul, acesta 
pierzindu-şi electronii, se încarcă pozitiv și atrage electronii pierduţi. Se for- 
mează atunci un strat dublu de electricitate lingă suprafața metalică. Dacă 
acum alţi electroni caută să părăsească conductorul, ei întîlnesc stratul dublu 
care pentru a putea fi trecut necesită o energie considerabilă pe unitatea de 
sarcină electrică, corespunzînd barierei de potenţial a stratului dublu, a cărei 
valoare e dată de relaţia (1.70) 


ie este 
€ 


Este uşor de conceput că dacă se depun sarcini electrice pe un conductor, 
agitația electronică le transportă la suprafața acestuia astfel, încît să reducă 
la minimum acțiunea lor repulsivă mutuală. 

Ipoteza „gazului electronicii, constituit de electronii liberi se justifică 
prin modul cum corpurile se comportă faţă de căldură şi de electricitate. Această 
ipoteză este însă, în anumite cazuri, în totală contradicție cu experiența. Pentru 
a ridica această contradicţie trebuie admis că nu există electroni absolut liberi, 
legăturile lor sînt cuantifiate ; această restricție explică, cu suficientă precizie, 
fenomenele de conductibilitaite electrică și calorică. 

Suprafaţa exterioară a unui conductor este întotdeauna o suprafaţă echi- 
potenţială. Dacă n-ar fi aşa, vectorul intensitate a cîmpului electric într-un 
punct al suprafeţei n-ar mai fi normal pe aceasta și ar admite o componentă 
tangenţială. Această componentă ar deplasa sarcina pe suprafaţa conductorului 
pînă la stabilirea echilibrului electric care ar avea loc atunci cînd suprafața 
corpului ar fi echipotenţială. 

MAXWELL a stabilit pe cale matematică legea de variaţie a densităţii super- 
ficiale c pe suprafața unui elipsoid şi anume că, în orice punct al suprafeţei den- 
sitatea o variază invers proporţional cu raza de curbură a suprafeţei în acel 
punct, * 

Experiența arată că această lege este valabilă şi pentru un corp de o formă 
oarecare, 

Expresia (1.20) 


H = — grad V 


arată că intensitatea cimpului electric Æ depinde numai de variatia potenţia- 
lului și nu de valoarea absolută a lui, Diferența de potenţial Va~ Va care 
există între două corpuri A și B, legate între ele printr-un conductor, determină 
deplasarea sarcinilor electrice în sensul potenţialelor deserescînde (de la + la —). 
A Alegindu-se, prin convenţie, potenţialul pămîntului egal cu zero, poten- 
fialul unui punet este pozitiv san negativ după cum el este mai mare sau mai 
mie decit potenţialul pămîntului, 
Faptul că toate punctele unui corp electrizat în echilibru sînt la acelasi 
potenţial electric, nu implică însă că și densitatea superficială de sarcină electrică, 
este uniformă, Variația densităţii superficiale de sarcină electrică depinde de 


Pam 


a Vezi 13.5.12, 
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forma corpurilor, de influențele electrice exterioare şi în unele cazuri, de variaţia 
permitivităţii mediului din ju rul corpului, 


1,3.5.11, Teorema lui GREEN, Pe suprafața unui corp electrizat în echilibru 
sarcina electrică se distribuie astfel, încit densitatea de sarcină electrică super- 
ficială în fiecare punct al suprafeţei este proporţională cu derivata potențialu- 
Jai V în direcţia normalei în punctul considerat. E 

Această, teoremă se mai poate enunță şi astfel: Pe suprafața unui corp 
electrizat în echilibru sarcina electrică se distribuie astfel, încît densitatea de 
sarcină electrică superficială în fiecare punct al suprafeţei este invers propor- 
țională cu distanța la suprafața echipotenţială imediat vecină. bl es 

Relaţia (1.20), transerisă pentru direcţia normalei la suprafaţă, dă 


Pe de altă parte, cîmpul electric în vecinătatea suprafeţei echipotenţiale este 
dat de relaţia (1.74) 


|a 


E = 


lu) 


Din aceste două relaţii rezultă imediat 
o = — s — = K —: (1.17) 


relaţie care demonstrează teorema enunțată. 

_ Rezultă din această teoremă că, în dreptul punctelor de pe suprafata 
unui corp care au o densitate superficială mai mare suprafețele echìpotențiale 
vecine sînt mai dense (fig. 1.34). 

1.3.5.12. Cîmp şi sareini electrice la 
vîriuri. Atât experiența cît şi teoria au ară- 
tat * că densitatea superficială de sarcină 
electrică la suprafața unui corp electrizat 
în echilibru depinde de raza de curbură a 
suprafeţei în punctul considerat şi anume, 
ca este cu atît mai mare cu cît raza de 
curbură este mai mică 


Fig, 1.34, Sarcini electrice la virfuri, r fiind raza de curbură şi k un coeficient 
hia de proporpionalitate, 

"ie două corpuri sferice c 'ătoar i i i 
Dad A IS pur, sferice conducătoare, electrizate, avind respectiv razele 
i Ala ati , ga e Între ele printr-un conductor metalio, presupuse însă su- 

jent de epărtate una de alti ug e int reci i 3: 
Dacă a pAn ună de alta, pentru a nu se influența reciproce (fig. 1.35). 
] astfe mi Se încarcă 6 APOins Haly PE S i 
i ormat se încarcă cu sarcina totală g, aceasta se va distribui 
£ Vezi 1.3,5.10. 
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A 


pi 


pa colo două sfioro; sarcina qy po sfera mare gi sarcina g, pe stera mică, Cele 
ouă aforo fiind logate eloctrice intre cle, se găsesc la acelagi potențial V. 
Tinind seama că cele două sfere nu se influențează reciproc, aplicind prin- 
vipiul ochivalonței, so poate serie 


oae Hoth ym 2 di 
LL rez RY dne r + Vo 


de unde rezultă 4; 


CRR, (1.78) 
da r ; 1z 


Din cauza simetriei formei A 
sferelor şi ţinind seama de ipo- 

teza făcută, densitatea superfi- 

cială de sarcină pe fiecare din 

cele două sfere este respectiv 


0g = lı şi m= de 5 Fig. 1.35. Sfere electrizate legate electric între ele. 
An R? drr? 
de unde se deduce 
s1 n. o o 


Og TRS 


sau, tinind seama de relaţia (1.78) 


ceea ce confirmă afirmația enunțată. 

'Pinînd seama de relaţia (1.74) rezultă imediat că, intensitatea cîmpurilor 
electrice D, și Da, din vecinătatea imediată a sferelor, sint în acelaşi raport. 

Dacă raza sferei mici se micşorează foarte mult, tinzind către zero, acea 
sferă tinde a deveni un virf pe sfera mare, iar densitatea superficială de pe acest 
virf tinde către o valoare foarte mare — teoretice infinită. Cîmpul electrice 
corespunzător devine de asemenea foarte mare, 

Bupus acțiunii unui cimp intens aerul din vecinătatea unui virt devine 
bun conducător de electricitate : se zico că se ionizează *; în consecință, sar- 
cinile electrice care se găsesc pe virful respectiv se vor deplasa în aerul conductor 
vecin, conform principiului enunțat; că savoinile electrice se răspîndese pe su- 
prafata conductoarelor, Be zice că virful respectiv se „descarcă, potențialul 
său devenind egal cu acel al corpurilor înconjurătoare, 

Acest fenomen se numeste puterea punctelor, 

Beurgerea aceasta de electricitate prin virtuvile metalice este întotdeauna 
însoţită de fenomene luminoase şi sonore (tig, 1.36). Dacă sarcina electrică ce 
Be scurge prin virf este pozitivă, atunci apare o egretă luminoasă; dacă sarcina 
este negativă, atunci apare o steluţă pe virf, Trebuie observat faptul că acesta 


aere 


* Vezi [12]y.1, p. 101, 


două feluri de electricitate 


produc efecte diferite şi care nu se reduc numai la o schimbare de semn. ine 
ul A f - 
O aplicaţie prac tică a fenomenului puterii virfurilor o constituie constr 


rea şi utilizarea paratrăsnetelor. 


este primul fenomen ce se intilneşte în care cele 


Fig. 1.36. Descărcarea prin virfuri. 


a) pozitivă; b) negativă 


e ştie că, din anumite consideraţii climaterice, norii pot dev eni purtători 
de sarcini electrice importante ; ei prezintă, faţă de pămînt, diferenţe de poten- 
tial fo arte mari (de ordinul 10? V). Pentru a apăra clădirile şi instalaţiile de 
trăsnet e — care sint descărcarea bruscă a sarcinii electrice a norului față de 

int — se utilizează vîrfuri metalice, aşezate în partea cea mai înaltă a elă- 
i legate la pămînt. Clădirea fiind în cîmpul electric produs de sarcinile 
scarcă cu electricitate prin influență, în aşa fel că înspre nor şi 
i furile paratrăsnetului apar sarcini electrice de semn contrar ace- 
ı care se găsesc pe nor. Prin efectul de putere a virfurilor aceste sarcini sìnt 


expulzate și tind să neutralizeze sarcinile electrice ce se găsese pe nor. Ex- 
perienţa arată însă, că un asemenea virf este capabil să debiteze un curent 
i de 107° A; pe de altă parte, evaluările de curent observate cu ocazia 
derii trăsnetelor arată că intensitatea unui asemenea curent este de ordi- 
00 000 A ; acţiunea unui paratrăsnet ar părea astfel neglijabilă. 
de faptul că o descărcare de acest tel se produce într-un 
p extrem de scurt (microsecunde), sarcina electrică a unui nor nu este prea 
re fel că cu poate fi neutralizată în timp, Pe aceasta se bazează faptul 
} ele cu virf sint mult utilizate şi astăzi, ele răminind în anumite 
zuri sin zurele aparate de protecţie ce pot fi folosite, 
Limpul electrice dintr-o cavitate goală din interiorul unui conduc- 
lor, Feranul electri å considerăm un conductor O electrizat, Oimpul în inte 
rul | Or este nul, indiferent dacă el este plin sau are o cavitate. 
1J} í | 


ce pe corpul C din exterior vor crea pentru corp stări 


uoterizate prin potenţialul V, corespunzător 
șI cimpurile exterioare corpului, 


u CAL 


DP E Ati 


Să considerăm o a doua stare de echilibru, corpul fiind presupus menţinut 
la un potenţial (exterior) V’ = 0. Dacă se introduc în interiorul cavităţii sar- 
cini electrice, fără ca acestea să atingă pereţii cavităţii, câmpurile interne care 
rezultă, cît şi sarcina electrică care apare pe suprafața internă a cavităţii nu 
depind decit de forma suprafeţii interioare a cavităţii și de poziția şi valoarea 
sarcinilor din cavitate. În acest; caz, nici un efect 
electric de sarcini sau cîmpuri nu se observă în ex- 
temor datorită situaţiei interioare, după cum se 
poate constata uşor cu ajutorul teoremei lui GAUSS 
pentru o suprafață închisă X dusă prin pereţii 
corpului (fig. 1.37); fluxul vectorului cimp electric 
care străbate această suprafață este evident nul. 

Suprapunind acum cele două situaţii de echi- 
libru, se obţine o nouă situaţie de echilibru din care 
rezultă că, stările electrice (potenţiale şi cîmpuri) 
precum şi distribuţia superficială a sarcinilor în ex- 
teriorul conductorului C, menţinut la un potenţial 
V dat sînt independente de stările electrice din 
interiorul cavităţii. De asemenea, stările electrice 
(potenţiale şi cîmpuri, cum şi distribuţia superfici- 
ală a sarcinilor) în cavitatea conductorului C, menţinut la acel potenţial sînt 
independente de stările electrice corespunzătoare din exteriorul conductorului. 

Corpul conductor dintre cavitate şi exterior constituie un ecran electric. 

Experienţa arată că ecranarea este independentă de grosimea peretelui 
conductor. 

Cînd este necesar a se feri un spațiu oarecare de influențe electrice exte- 
rioare, se înconjură acel spațiu cu o suprafață metalică conductoare, consti- 
tuind un ecran electric. Suprafaţa metalică respectivă poartă numele de cușca 
lui FARADAY. 

Ecranarea electrică are numeroase aplicații în practică. 


Fig. 1.37. Ecran electric 


„1.3.5.14. Presiunea electrostatică. Fie un element de suprafață dA situat 
în jurul unui punct M de pe o suprafaţă închisă eleetrizată (fie. 1.38). Fie E 
cîmpul electric pe care îl produc toate sarcinile superficiale răspîndite pe corpul 
considerat sau în alt loc din spaţiu, cu excepţia 
z acelora care se găsesc pe elementul de suprafață 
Mı 1 dA. Sarcinile corespunzătoare acestui element de 
suprafață vor fi supuse deci acţiunii unei forțe 

electrice dată de relaţia 


AF = F o dA. 


Să considerăm două puncte W, şi M, înfi- 
nit vecine punctului M şi situate unul în exteri- 


Fig. 1.38. Cimpul la suprafața Orul corpului și celălalt în interiorul lui. Cìmpul 
unui conductor electric în cele două puncte va fi deci 


B, = Ð + Bi i Da = D + By 
în care s-a presupus, dat fiind distanţele mici considerate între puncte că în 
interiorul corpului cîmpul Æ este acelaşi ; cîmpurile Fi şi E; reprezintă om- 


purile electrice produse de sarcina elementului de suprafată dA în interiorul 
şi în exteriorul corpului dat, 


n interiorul corpului electrizat ; cimpurile 
n reate de acelaşi element de supra- 


tued cimpul F este nul, 
e. Rezultă 


t ai H vor fi egalo și de sens contrar fiind create 
fată deò parte pde cealaltă a suprafeței respectiv 


A =B+p=0 ai P+ D=o, 
de unde 
Pe pB 
şi deci 
B, = 21} . 

Această relație arată că, într-un punct în vecinătatea unei suprafețe elec- 
trizate cimpul electric este de două ori mai iara decit acel al unui element de 
suprafață izolat în spa iu. sarcina electrică fiind aceeași, | a ; 

è Cimpul F, fiind Ñ vecinătatea suprafeței, expresia lui este dată de relația 


(1.74) şi este 


astfel că, intensitatea cîmpului produs de restul suprafeței electrizate este 


În consecință forța cu care restul corpului electrizat respinge cantitatea 
de electricitate o dA care se găseşte pe elementul de suprafaţă considerat 
este 

aF =S dan. 
2e 

Raportind această forță la unitatea de suprafață se obține presiunea 
superficială 

aF o? E 
(1.79) 


„Rezultă dar că, un corp electrizat se comportă ca şi cum ar îi supus 
unei presiuni interioare a cărei mărime este dată de relaţia (1.79). 


1.3.6. CIMPUL SARCINILOR ELECTRICE ÎN PR 
pater PREZENŢA SUPRAFEŢELOR 


1,3,6,1, Plan influențat de o sarcină electrică punetitormă exterioară. 


Să considerăm două sarcini i 
£ eră) Ă punctuale, egale şi de semn contrar, Su afata 
echipotențială pentru care V = 0 se obţine scriind * iat a 


* Vezi 1.3,5,2. 
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Se vede uşor că aceasta esto un plan perpendicular pe linia care uneşte 
cele două sarcini, în mijlocul ei (fig. 1.39). Cimpul într-un punct M al acestui 
pâna, este normal pe plan şi esto egal cu rezultanta celor două cîmpuri produse 

punctul considerat, de cele două sarcini, Notind cu r = ri = r, distanța 
de la sarcini la punctul AM şi cu 2a distanța 
dintre cele două sarcini, expresia cimpului este 


Pe le La, (1.80) 


a find versorul normalei la planul P. 

Să înlocuim planul fictiv P prin o placă 
metalică legată la pămînt şi să suprimăm sar- 
cina electrică din punctul B. Placa metalică 
fiind la acelaşi potenţial ca şi suprafaţa echi- 
potențială pe care a înlocuit-o (V = 0) înseam- 
nà că nimic nu trebuie să se schimbe în partea 
din stinga figurii, în distribuirea liniilor de cîmp a MOEN , 
Sia suprafețelor de nivel. Cîmpul va fi, în fiecare Fig; 1-39. Cimpul a două sarcini puncti- 
punct al plăcii, normal pe placă şi avînd valoa- ERE ER CIO AAC ea PA om 
rea dată de relaţia (1.80) (fig. 1.40). Pentru ca aceasta să fie posibil, este 
necesar ca pe suprafața plăcii să apară o densitate de sarcină c care se deter- 


mină cu ajutorul relaţiei (1.74), cîmpul Æ fiind considerat în vecinătatea ime- 
diată a planului P. Se găseşte 


Rezultă dar, că densitatea de sarcină se distribuie pe suprafața considerată după 


o lege invers proporțională cu cubul distanței care separă sarcina q de punctul 
M al planului considerat. 


„Dacă planul P este nelimitat, 
cantitatea de electricitate care se gă- 


seşte răspîndită pe el este dată de 
relaţia 


2T ră 
q cosg 
= ` || ze tatea dA 
an ce | e 
COS a ` ` 
Dar dA = do este unghiul solid 
m 
a 


sub care se vede planul nelimitat P 
din punctul A. Vom avea atunci 


Fig. 1.40. Liniile de cîmp electric ale unei sarcini Q q | da = g, 


electrice punctuale În prezența unul plan, 2m 


adică o sarcină egală cu aceea pe omre am suprimat-o din dreapta pla- 
nului P, 


-< 
a 


lic (san metalizat) P 
este echivalent din punct de vedere electric cu o sarcină aşezată în punctul B, 
simetric cu punctul A față de planul P, și avind o valoare egală dar de semn 


contrar cu sarcina din punctul A. 
i situaţii, rezultă o metodă de determinare & cim- 


Rezultă dar că, pentru sarcina din A, planul meta 


Ca o consecință a aceste 


pului electric al unei sarcini punctiforme 
la potenţialul Y = 0. Într-un punct simetrie cu punctul unde se găseşte sar- 


cina dată față de planul nelimitat se aşază o sarcină fictivă, egală și de semn 
contrar cu sarcina dată. Se determină apoi cimpul în punctul considerat produs 
de cele donă sarcini punctiforme ca şi cum placa metalică P n-ar există. 
Sarcina fictivă astfel aşezată se numeşte imaginea sarcinii date faţă de | 
planul nelimitat P, iar metoda respectivă, metoda imaginilor. 
Calculind — cu ajutorul formulei lui COULOMB — forța cu care planul 
metalic atrage sarcina din A, se obține din cauza simetriei 


în prezența unui plan metalic infinit, 


a 1 odAcosa  — 
d RO= 
Are r åre 


do avînd aceeaşi semnificație ca mai sus. "Pinînd seama de expresia lui c, €x- 
presia forței elementare devine 


| 
Ap =.=. Z don 3 
o don. (1.81) 
Dar 
= 27 (1 — cosa) =2(1 -—) 
x 
şi deci 
do = 2r — dr, 
r? 
astfel că relația (1.81) devine 
dF = Ci 2 ar n» 
ime 15 


EA între'a sitoo 8 A - 
egrind între”a şi) co se obține expresia căutată a torţei 


1 € 
PE SEE A, 
dne (2a) 


Dacă amn calcul: i | i i B N} O 8 
3 A 4 a for th elect rio i N arol j Li i e 
A ' tine | că di Ure SAroIneA din Å ȘI Mag a sa din B 


K] 
` r 
Ama (24)? 3 


ACECARI E2 'esie, ceei j ifi 
r kA prog , ceea ce justifică metoda indicată 
„ţa F se numeşte forța imaginii. 
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1.3.6.2, Steră influențată de o sarcină electrică punetiformă exterioară, 
Să considerăm în prealabil următoarea problemă (fig. 1.41): Fie două sarcini 
electrice, de semn contrar, gı și —qa aşezate în vid în punctele A şi B, situate 
la distanța a unul de celălalt; presupunem că, în valoare absolută qi > 4z 


Fig. 1.41. Sferă influențată de o sarcină punctiformă exterioară. 


Ne propunem să găsim suprafaţa echipotenţială corespunzătoare potențialului 
total nul. 


Potenţialul produs de acestelsareini într-un punct M din spaţiu este 


A sau Lai = (1.82) 
Ti Ta Ta d 
2 fiind o constantă, 


j Fie (v, y, z) coordonatele punctului M, (0, 0, 0) coordonatele punctului 
A și (0, a, 0) coordonatele punctului B. Relaţia de condiţie (1.82) se poate 


serie 
EBA ai asc. E ae 
Ta æ? -t (y = a)? z? 
de unde rezultă ecuația suprafeței echipotenţiale căutată 


a3 ? aî 
En Na 0. 


ph pik 2 —2 i 
N 1 N 


tI 


care este ecuația unel store cu centrul în punctul ð de coordonă i TE 
å u. gitu ` 
şi cu raza K ETI 


Rezultă că centrul sforoi so găseşte pe dreaptă AB, situat la distanța 


N Adi = Ri (1.83) 
Ni da 
de punctul A, şi la distanța 
Na C E pia 1.84) 
bnm 7 Sole t IEI îi a, ( 


de punctul B. În ipoteza făcută (qı > 42) punctul A e exterior sferei iar punctul 


B este în interiorul acesteia (a, < R). Situaţia ar fi fost inversă dacă dz > 4%- 
Din relaţiile (1.83) şi (1.84) rezultă că raza sferei de potenţial zero este 


esală cu 
R= Va a (1.85) 


şi centrul sferei se găseşte pe linia sarcinilor qı şi qə într-un punct O astfel, încît 


az Ek (1.86) 


az Ke 


Să considerăm acum un conductor sferic de rază R şi o sarcină +q care 
se găseşte la distanța d de centrul sferei. Avem de considerat două cazuri : 


1. Bfera este pusă la pământ şi în consecință potenţialul său este nul. 

În acest caz problema se reduce la cea tratată în cazul precedent. Totul 
se petrece ca şi cum în punctul situat la distanța d' de centrul sferei am avea 
o sarcină —q', aceste mărimi determinîndu-se cu ajutorul relaţiilor (1.85) şi 
(1.86), se găseşte 


KO a GE R 
GE = N NE i ST 
d ȘI d a; 1 (4:87) 


Pentru a găsi sarcina cu care se încarcă stera prin influență de la sarcina 
+4, aplicăm teorema lui GAUSS și principiul echivalenţei pentru suprafața sferei 
date; obținem : 


$ DAA = —q' = LE Fi 


8 


Barcina g's egală cu sarcina totală cu care se încarcă prin influență sfera 
legată la pămint din cauza prezenţei sarcinii -+q și care se aşază în punctul 
situat la distanța d' de centrul sferei, pe dreapta care uneşte centrul sferei 
cu sarcină 4-g, se numeşte imaginea sarcinii -q faţă de sfera dată. 
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nazal ris 


Rezultă dar, că probleme analoage pot fi rezolvate folosind metoda sarci- 
nilor punctuale, prin folosirea imaginii sarcinii dată față de sfera metalică dată, 
şi pusă la pămînt. Mărimile corespunzătoare — distanța d! şi sarcina q' — 
calculează cu ajutorul relațiilor (1.87). 


2. Sfera este izolată în spaţiu. 


Înainte dea se aduce sarcina -+g în apropierea sferei, aceasta era neutră. 
Sfera fiind izolată, ea va trebui să aibă aceleași sarcini pozitive şi negative și 
după ce va îi supusă influenței sarcinii +g, adică Z q, = 0. 

Pentru a păstra neutralitatea, sferei trebuie să presupunem că în afara 
sarcinii —g' mai există o sarcină +g’ astfel aşezată pe dreapta care uneşte 
sarcina +g cu centrul sferei, încît potenţialul în orice punct al sferei să rămînă 
constant. 

Valoarea acestui potenţial este aceeași în orice punct; de pe suprafața 
sferei ca şi în interiorul ei *. Valoarea acestui potenţial, calculat pentru centrul 


sferei este 
1 q Dd 1 q 
V. = s = . Lă 
Š a R ) 4me d 


căci, 2g, = 0. 


Seriind acum expresia potenţialului în punctul unde dreapta care uneşte 
centrul sferei cu sarcina q înţeapă suprafața sferei se obţine 


1 , 7 
7 = Sahii find inst jazz 


ID Are (NERA UR 


în care g' şi d! sînt date de relaţiile (1.87); rezultă 
o= 


adică, pentru ca sfera dată, izolată în spațiu, să rămînă neutră (Zq, = 0) şi 
după ce a fost supusă influenţei sarcinii +q, este necesar și suticient să se aşeze 
în centrul sferei o sarcină egală şi de sens contrar cu imaginea —q' a sareinii 
+q faţă de sferă. 

1.3.6.3. Sferă conductoare, izolată, neutră, aşezată într-un cîmp electrie 
uniform. Dacă în cazul examinat în paragraful precedent, al sterei conductoare 
izolată supusă acțiunii unei sarcini punctiforme, se îndepărtează sarcina din 
ce în ce mai mult de sferă mărindu-i în acelaşi timp şi valoarea, astfel încit 
cimpul pe care îl produce în centrul sferei să rămînă constant, imaginea —gq” 
a acestei sarcini se va apropia din ce în co mai mult de centrul sferei unde se 
găsește sarcina +g’, aceasta în conformitate cu prima relaţie (1.87). Va apărea 
astfel un dipol electric al cărui moment este ** 


d! Rd 
D i 
p Li q d' d dă d 


* Vezi 1,4,5,2 
„+ Vezi 1.3.3.3, 
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produs de sarcina +4 în 


Ținind seama că intensitatea cimpului electric 
centrul sferei este | 


t 


expresia momentului dipolului electric din centrul sferei se poate serie 


p= me PB; 


valoarea sa este constantă. ; > 
Păcând pe d > œ% şi în acelaşi timp Și q > 00; Se obține un, câmp electric 
E, care este uniform în preajma sferei. Distanţa d' dintre a SI —g' tinde 

| către zero şi se poate conchide că un conductor 
i sferic izolat, așezat într-un cîmp uniform se elec- 


i trizează astfel, încât sarcinile pozitive și negative 


—— care apar pe suprafața sa exterioară pot fi înlocuite 
A e cu un dipol de moment 
R =S 
p = 4re R? E, (1.88) 
! A. . a. 
aşezat în centrul sferei (fig. 1.42). ae 
Fig. 1.42. Polarizarea unei sfere Este evident că, în acest caz; sarcinile pozi- 
kai Ra SIRE tive şi negative se distribuie simetrie în raport cu 
i un plan trecînd prin centrul sferei şi normal pe 


direcția câmpului uniform. 

Se zice că sfera metalică s-a polarizal. _ 

Să determinăm acum. cîmpul rezultant E ce apare din cauza perturbaţiei 
pe care o produce introducerea sferei în cîmpul uniform Eo. 
_ Pinînd seama de simetria geometrică a E m 
figurii, alegem pentru acest studiu coordona- — 
tele cilindrice, luînd originea în centrul sferei 
și axa z paralelă cu direcţia cîmpului uniform 
Ep (fig. 1.43). Înainte de a introduce sfera, 
potenţialul din care derivă cîmpul uniform 
E, este 


Fig. 1.43. Sferă conductoare, izolată, într-un 
Vo = — Boz + Const. cîmp uniform. 


| Prin introducerea, sferei metalice, cimpul E, suteră o perturbaţie şi poten- 
țialul din care va deriva cimpul rezultant va fi 
V = V, — Bor cos -+ Const., 


pade y, este potențialul cimpului produs de sarcinile de pe steră. Tinîind seamă 
faceri $ areni pot fi asemuite în acest caz ou un dipol, al cărui moment electrice 
ja d or clația (1,88), potenţialul său în punctul W se determină aplica 
relația (1,55) și pinind seama de (1.88) se găseşte 


Y, R 1 peos 0 E 
dne ră 


RI 
= za flo cos0. 


in 


În consooință, potenţialul cimpului rezultant este 
3 ü 
V= (5 = r) cos 4- Const. (1.89) 


Relaţia (1.89) constituie într-adevăr soluția problemei, căci, la suprafața 
sorei (r = N) 


V = Const, 
Din relaţia (1.89) se deduc acum ugor componentele cimpului, care sint 


9 2R \ . 
Ð, = ei ap a Ig cos0, 
Ep BRIO pi Re ; 
Dy pizza ( m) Zo sin 6. 


Pe suprafața sferei (r = R), Do = 0; liniile de cîmp ale cimpului rezul- 
tant sînt deci normale pe suprafața sferei. 

Pe de altă parte 

T, = 3H, cos? 

şi rezultă că, pentru 0 = 0 şi 0 = m, intensitatea cîmpului electric la suprafaţa 
sferei, în direcţia cimpului uniform Fo, are — în valoare absolută — o valoare 
triplă decît aceea a cîmpului uniform. 

Suprafeţele echipotenţiale sînt date de ecuaţia 


mhi — 1) r cos = Const. 
T 


Suprafața echipotențială, cores- 
punzătoare lui V = 0, 


E AE a r cosð = 0 
0 73 


se compune din două suprafeţe, sfera 
r= R şi planul ecuatorial 6 = ze 


Celelalte suprafeţe echipotenţiale pre- Fig. 1.44, Liniile de cîmp şi suprafețele echipotenţiale 
zintă o deformare în jurul sferei şi în cazul unei sfere condystoara aşezată într-un cîmp 
A uniform, 
tind către un plan paralel cu planul A d 
ecuatorial pe măsură ce ne depărtăm de steră (fig. 1.44). 

„Densitatea de sarcină superficială a sarcinilor electrice induse se deter- 
mină, cu relaţia (1,74) şi este 

o = ep = Sel 0089. 


Se vede că densitatea de suprafață este nulă de-a lungul planului ecuatorial 
(o= 2), ea este maximă la poli și anume, pentru 0 = 0 ea este pozitivă, 


iar pentru 0 = m sarcina superficială este negativă, 
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$ — c. 226 


ă ăreată lectrice uni- 
izolată, încăreată, într-un cîmp e 
a considerată în paragraful precedent este 
cest caz, la potențialul cim- 
se adaugă 


1.8.6.4, Sferă connor 
form. Să presupunem acum că ster 
încărcată cu o sarcină Q, de un semn oarecare. În a Ea) 
pului corespunzător stării neutre a sferei şi dat de relaț 89), 


şi potenţialul corespunzător sarcinii Q a sferei 
y’ Q 


årer 


astfel încît, potenţialul cîmpului rezultant este 
k noA ; (1.90) 
UER (3 — r) cos0 + zi + Const 


Se verifică uşor că şi această relație constituie o soluţie a problemei. 
Componentele cîmpului sînt de data aceasta 


OV R3 Q 
TI men = (1425 ) Zo coso UEa 
(1.91) 
1 9V 


RË \ E, sine 
lp = O a (1 F| o Sinð. 

Pe suprafața sferei (r = R) Kọ = 0, ceea ce arată că, pe suprafața aces- 
teia liniile de cîmp ale cîmpului rezultant sînt normale. 

Suprafețele echipotențiale se obțin dînd potențialului V dat de relația- 
(1.90) o anumită valoare bine definită. 

Pentru construirea spectrului se procedează, în mod practic, construind 
punct cu punct relațiile (1.91); spectrul se mai poate obține şi dacă se construiesc 
cele trei cîmpuri componente ale cîmpului rezultant : cîmpul uniform Eo, cîmpul 
dipolului sferic şi cîmpul propriu al sarcinii Q a sferei. 

Spectrul ce se obține este diferit după cum sarcina sferei este pozitivă 
(fig. 1.45, a) sau negativă (fig. 1.45, b). 


DODI, 
A 
72000, 


Fig, 1,45 ile de cî i 
g- 1,45. Liniile de cimp și suprafeţele echipotențiale în cazul sferei 
intr-un cîmp electric uniform : 


a) sarcina sferei pozitivă ; b) sarcina sferei negativă 


1.4, CAPACITATEA ELECTRICĂ. CONDENSATOARE 
14,4, CAPACITATEA ELECTRICĂ 


Să considerăm un sistem finit de sarcini electrice; suma algebrică totală 


a acestor sarcini poate fi zero sau diferită de zero. | 


În prima ipoteză sistemul se numeşte sistem complet. În acest caz, toate 


liniile de cîmp pornind de la sarcinile pozitive se termină pe sarcinile negative 


Fig. 1.46. Sistem complet simplu. 


din interiorul sistemului şi nici o linie de cîmp nu se îndepărtează la infinit ; 
în consecinţă, fluxul total printr-o suprafață închisă care înconjură sistemul, 
este nul. 


În al doilea caz sistemul se numeşte sistem incomplet; această noţiune 


trebuie concepută într-o regiune finită a spaţiului. Se poate considera însă întot- 
deauna o suprafaţă sferică suficient de mare care să poarte o sarcină totală 
egală, şi de semn contrar cu sarcina rezultantă a sistemului finit, pentru ca sis- 
temul astfel completat să aibă caracterul unui sistem complet. 


compus din doi conductori de o formă oarecare 

(fig. 1.46), aşezaţi la o distanță finită unul de 

altul şi încăreaţi cu sarcini egale dar de semne S 
contrarii, Q, >0 şi Q, = —Q,. În aceste con- DERS 
diții liniile de cîmp merg toate de la corpul $ 
încărcat cu sarcina +Q la corpul încărcat cu + 
sarcina —(), fără a se pierde nici una la 
infinit. Pe cei doi conductori potenţialul are 
valori constante V,, respectiv V, şi Vi, > Va. Parra 


înconjurat de o serie de corpuri conductoare 
B, 0, D, legate metalic între ele și legate la 
pămint (fig. 1,49); corpurile se ' presupun 


Sistemul complet cel mai simplu este 


Să considerăm acum un corp conductor A 


Fig. 1.47, Sistem complet, 


destul de îndepărtate între ele pentru a nu se influența reciproc. Potenţialul pă- 
mintului fiind luat prin convenţie egal cu zero, potenţialele corpurilor B, C, D 
vor fi de asemenea nule, ERN 


Să aducem pe corpul A o sarcină +-Q. Prin influență, pe corpurile B. 


Vaf ASAA iti ; zen ad 
C şi D vor apărea sarcinile —qn, —do Și —qp, sarcinile pozitive corespunzătoare 


fiind nentralizate, sistemul fiind legat la pămînt. Sistemul consider 


at fiind com- 


let, în virtutea legii 0 i oinii eleatmi 
plet, tea legii de conservare a sarcinii electrice vom avea în valoarea 
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absolută 


IQI] = lla + 4o + tpl: 


nt distribuite pe suprafața diverselor cor- 


Modul cum diversele sarcini si ivă şi de natura me- 


puri depinde de forma lor geometrică, de poziţia lor relat 


` ì SC. nH 
Sil An Gta de electricitate care se găseşte răspindită pe elementul 


i i ider ir, (i = B, C, D) distanţa 

dA de pe unul din corpurile considerate și 7, (i „0, 

niiet un elemint de suprafață dA de pe corpurile B, C şi i „de aupra 

fața corpului A. Suprafața corpului A este o suprafață echipotenţială şi poten- 
talul său este 


> 1 Na 1 dg ag dg E 
N W + al a 


Ane a Ti Are Ta TB ro 


Dacă acum aducem pe corpul A o sarcină de n ori mai mare, sarcinile 
care apar prin influenţă pe corpurile B, O şi D devin și ele de n ori mai mari; 
dat fiind că distanţele r; (i = A, B, C, D) nu vanază, potenţialul corpului 
A devine şi el de n ori mai mare. Rezultă dar că, într-un sistem complet dat, 
raportul dintre sarcina Q răspîndită pe suprafața unui conductor şi potenţialul 
V al acestui conductor este constant. 

Acest raport constant 


Ci (1.92) 


defineşte capacitatea corpului conductor respectiv. 

Să izolăm acum corpurile B, C şi D, legate metalic între ele, de pămînt. 
Sistemul dat devine acum un sistem complet simplu. Să încărcăm corpul A 
cu o sarcină +Q şi ansamblul corpurilor B, C, D cu o sarcină egală dar de 
semn schimbat (—Q). Fie V, potenţialul corpului A şi V, potenţialul ansam- 
blului de corpuri B, 0, D. Dacă se măresc, în aceeaşi proporţie, sarcinile de pe 
cele două corpuri, potenţialele V, şi V», precum şi diferența lor V, — Va, crese 
în acelaşi raport. ăi 

Raportul dintre sarcina electrică a corpului A şi diferența de potenţial 

1 — V, rămîne constantă şi defineşte capacitatea corpului A în raport eu cele- 
lalte corpuri B, © şi D ale sistemului considerat. Vom avea deci 


Oei eE H 
Vı—Va Vi (1.93) 


Capacitatea este ări fila: Se) AR a PE eoi sis: 
sint p a este o mărime fizică, ale cărei dimensiuni în sistemul MESA 


[0] = 19] _ TI 


~ = M= MTI 
m auraa e DAMN, 


Unitate: ăsură a capacităţii i 
tatea de măsură a capacității este faradul (F) şi este capacitatea unui 


cond nsator electric Care, 8 si à] N$ 
e A 2100 T, ub 0 tensiune ao a:t Ki] m: "i j Î 
cu o sarcină elect rică de | 0, | l y intre Ql măt ur ile lui Se Moares 
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Paradul este o unitate mult prea mare pentru necesităţile practicii şi de 
aceea, în practică se utilizează un submultiplu al acestuia microfaradul (uE), 
xelația de legătură fiind * 


1B = 100 uk, 
1.4.2. CONDENSATORUL ELECTRIC 


Un condensator electrice este un sistem format din doi conductori, A 
şi B, numiţi armăturile condensatorului, separați între ei printr-un mediu die- 
lectric şi avînd unul faţă de celălalt o capacitate electrică 0. Dacă cei doi con- 
ductori se încarcă respectiv cu sarcinile +Q şi —Q, care determină pe cor- 
puri potenţialele corespunzătoare V4 şi Vp, capacitatea unui condensator este 
dată de relaţia (1.93) 


aia Ann 
VEV 


Simbolul grafic al unui condensator electric este dat în figura 1.48. 

Pentru determinarea capacității unui condensator format dintr-un sistem 
de doi conductori de o formă oarecare este necesar să cunoaştem cîmpul electro- 
static care se formează — pentru a putea calcula diferența de ; fi 
potenţial — precum şi sarcina totală ; aceasta este însă impo- 
sibil în cazul general. Capacitatea condensatoarelor se deter- = 
mină prin măsurări experimentale. 

Fig. 1.48. Simbol grafic 


În unele cazuri particulare, pentru anumite configurații pentru condensator 
geometrice simple, calculul teoretic se poate face destul de uşor. electric. 


1.4.3. CALCULUL CAPACITĂȚII UNOR CONDENSATOARE SIMPLE 


1.4.3.1. Metoda generală de calcul. Cunoscînd forma geometrică a armă- 
turilor, poziţia lor relativă şi natura mediului care separă cele două armături 
ale condensatorului, se determină succesiv : 
1. Repartiția densităţii de sarcină superficială o pe fiecare din armături ; 
2. Configuraţia cîmpului electric creat între armături ; 
3. Prin aplicarea teoremei lui Gauss unui tub de cîmp plecînd de la o armătură 
şi trecînd printr-un punct M, se determină variaţia cîmpului de inducţie elec- 
trică D, și deci a intensității cimpului electric H, în funcţie de poziţia punctului M; 
4. Prin relația (1.13) 


y =Í as 


1 


Be determină diferența de potențial Via = V, — V, între cele două armături: 
5. Cu relația (1.32) 3 


(î) y odd 
g 


se determină cantitatea de electricitate depusă pe una din armături ; 


* ANI submultipii utilizaţi în tehnică sint : nanotaradul (nE) şi pleofar 7 A 
de legătură tind (NE) și pleotaradu (pF), relatia 


13100 n-a 1042 pF, 


6. Capacitatea condensatorului se determină cu relaţia (1.93) 


du, 
Vi—Va Via 


în cazul general, metoda indicată în cele ce preced nu se poate aplica 
decit dacă se cunoaște ecuația liniilor de cimp sau făcînd anumite ipoteze sim- 
plificatoare asupra configurației cîmpului. 


1.4.8.2. Condensatorul eleetrie sferice. Fie un sistem format din două 
sfere conductoare, de rază R, și Fz, concentrice, separate între ele printr-un 
mediu dielectric de permitivitate e, şi avind 
între borne o diferență de potenţial (fig. 1.49) 


U = Va = a 


Sub acțiunea diferenței de potențial siste- 
mul se încarcă cu o sarcină +Q pe armăturæ 
interioară şi cu o sarcină — Q pe armătura 
exterioară. 

Să considerăm în interiorul dielectricului 
o sferă fictivă de rază R (R; < R < Rə) şi să 
aplicăm teorema lui GAuss. Vom avea 


Fig. 1,49. Condensator sferic. 


vol Dai = Dn -4n R? =Q 
S 


şi rezultă 


Pe de altă parte 


U=7V,— 7, = ( Bar SAR (hax XO (2-2) 


A dre dy ae ATE 
Aplicind relația (1.93) se obține 


oie Qa RR 
pre A (Adreea (1.94) 


Dacă presupu Nem = 
: Ye inem acum că raza sferei extaninana tì 
obține capacit d raza sferei exterioare tinde c 


At TEA , ătre infinit iS 
atea unei sfere izolate în spațiu, a i infinit, atunci se 


cărei expresie este 


0, = 4 R 
nT (1.95) 
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nann a 


| 
| 
| 
| 


Răcînd raportul dintre expresia (1.95) a capacităţii unei sfere izolate și 
expresia (1.94) a capacităţii a două sfere concentrice, se obţine relaţia 


Gi R — Ru 


(Gia eset, mă i ei 


G Ra R, 


care ne permite a stabili influenţa pe care o poate avea o a doua, suprafaţă, 
sferică asupra capacităţii unei sfere izolate. Se va putea aprecia astfel dacă o 
suprafaţă sferică materială care înconjură o sferă — de exemplu pereţii unei 
camere — poate avea, vreo influenţă la măsurarea capacităţii acestei sfere sau 
dacă poate fi neglijată, ceea ce se poate tace în cazul cînd R> f 

în cazul cînd distanţa dintre cele două sfere concentrice este mică, rela- 
ţia (1.94) poate fi pusă sub o altă formă. Fie R, — R, = d distanţa dintre cele 


două suprafeţe sferice și R = Bim, raza medie a celor două suprafețe 


sferice. Se obține 


RR, = (z i- BIG + a) 


, 


Cum prin ipoteză R > d, se poate lua cu suficientă aproximație Ilia = JRT 
relația (1.94) devine 


2 


0 = anca = BE 1.96) 


în care S — 4v R? este aria suprafeţei sferei intermediare. 


Capacitatea este astfel direct proporţională cu suprafața medie a armă- 
turilor și invers proporțională cu distanța dintre cele două armături. 


1.4.3.3. Condensatorul electric plan. Un condensato» plan este format 
din două suprafeţe plane, paralele, metalice, de arie S, aşezate la o distanţă 
d mică faţă de dimensiunile plăcilor (fig. 1.50); 7 


între plăci se găsește un dielectric oarecare de +& 

permitivitate e, presupus omogen şi izotrop. // 

Cele două plăci constituie armăturile conden- 

satorului, 
Să presupunem că cele două plăci poartă -Q 


respectiv sarcinile Q, și Q, Conform teoremei 
elementelor corespondente aceste sarcini trebuie 
să se distribuie pe cele două suprafețe în mod egal, semnele lor fiind însă 
contrarii, Vom avea deci 


Fig, 1.50. Condensator plan, 


Q, = —0=0. 


Să presupunem de asemenea că aceste sarcini se distribuie uniform pe 
cele două suprafeţe cu densitatea de sarcină superficială o; în aceste condiţii 
condensatorul se zice că este încărcat, | 


nsatorului, cimpul 


Neglijind neregularităţile care apar la marginea conde pot serie relaţiile 


clectrostatio dintre plăci osto uniform. În această situaţie se 


pt = Eae 
Da = cln=o, unde o= £y 


E 


e gS | 
Aplicînd relația (1.93) se găseşte expresia capacității condensatorului 
plan, care este | 


Da SE (1.97) 
d 


Se găseşte astfel o expresie identică cu relaţia (1.96) astfel că, un condensator 
plan poate fi considerat ca o parte dintr-un condensator sferic cu raza infinită, 
unde S reprezintă un element de dimensiuni finite din suprafaţa unei asemenea 
sfere. 


1.4.3.4. Efectul de margine la un condensator electric. Fie un condensator 
plan, format din armăturile plane A, și A, presupuse că au lungimea lor (nor- 
mală pe planul figurii) foarte mare faţă de lăţimea lor (fig. 1. 51). 


PIN 


(Caz T 
k 


Sri 


Fig. 1.51. Efectul de margine. 


Armătura A, este presupusă încărcată cu sarcina 


Zează pe apa, 
7 pe întreaga ei suprafață, atit pe fața internă cît şi pe fața externă, cu 


deo bir ea C A )e fi Í: es a d 
Re Pi i ) vfi y internă densitatea de Saro ( m mai N e de 
53 X J in: $] b) 

densitatea de Bare inä € ce Be gäsegt 4] po taţi ă i EI Ay uz SA 


v externă. Situ A 
armătura A, o Zetsu li f ația este analoagă şi pe 
i a CU deose eas că pe această armătură densitate | i Fa pe 
negativă, atea de sarcină este 


-HQ care se reparti- 


Distanţa dintre cele 
jé > două armături fiind f 
oarte m 
electrostatic dintre ele poate fi considerată uniformă ; fad) Wata data A aa 
wW 


; liniile de cîmp sînt drepte 
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echidistante, normale pe armături, iar suprafeţele echipotenţiale sint plane 

paralele cu armăturile. 5 
La extremităţi liniile de cîmp se resfiră gi se lungesc (fig. 1.51); ele fiind 

curbe deschise care se sprijină pe cele două armături, vor exista linii de cimp 


t: . 


care, pornind de la fața externă a armăturii A, vor ajunge pe fața externă a 
armăturii A, aceasta conform teoremei elementelor corespondente gi vor cores- 
punde la valori ale intensității de cîmp mai mici. 3 

Suprafețele echipotențiale sint însă * suprafețe închise ; ele vor înconjura 
deci armăturile. 

Integrala de linie a cîmpului electric W, între două puncte, unul pe armă- 
tura A, şi celălalt pe armătura A, este aceeași, oricare ar fi poziţia celor două 
puncte, pe feţele externe sau interne 


DE 
(E as = V, — V: = Vi 


1 


şi reprezintă tensiunea V}, dintre cele două armături ; suprafaţa, fiecărei armă- 
turi este o suprafață echipotențială. 

Relaţia (1.97), care dă capacitatea, acestui condensator plan, corespunde 
numai pentru suprafeţele care delimitează porţiunea din spaţiu unde intensi- 
tatea cîmpului electric este uniformă. În realitate şi suprafeţele exterioare ale 
axmăturilor constituie un condensator electric avînd capacitatea C’. Capaci- 
tatea totală a condensatorului este** 


=0 +0. 


Fenomenul de resfirare a liniilor de cîmp şi a suprafețelor echipotențiale, 
precum şi apariția capacității 0”, constituie efectul de margine al condensatorului. 

În practică 0” & 0 astfel că se 
neglijează. Cînd însă este necesar a A : 4; + 
se delimita în mod riguros capacita- y 
tea 0 a unui condensator plan, se ( 
realizează un dispozitiv în care cele KHH bl HD), 
două armături A, şi A, sînt înconju- 4 4; 
rate respectiv de cîte o suprafaţă ine- 
lară (fig. 1.52). Acest sistem de su- Fig. 1.52. Metodă pentru suprimarea efectului de 
prafeţe constituie un inel de gardă. margine 
În acest montaj efectele de margine se transmit inelului de gardă, între 
armăturile principale A cîmpul electric rămînind perfect unitorm şi astfel capa- 
citatea respectivă se poate determina riguros. 

Efectul de margine apare în special la condensatorii plani; el poate apărea 
însă la orice formă de condensatoare unde armăturile prezintă suprafețe fără 
o simetrie completă, 


1,4,3.5. Condensatorul electric cilindric, Să considerăm doi cilindri co- 
axiali, metalici, avind razele R, și Ra lungimea lor fiind foarte mare în raport 
cu diferența diametrelor lor, practic infinită (fig. 1.53). Fie Via = Vi — Va 

* În electrostatică, 

** Cele două condensatoare fiind în paralel; vezi paragraful 1,4,4,8. 
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/ 
d 


diferența de potenţial aplicată celor două armături. Cimpul electric între aceste 
două armături va avea 0 simetrie radială și în consecinţă va depinde numai de 


raza R. 


4 


TIITII LUL lekek 


7777777777000 000000 


7777777777700 00 0000070000700 iii 
Fig. 1.53. Condensator cilindric | 


Aplicînd teorema lui Gauss unei suprafeţe cilindrice intermediare de rază 
R(R <R< R) şi de lungime l, se obţine 
| D,ĂA = 2r Rle fn = q 
S 


şi rezultă 


aeo 
2r Rle 


Diferenţa de potenţial dintre cele două armături cilindrice este dată de relaţia 
(1.13) şi este 


Viz => vi = Va WET 


R  2le R, 
jar capacitatea condensatorului cilindric este, conform relaţiei (1.93), 


g = 2mel F. 


(1.98) 


Ra 
Ru 


In 


p În practică asemenea condensatoare sint reprezentate prin cabluri elec- 
trice sau linii aeriene; capacitatea lor se exprimă pe unitatea de lungime şi 
expresia ei este dată de relaţia 3 


(1.99) 
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ă ` OBSERVAȚIE, Scriind * e = e; e, luind permitivitatea vidului egală 

1 RoN j SAN, H Py i j 
TENE A. lungimea unitate egală cu 1 km, expresia capacității unui 
condensator cilindric (cablu unifilar) devine 


cu 


0E Er ul 


fa în Ze km (1.100) 


1 


o relaţie mult utilizată în practică. 
1.4.4. CUPLAREA CONDENSATOARELOR ELECTRICE 

1.4.4.1. Construcţia condensatoarelor electrice. Dimensionarea condensa-. 
toarelor depinde de capacitatea ce trebuie realizată, de forma condensatorulu 
— plan, sferic sau cilindric — şi, în special, de tensiunea (diferența de potenţial) 
ce trebuie aplicată armăturilor sale. 

Pentru a se realiza capacităţi cit mai mari în dimensiuni cît mai mici, 
se acţionează asupra dielectricului, alegîndu-se materiale cu o permitivitate 
relativă, cît mai mare posibil şi micşorîndu-se distanţa d dintre armături. 
| Construcţia uzuală a condensatoarelor se bazează pe utilizarea foiţelor 
metalice de staniu, zinc, aluminiu sau alte aliaje, separate prin foiţe din ma- 
terial izolant, dielectric, din mică sau din hîrtie impregnată cu parafină, ulei ete. 

Construcţia unui condensator din foițe metalice și foițe dielectrice se ob- 
ține astfel: se suprapun una peste alta, cîte o foiţă metalică şi o foiţă, dielec- 
trică (acestea din urmă avînd o suprafață mai mare decît foiţa metalică ce 
constituie armăturile pentru a evita contacte de conturnare între foile metalice); 
foile metalice sînt; apoi legate, cu ajutorul unor urechi speciale, din două în 
zi două, formînd astfel două grupe separate. Pachetul de foi astfel obţinut se în- 

văluie apoi fie sub formă cilindrică, fie sub formă dreptunghiulară. 

Calitatea foilor metalice şi izolante formează problema principală a con- 
strucţiei condensatoarelor industriale. 

Primul condensator electric construit a rămas în ştiinţă sub numele de 
butelia de Leyda ; el este alcătuit dintr-o sticlă în interiorul căreia este pusă 
foiţă de staniol iar în exterior este lipită pe sticlă de asemenea o foiţă de sta- 
niol. Aceste foiţe formează armăturile condensatorului, sticla fiind dielectricul 
respectiv, 

Condensatoarele care se pot construi în mod obişnuit sînt limitate de di- 

) mensiunile lor și de materialele de care se dispune în construcţia acestora, 
atit în ceea ce priveşte capacitatea lor cât şi tensiunea care se poate aplica la 
bornele lor, Pentru a putea obține capacități mari sau condensatoare care să 
suporte tensiuni importante, condensatoarele se grupează în baterii de conden- 

£ satoare, Această grupare se poate face în trei moduri şi anume, în serie, în pa- 

f ralel și mixt, 


| 1,4,4,2. Gruparea condensatoarelor electrice în serie. Se obţine o cuplare 
| în serie a unor condensatoare legind o armătură a unui condensator, la una 
din armăturile condensatorului următor, pe cînd cealaltă armătură a sa este 


J) zace 


Si Vezi: 11.7 
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legată la ai mătura condensatorului precedent şi așa mai departe (fig. 1.54). 
Dacă se leagă a măturile extreme la bornele unei surse de energie electrică * 
— o pilă electrică — avind o diferenţă de potenţial la borne egală cu U = Von = 
= Va — V, mmătura din stinga a primului condensator se încarcă cu o canti- 
tate de electricitate q pozitivă, ea 
fiind legată de exemplu la polul pozitiv 
al sursei. Prin influență, armătura din 
dreapta a acestui condensator se încarcă 
cu o sarcină —q, sarcina echivalentă +q 
de pe această armătură, fiind refulată, 
pe armătura din stinga a celui de al 
l- doilea condensator. Această sarcină 
el 7 astfel apărută influențează la rîndul său 
A armătura opusă a celui de al doilea 
Fig. 1.54, Cuplarea PAesnie a por densatearelor condensator și aşa mai departe. La ulti- 
mul condensator, armătura din stinga 
primeşte o sarcină +g care este ținută în echilibru de sarcina —g depusă de 
pilă pe armătura din dreapta a ultimului condensator. 
Fie V; — V, (i = 1, 2, .. ., n) diferenţa de potențial la bornele diver- 
Fu ore atoae Conform relației (1.93) capacitatea diverselor condensa- 
are es 


C; = aia V: (i ma 1, 2, > n) 
de unde rezultă 
Via V= (=l, 2, n) (1.101) 


; Între diferenţele de potenţial de la fiecare condensator- se poate serie 
identitatea evidentă 


în care înlocuind diferenţele de potenţial date de relaţiile (1.101) se obţine 


n 
dai 
Vo V,=1 > (1.102) 
Ț- fal G; ` 
Pe de altă parte, întregul sis i 
n | arte, întregul sistem s-a încărcat cu sarcina q iar la bornele 
pu (Aa rile extreme) există diferenţa de potenţial Fa — i „ Rezultă că 
stemul are o capacitate definită de relaţia (1.93) şi care este E 


* Vezi 22,1, 
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E 
f 
i 
f 
f 
ă 


Comparind cu relaţia (1.102) rezultă 


E insa „dea (1.103) 
G i2 Ci 
sau 
1 
ji ; 
2 
C, 


În concluzie : 


a) O baterie de condensatoare formate din n condensatoare, legate în 
serie, constituie un sistem echivalent cu un condensator avind capacitatea C 
definită prin relaţia (1.103). 

b) Cantitatea, de electricitate cu care se încarcă bateria de condensatoare 
este aceeași cu care se încarcă fiecare element component. 

c) Cuplarea în serie a condensatoarelor se folosește atunci cînd se urmă- 
reşte obţinerea unei baterii de condensatoare ce urmează să fie utilizată la o 
tensiune înaltă. 


În cazul particular a două condensatoare de capacitate 0, şi 02, cuplate 
în serie, capacitatea echivalentă este 


o 1 CRAC 


Dacă cele două capacități sînt egale, C1 = 0;, prin legarea lor în serie 
se realizează o capacitate 


25002 
1.4.4.3. Gruparea condensatoarelor electrice în paralel. Legarea în paralel 
a mai multor condensatoare de capacitate C; (i = 1, 2, ...,n) se obţine legîind 
impreună toate plăcile de acelaşi nume, la bornele obţinute apli- 6 
cîndu-se diferența de potenţial Vio = V,—V, (fig. 1.55). Fiecare 
din condensatoare se va încărca, cu sarcina 


Ca 
qg, = (Vi — V) (6 = 1, 2, ..., n). 
Adunind aceste relații membru cu membru se obține l i 
l l 
n n Ca 
y qi = (Vu— VY Ce 
i=1 i=l 
n i h 
Însă 5Y q, = q reprezintă cantitatea totală de clectricitate pe care i 1 
îm] Lol 
ră Lea 
0 debitează sursa gi cu care se încarcă sistemul format din cele n 
'ondensatoare, Fig. 1.55, Cuplarea 
Raportul în paralel a con- 
q densatoarelor 
— = 0 electrice, 
AA 
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rca cu întreaga 
această capacitate reprezintă capacitatea, echiva- 
lentă a sistemului do % condensatoare legate în paralel şi care este deci 


eri 4 4 
ar reprezenta capacitatea unul singur condensator care s-ar încă 


cantitate de electricitate q; 
S (1.104) 


în consecință : i P 3 i 
a) Capacitatea echivalentă a unei baterii de condensatoare legate in para- 


lel este egală cu suma capacităților fiecărui element în parte. 4 i 
b) Diferența de potențial la bornele întregii baterii este egală cu diferența 
de potenţial la bornele fiecărui element în parte. s : 
c) Cantitatea de electricitate cu care se încarcă întreg sistemul este egală 
cu suma cantităților de electricitate cu care se încarcă fiecare element în parte. 


a) Montajul condensatoarelor în paralel se foloseşte atunci cînd se urmă- 


reşte obţinerea unei capacităţi mari. 


1.4.4.4. Gruparea mixtă a condensatoarelor electrice sau cuplarea serie- 
paralel. Montajul mixt, care constă în gruparea în serie şi în paralel a diver- 
selor condensatoare sau baterii de condensatoare, se utilizează atunci cînd este 
necesar să se obţină baterii de condensatoare cu capacitate mare şi care urmea- 
ză să se utilizeze într-o reţea cu tensiune mare. 
Problemele ce apar în legătură cu acest 
ba montaj şi anume, determinarea capacității 
ț | echivalente, a cantităţii de electricitate cu care 
se încarcă și a tensiunii ce se poate aplica la 
borne şi a celei care rezultă la bornele fiecărui 
C; element în parte, se rezolvă prin aplicarea suc- 
cesivă a proprietăţilor montajelor în serie sau 
U în paralel. 
Pentru exemplificare, să considerăm patru 
condensatoare cuplate ca în figura 1.56. Pentru 
condensatoarele C, și C, se obţine capacitatea echivalentă 


Fig. 1.56. Cuplaj mixt. 


1 1 A 1 
Co CG Ca 


Pentru condensatoarele C, şi C, se obţine capacitatea echivalentă 


Ca = 03 T Cu. 


Pentru ansamblul întregii baterii se obţine capacitatea echivalentă 


1,4,4,5. Elastanţa, | in pr 
4,4,5. Elastanţa. În multe din problemele din domeniul condensatoarelor 


electrice, apare inver apacitătii ări 
rice, apare inversul capacităţii, mărimea Acestei mărimi i s-a dat nu- 


mele de el aslamtă gi i S-A í 'j i i Ini eA Sur nu are l 
( 7 d atribuit simbolul S | i t é 
> TIP , A 20, ` tat t de masuri are înc: 
un nume oficial 3 Re obignuiegte Wu Be numi daraf AEA l a 
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1.4.5. CALCULUL REȚELELOR ELECTROSTATICE SIMPLE 


1.4.5.1. Generalităţi. O reţea electrostatică este un ansamblu de conden- 
satoare electrice şi do surse de energie electrică, legate într-un mod oarecare, 
bine definit, determinat de anumite situaţii din practică (fig. 1.57). Elementele 
acestei reţele sînt laturile, nodurile şi ochiurile sau buclele. 

Se numeşte latură a unei reţele electro- 
statice elementul neramificat format din liy Ca 


condensatoare şi surse, fie împreună, fie ea 
separat, | 
Punctul de întilnire a cel puţin trei , 
laturi se numeşte nod. Nod poate fi considerat 4 4 b; 
şi punctul de joncțiune a două elemente Oh ç 
dintr-o latură. Pi pi 7 
Orice circuit închis, format dintr-un z 
număr oarecare de laturi care pornind de la $ 
un anumit nod ajunge la acelaşi nod, for- 43 Cip = lys 
mează o buclă sau un ochi. 
În fiecare nod, aplicînd legea conservării 
sarcinii electrice se poate scrie relaţia * i 7 7 


ZQ = Const., (1.105) 


Fig. 1.57. Rețea electrostatică. 


eventual egală cu zero. A 
La fiecare buclă a reţelei se poate serie relaţia evidentă între diferenţele 
de potenţial ale laturilor sau ale elementelor care compun o latură. 


> (Via VA) =0. (1.106) 


Dacă în elementul component al unei bucle există şi surse de energie 
electrică, atunci relaţia (1.106) se poate scrie 


2 (Vica V) = 2E, (1.107) 


unde F, este diferenţa de potenţial sau tensiunea la bornele sursei de energie 
electrică, 


“Pinînd seama de relaţia (1.93) și utilizînd noţiunea de elastanţă, se 
poate gerie 


Via —V, ee SA. 3 


Ci A 
cu aceasta relaţia (1.107) devine 
X(N, — N, Q) = 0. (1.108) 
În vezolvarea circuitelor gimple electrostatice, în regim permanent sînt 


date în general tensiunile M, și valoarea capacităţii — respectiv elastanţei — 


* Justificarea acestor relaţii se va vedea la capitolul TI la paragraful 2,3,4. 
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ctricitate 0, şi tensiunea la 
sint suficiente relaţiile 
dau numărul de ecuații necesar pentru determinarea 

i tensiunea la bornele ab 


itățilo de ele 


să so determine cant 
Pentru această 


şi se caută 
densatoare. 


bornele diverselor con 


(1.105) şi (1.108) care © | ţ 
cantităților de alectricitate Q.; relaţia (1.93) dă apo : 
condensatorului. i Prg i 
În general, numărul de ecuații care se pot sorie cu cole două relaţii : Se 
atilizind toate nodurile reţelei și toate buclele ce se pot obţine în rețea este 
supranumerar. Se demonstrează“ că, dacă N este numărul de noduri din 
retea, L numărul de laturi şi B numărul de bucle ce se pot forma în. rețea, 
relaţia (1.115) se poate aplica numai de 
ca 
IP ENI (1.109) fo; 
ori, iar relația (1.108) de cu 
as 
B-L-NF1 (1.110) for 
ori. Relațiile (1.109) şi (1.110) se numesc ecuaţiile topologice ale reţelei. , 
Din această metodă generală, cu ajutorul unor teoreme speciale, se fig 
deduc diverse metode de calcul ale reţelelor electrostatice, metode care Cu 
în general conduc la operaţii mai simple şi la utilizarea maşinilor de calcul. | CI 
Aceste metode, fiind analoage cu acelea care se utilizează la rezolvarea reţe- cit; 
lelor electrice obişnuite, se vor studia la capitolul respectiv din eleetroci- ste 
netică**. ai 
lib 


1.4.5.2. Exemplu de aplicaţie. Ca un exemplu de aplicaţie, fie de 
rezolvat reţeaua electrostatică dată în figura 1.58, în care C, = 25uF, Ca = 
= 100uF, C, = 50uF, Ca = 1004F, ©; = 50u E 
8 ȘI y = 1300 V. Fie Q, Qz Qa Qu şi Q; 
sarcinile necunoscute ale condensatoarelor. Atri- 
buim în mod arbitrar semne de polaritate ar- 
măturilor condensatoarelor din circuitul dat 
(fig. 1.58). Circuitul avind N = 4 noduri şi 
L = 6 laturi, relaţia (1.105) se va aplica de 
P = N — 1 = 4 —1=3 ori, iar relaţia (1.108) 

de d3 = 20 N +1 =6— 3 +1 = 3 ori. 
Notînd cu Q sarcina debitată de sursă — 

de asemenea necunoscută —, se obţine: 


La nodul A 00 —0, —09 
po dal BO REC NE al 


5 


La nodul C 03 —Qu— Q z 


În bucla ABC SQ, I 8.0, + 830; 


2 


În bucla BOD — Qa + SQ, S= À 


ka et a 
[CP adică O, N 
© OOPS 


Fig. 2 a x. x 
ig. 1.58. Reţea electrostatică de rezolvat, În bucla VABD S N $ 
care constituie isi n p SQ H SaQa = Ta 
c tuie un sistem de sase ecuatii lini 
te cons e PET ouații liniar, cu sas y 3C i cg 
86 oma DEAR metode cunoscute si ata. cu şase necunoscute şi care 
=% p. 2 f R aS. 
0, -a0 o" 3,0:10730, Qa = 4,5:10%0 
4, = 4 , Qs 0,5:10-20, O -20 şi 
4 ] , 0:1070 şi F à F 
Vso = 800V, Vao = 900V, Vop 100 V Y PE îi Fag = 1009 
? RC = ` 
* Vezi 2.3.4, 


ss Vezi d 93 
* Vezi 2:3:5, 2.9.0, 2.0.7 si 2,3,8 


Somnul minus care a apărut la sarcina Q, ne arată că sensul arbi- 
trar, ales do noi, nu este cel just şi deci trebuie schimbat. 

Cunoscind sarcina totală debitată de sursă, și care este sarcina totală 
absorbită de circuit, precum şi tensiunea la bornele sursei și deci a cir- 
cuitului, se poate determina capacitatea echivalentă a montajului dat. 
Se găseşte 


0 2 000 po pe dee e d Deo eta (ua RE pan uF. 
U 1300 A 13 13 


1.4.5.3. Transfigurarea circuitelor electrostatice stea și triunghi. În 
calculul circuitelor electrostatice este de multe ori avantajos să se trans- 
forme un circuit buclă, format din trei laturi — un triunghi — într-un cir- 
cuit în formă de stea cu trei laturi și invers. Această transformare trebuie 
astfel făcută încât starea de echilibru a rețelei să nu se schimbe; trans- 
formarea respectivă se numeşte transfigurarea rețelei. 

Fie într-o reţea oarecare un triunghi ABO pe care vrem să-l trans- 
fisurăm într-o stea ABCO. Problema ce trebuie rezolvată este următoarea : 
Cunoscînd capacităţile Cup; Czo şi Coa din 
circuitul triunghi, să se determine capa- A Â 


citățile C4, Cs şi Co din circuitul în 

stea, sau invers, fără ca echilibrul reţelei Cop Ca CA 

să se schimbe (fig. 1.59). Pentru ca echi- be A Ga 
librul rețelei să nu se schimbe prin N 


transfigurarea efectuată este necesar ca 


potențialele punctelor A, B şi O să 9 Cac 
rămînă aceleaşi iar cantitatea de electri- Fig. 1.59. Circuite electrostatice triunghi şi 
citate dată de restul reţelei elementului stea. 


ce se transfigurează să rămînă acelaşi. Aceasta revine a spune că, între 
două puncte oarecare ale reţelei ce se transfigurează, capacitatea echivalen- 
tă este aceeași. 

Fie pe rînd nodurile A și B, B şi 0, C şi A în cele două reţele. Se 
poate scrie: 


Sag (Soa + Sao) 


57 Sia = , 
4 a SaB + SBo + Soa 
Spo (San + Soa) 
8 SP, 
GG Sup + Sao + Soa 
Soa (Sao + SaB) 
Se al Su T 


Sag + Sao + Soa 


care se rezolvă uşor aducind două ecuaţii şi soăzind pe a treia. 


Se găsește 
Sun *So, 
Rr San oa 
San +H Sno t Soa 
hu Spo * San 
Pap erati pe, - 
San H Sno + Soa (1.111) 
Soa: S 
D Soa » Spro 


San + Spog h Soa 
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7 — o, 228 


Caloulind atum capacităţile corespunzătoare Bo gănonte imediat 


Can Sos 1.112 
da = Oan ct Oea + feo a12) 
şi alte două valaţii analoago. E apia TAINA 


obtine relaţiile mecesaro rii italui 
it a at aa AU (1.111) impărýim cu a troia relaţie — membru 
cu membru — primele două relaţii, Se găseste 


N Sg 
Sa 542, de unde rezultă, Spo = 8ang, 
Sp Soo A 
È S 
90 
Sa — S42 de unde rezultă Sos = Sup 
| Sp 
So  Soa 


Tntroducind expresiile Sao și Soa în prima din relaţiile (1.111) vezultă fără 
dificultate 


Sup = Sat Ss a 


şi alte două relaţii analoage. 
Trecind acum la capacităţi se găseşte 


Cu: Cn A 


GEL, sai ue 
Ca + Cp + Co 


(1.113) 


şi alte două relații analoage. 


1.4.6. CAPACITĂȚI ELECTRICE ÎN SISTEME MULTIPLE 


1.4.6.1. Definirea capacităţilor electrice în sisteme multiple. Studiul 
făcut pentru capacităţi în sisteme de două conductoare formînd un sistem 
complet în spațiu constituie un caz limită, ideal; în realitate trebuie să 
se ţină seama de influența pe care o exercită pămîntul asupra sarcinilor 
conductorilor. Considerind pămîntul ca un conductor ideal, infinit de mare, 
care se află la potenţialul zero, cazul unui sistem de două conductoare 
trebuie studiat tinind seama și de sarcinile Qio Şi Qao care se indue în 
aceste conductoare din cauza prezenţei pămîntului ; sistemul complet tre- 
buie considerat ca fiind compus din trei conductoare sub influență reci- 
procă (fig. 1.60). În consecinţă, conductorul 1, care se găseşte la poten- 
țialul V, > Vo, va purta sarcina i T 

Qi = Qia + Qio 


dat tă i ) iii nį i oxor i « Și | An int De Asemenea 
OTU J f lony s) citată do conductorul P ŞI de DĂ À ? 
- i ) j X m Js A i 
cond uctorul 2 Vă purta Barcina 


în care avem Qi = — Qa Bi Qo aa 
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27) 


în acest caz se vor putea defini niște mărimi de forma 


SX Qio eS Qia DR Qoz 
O Da Ca (1.114) 


care au aceleaşi dimensiuni ca 
şi capacităţile şi care se numesc 
capacități parțiale sau coeficienţi 
de capacitate. 


Deoarece 
Qio THANN Qor Qio e FOI Qa 
Qo2 za Q2 


este uşor de văzut că 


Cio azi Cov Oiz z Cas Coz F Cao 


Fig. 1.60. Conductoare izolate în prezența pămîntului. 


şi în consecință matricea coeficienţilor de capacitate 


(PR 2) 
0|0 | Co | Coz 


1 10.0 | 0 | Co 
d Oall O 


este simetrică. 

TȚinînd seama de relațile de definiție (1.114), sarcina electrică totală 
a fiecărui conductor se poate exprima cu ajutorul coeficienţilor de capa- 
citate în funcție de potențialele conductoarelor. Vom avea 


Qi => Qio AF Qi == Cio (vi == Vio) Ar CV, TR Va) 
(1.115) 


02 ay Qa aP Qa a Cool V, In Vo) SP Col Va T Yı) 


Relaţiile (1.115), numite relația capacităţilor parțiale a lui MAXWELL, 
poate fi generalizată cu ușurință în cazul unui sistem format din n con- 
ductoare în prezența pămîntului. Se va obţine astfel 


Q, = 5, CP) aa, Nam) (1.116) 
=0 


1.4.6.2. Coeficienţii de potenţial. În cazul general al unui sistem de 
n conductoare, avînd o poziţie fixă în spaţiu şi purtind sarcinile Q, (è = 1 
2,.-., n), la potenţialele respective V,(î = 1, 2,..., n), aplicind principiul 
superpoziției, se poate deduce o relație generală între sarcini şi potenţiale. 
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de ordinul i poartă 


i reini nu ia ialul 
sarcina Q, toate celelalte conductoare avind sarcini A e Pe: 
pămîntului fiind. presupus de asemenea nul (Vo = 0). în ae 2a F 


$ 


talul propriu al aoostui conductor osto 


Pentru aceasta, Să presupunem că conductorul 


Vu = Su Qi 
iar potențialul celorlalte corpuri, datorite sarcinii Q, de pe corpul i, vor fi 
Vi = Su Qi (j = 1,2, M şi ji) 


Repetind raționamentul pentru fiecare din corpuri în, parte gi apli- 
cînd apoi teorema superpoziţiei, se deduce potenţialul propriu al fiecărui 
conductor; se găseşte 


V, = $ Ku Q; (1.117) 
j=1 


Sistemul de ecuații liniare (1.117) se poate pune sub forma matri- 
ceală 


[V] = [81-10]. (1.118) 


Rezultă din sistemul de ecuaţii (1.117) că fiecare conductor din sistem 
influenţează potenţialele tuturor celorlalte conductoare într-un anumit fel, 
care depinde numai de configuraţia geometrică a sistemului şi de sarcina 
conductorului respectiv. 

Coeticienţii © au fost numiţi de MAXWELL, coeficienţi, de potential ; 
ei au dimensiunile inverselor unor mărimi de natura capacităților şi sint 
deci elastamţe. Dacă i=j, ea se numeşte elastanța proprie şi reprezintă 
raportul dintre potenţialul conductorului de ordinul ¿ şi sarcina lui elec- 
trică, sarcinile de pe celelalte corpuri fiind nule ; dacă i +j, ea se numeşte 
elastanța mutuală între două conductoare și reprezintă raportul dintre poten- 
țialul conductorului de ordinul i şi sarcina de pe corpul de ordinul j(j = 
= 1, 2,..., n și j Æ i) sarcinile de pe toate celelalte conductoare, în afară 
de conductorul considerat, fiind nule. 

„Toţi factorii © sint pozitivi; într-adevăr orice creştere de sarcină pozi- 
tivă pe oricare din corpuri conduce la o creştere pozitivă a potenţialelor 
pe toate corpurile] 

~ Factorii Sy și Sy sint egali între ei şi în consecinţă matricea [S] este 
simetrică, 

Să, aplicăm concluziile de mai sus la un caz particular simplu pentru 
a vedea utilitatea lor, Pie, de exemplu, două conductoare tilitorme, identice 
în prezenţă, formînd un sistem complet, Să calculăm capacitatea acestui 


„rară Ecuațiile sistemului se obţin din particularizarea relaţiilor(I.117) 
înt 


Vs An A rh Sia Qa 
Ve = Sa Qi th Sa Qa 
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şi, sistemul fiind complet, Q, + Q, = 0. Tinind seama că, din cauza iden- 
tităţii celor donă conductoare, Si = Saa şi cum Sia = Sa ecuaţiile de mal 
sus devin 


rezultă 
Va = Va = (Si E Kiz )Q 
şi deci capacitatea căutată este 


OO Ei DA IE j (1.119) 
Vi — Va 2 (Sa — Sa2) 


Dacă cele două conductoare filiforme sînt două conducte electrice, 
cilindrice, de rază r şi aşezate la distanța d (da> r) unul de altul, relația 
(1.119) ne dă posibilitatea de a determina capacitatea specifică a sistemului *. 

S-a arătat că intensitatea câmpului electric produs de o suprafață cilin- 
drică într-un punct M din exteriorul său este echivalentă cu intensitatea 
cîmpului produs de un conductor filiform situat în axa cilindrului și încărcat 
cu o sarcină electrică specifică lineică**. 

Aplicînd relaţia (1.60), potenţialul propriu al unuia din conductoare 
este 

1 


A inta : l 
V, =~ In— şi deci Su = m— 
2re Ñ 27e T 


daraf 


m 


iar potențialul produs de acest conductor. într-un punct de pe al doilea 
conductor este 


A, KDE. a 1 l daraf 
V, == In— şi deci S = ——ln — = 
2re d 27e d m 


Tntroducîind aceste expresii în relaţia (1.119) se obţine capacitatea 
specifică a celor două conductoare 


1,4,6.3, Factori de capacitate, Să rezolvăm acum sistemul de ecuaţii 
(1,117) în raport cu sarcinile Qi = 1, 2,..., n); se obţine 


[Q] = [SI Y] = COTE], (1.120) 


* Se numește capacitate specifică, capacitatea raportată la unitatea de lungi 
piaBe uimeste Į a de lungime, 
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sau dezvoltat 


Q = ȘI da V, (6 =1,2 ee (1.121) 


j=1 


în care diverşii coeficienţi Cy sint elementele matricei inverse a matricei 
elastanțelor şi sint de forma * 


i 5 
0, = (=) r . 


Coeficienţii Cy sînt de dimensiunile unei capacităţi şi se numesc fac- 
torù de capacitate. f f 

Dacă i = j, factorul de capacitate se numeşte capacitatea proprie æ 
conductorului respectiv și se defineşte ca fiind raportul dintre sarcina ȘI 
potenţialul de pe conductorul de ordinul i cînd celelalte conductoare pre- 
zente sînt legate la pămînt. Întrucât potenţialul are întotdeauna același 
semn ca şi sarcina, rezultă 0,<0. j 

Mărimea C; (i Æ j) se numeşte factor de inducție sau capacitatea mutuală 
dintre conductoarele 4 şi j şi se defineşte ca raportul dintre sarcina indusă 
pe conductorul j: și potenţialul conductorului i, cînd toţi conductorii, în 
afară de conductorul i, sint legaţi la pămînt. Deoarece sarcina indusă este 
întotdeauna de semn opus sarcinii inductoare, rezultă 0, < 0. 

Relaţiile (1.116), (1.117) şi (1.121) constituie relaţiile lui MAXWELL pri- 
vitoare la capacități. 

1.4.6.4. Identitatea lui GAUSS. Între factorii definiţi în cele ce preced 
există numeroase relaţii importante care sînt consecințe directe ale unor 
proprietăţi generale ale câmpului electrostatic. Ele rezultă dintr-o teoremă 
generală de reciprocitate cunoscută sub numele de identitatea lui GAUSS şi 
care se enunță astfel: 

Între două stări de echilibru ale unui sistem de n conductoare, carac- 
terizate prin sarcinile Q, şi potenţialele V, (i = 1, 2,..., n), respectiv sar- 
cinile Q; și Vi(î = 1, 2,..., n) există relaţia 


M= 


Q Vi = F gi Va (1.122) 
i=1 


i=1 


[i 


Pentru a demonstra această identitate, să considerăm sistemul simplu a 
n sarcini punctiforme q,(i = 1, 2,..., n). În acest caz, potențialul punctului 
ín care se găseşte sarcina punctiformă g este prin definiție 


pre Zi a DATĂ Ma iie ea Ante y Ki 
Le) Ti—auui Titi Tai sai Thi 


în care simbolul >, ne arată că din sumă lipses i ) 
í > arat f ă lipseşte tormenul de ordinul î 
Rezultă, ji 


* Vezi [17] pag, 324, 


În acelaşi mod se obţine 


fai TR 
şi deci 
A ab 5r, 1k 
dd i înc i! At Ta 


Relaţia (1.122) devine 


care este o identitate deoarece sumaţiile se pot schimba între ele, întrucît 


Tri > Tit 
Să utilizăm identitatea lui Gauss pentru a arăta că Sy şi Oy sînt 
respectiv simetrice. Pentru aceasta să considerăm cazurile particulare 


=l (Des (haos (= 
pentru care din (1.117) rezultă 
Vi = Buy Va = Bu: V; = Bis sees Va = Sai 
şi 
E = l = (E cae => IA 


pentru care 
Vi = Si V3 = Sa; pa... |/i= Sie ..3 A = SSe 


Aplicind relația (1.122) rezultă imediat 
Sin = Rima 
în același mod, considerind cazurile particulare 
V=1 și Vn = V=... = Va =%, 
pentru care din (1.121) rezultă 


9, = Ou, Q, = Cai Q; se On PORE) Qu = Cu 
gi 
V= 1, V= Va ee Vi aa 0 


cind 


Qi = Cp Qz = Oor: 3 Qi z. Cu REEE Qu = Cui; 
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prin aplicarea identităţii lui GAUSS se obţine 


Cu e Oi 


EE a lu da ohonie do se pe cc eu 
Considerind cazul particular 
V,+ 0, V= V= c- Vp =0 
din relația (1.121) rezultă ; 
Q = Cn Vu Q = Ca Va 9, = Cum Vo 
astfel că, deşi în acest caz avem conductoare care au potenţialul nul, ele 


totuşi poartă sarcini electrice. 
De asemenea, considerind cazul particular 


QAF0, Q =Q =... = 0, =0 
din relaţia (1.117) rezultă 


V, = Su Qo V, = Sa Qu- Va = Sum Qı 


şi în consecință pot exista conductoare neutre care să aibă un potenţial 
diferit de zero. orei 
Tot cu ajutorul relaţiilor (1.117) şi (1.121) se poate da o explicație 
cantitativă a efectului de ecran electric *. Fie un număr oarecare de Con- 
ductoare dintre care unul este 


cuprins în interiorul unui alt conduc- 
ETI tor. Să considerăm conductorul 1 
A cuprins în interiorul conductorului 2 


care este legat la pămînt (F= 0) 


: (fig. 1.61). În acest caz, liniile de 
n cîmp care pleacă de pe conductorul 
4 „Use vor termina pe suprafaţa inte- 


rioară a conductorului 2 şi cum 
Fig, 1,61. Sistem cu ecran electric V, = 0, sarama Qı depinde TUMAR 
de potenţialul propriu ; din relaţiile 
(1,121) rezultă 


Oy = Cu =... = On = O. (1.123) 


În consecință, în acest caz nu avem nici un fenomen de inducţie între 
conductorul 1 gi conductoarele externe conductorului 2, factorii de inducţie 
corespunzători fiind nuli, Această proprietate se numeşte efectul de ecran 
al conductoarelor, i 

Observăm că în cazul cînd toate conductoarele sînt legate la pămint 
în afară de conductorul 1, avem Q, = — Q, (sist F i deci din 

) a i jam complet) şi deci din 


* Vezi 1,3,5,19, 
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(1.121), On = — Oin care constituie legea influenței electrostatice stabilită, 
experimental do FARADAY. 
În acest caz avem evident 


On = On = — O = C, 
unde C se numeşte capacitatea acestui sistem de doi conductori şi 


Qa > — Q= OVi — Va). 


Din cauza reciprocității dintre factorii Sy și Cy în cazul cînd conduc- 
torul 2 ecranează conductorul 1, avem de asemenea 


Sa Sa (k>): (1.124) 


Substituind $, în locul lui Sa în a doua ecuaţie din (1.117) şi scăzîind a 
doua ecuaţie din prima se obţine 


v, = V, IR (Su T S2) Qi (1.126) 


deoarece Si, = Szo conform relației (1.124). Dacă V, > Va, atunci liniile 
de cîmp vor trece de la conductorul 1 la conductorul 2 și Q, >0; din 
(1.125) rezultă Su — Sı > 0 şi în virtutea relației (1.124) avem Su >Sız 
Relațiile (1.123) şi (1.124) sînt caracteristice efectului de ecran electric. 
În cazul cînd un conductor nu înconjură alți conductori, factorii Cy 
şi Sy au următoarele proprietăți demonstrate de MAXWELL * 


1. Cu >0, Ci; <0 şi C; >0; inegalitatea se transformă în egalitate 
în cazul unui sistem complet sau cînd un conductor înconjură pe toţi 
ceilalți și reciproc. 


2. Bu >0 și Su > Su. 


3. Prin introducerea unui nou conductor în cîmp, sau prin mărirea unui 
conductor, S, se micşorează. 


4, Dacă toate dimensiunile liniare ale conductorului è se mărese înfi- 
nit de mult, atunci Sy—> 0 şi Su —> 0. 


5, Determinantul matricei [C] = [S]: şi toţi minorii săi principali 


TH pozitivi, De aceeași proprietate se bucură şi determinantul matricei 


1,4,7, CAPACITĂȚI ELECTRICE DE SERVICIU 


„144,71, Definirea capacităţii de serviciu, Fie o linie electrică formată 
din mai multe conductoare eloctrice, care se găsese fiecare la un poten- 
tial bine definit, aşezate în prezenţa unui corp al cărui potenţial este luat 
că origine, cum ar fi de exemplu pămîntul sau învelișul metalio 


; A roteotor 
al unui cablu electric, prateatar 


* Vezi [182] Vol J, art 80b și 890, 
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á% cu raportul 


i iniți paci j 1} | te egal 
Prin definiție capacitatea de serviciu d sistemului eA i - riul 
dintro saroină a Ar po caro o capătă unul din conductoarele rk iri 
şi diferența do potenţial în fiecare moment (a potenţial e) (pán i i s 
rospoctiy şi potenţialul luat ca potențial de reteriny; origine) | tul, 
Se ta valivol Panalo al cablului sau alt conductor din sistem) cn. azi 
ca potenţialele tuturor celorlalte conductoare Să Bo gănoacă mero si ua f 
simotrică față de potenţialul de origine, ceea ce în practică se realizează cu 
suficientă aproximaţie. A | | | 
A ceată vina de capacitate de serviciu permite înlocuirea sistemului 
oci mai ugor de calculat. 


dat cu unul echivalent mult mai simplu și deci E: 
Astfel, se poate înlocui un sistem multifilar cu un sistem unifilar, 
care are o capacitate unică faţă de potenţialul de referință, dar care este 


determinată în funcţie de toate capacităţile sistemului multifilar real. 


Capacităţile de serviciu se mai numesc și capacități aparente. 
Factorii de potenţial sau elastanţele Sy, care apar în expresiile diver- 
selor capacităţi de serviciu se pot; deduce fie prin calcul direct, fie din inver- 
sarea matricei [0], definită în relaţia (1.120) a capacităţilor parțiale care 
pot fi deduse şi ele prin calcul, în cazuri simple, dar care pot fi întotdeauna 
măsurate, ţinind seama de definiţia lor. 


1.4.7.2. Capacitatea electrică de serviciu a unei linii electrice formată 
dintr-un conductor aerian şi folosind pămîntul drept conductor de întoarcere. 
Fie un conductor de rază r, de lungime foarte mare şi situat la înăl- 
ţimea h faţă de pămînt (fig. 1.62). Pentru determinarea capacităţii de ser- 
viciu se va aplica metoda imaginilor. Fie A’ imaginea conductorului A 
față de pămînt, care în această situație este o suprafață echipotențială şi 
anume aceea pentru care V = 0. Distanţa dintre conductorul A şi imaginea 
sa A' este d = 2h. iar tensiunea U, reală între conductorul A şi pămînt 
este jumătate din tensiunea care ar fi între conductoarele A şi A. 
i n aceste condiţii, capacitatea specifică C, pe care o căutăm poate 
fi considerată ca fiind legată în serie cu o capacitate identică ce apare între 
imaginea Aa conductorului şi pămînt; rezultă dar că, între conductorul 
A și imaginea sa apare o capacitate C; dată de relaţia (1.103) 


Calculul capacităţii C; este analog cu acela 
pe care l-am făcut în exemplul de la para- 
graful 1.5.6 şi capacitatea corespunzătoare 
este dată de relaţia (1.119). Se găseşte 


Fig, 1,62, Linie electrică cu un con r r 
ductor și pămînt, i i 
p gi deci 


o 2re F 
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Tind seama că linia osto aeriană, e, = 1 și deci 


1 uF 


ah km 
18 Dig 


0, = 


1.4.7.3. Capacitatea electrică de serviciu a unei linii electrice aeriene 
bitilare în prezența pămîntului. Fie o linie aeriană formată din conductoa- 


vele 7 şi 2, fiecare din ele avind raza 
r şi situate la înălțimea h față de pă- 
mint; potenţialele celor două conduc- 
toare sint V, şi Va iar potențialul 
pămîntului este presupus nul, Vo = 0 
1.63). Ne propunem să determi- 
năm capacitatea de serviciu a acestui 
sistem. í 
Aplicind metoda imaginilor, siste- i 
mul dat este echivalent cu sistemul al 
celor patru sarcini Qı, Qa, Qi şi Qs. În OR 
aceste condiţii avem evident í 


Q =Q, Qa =— Q, Q: =— Q, Q: = Q, 


Fig. 1.63. Linie electrică bifilară. 


sarcinile Q avînd caracterul de sarcini specifice lineice. Aplicînd relația (1.117) 


se obține 
V, = VS (Su TA Si TF Se + Sig) Q. 
Însă din relația (1.60) rezultă 


1 l 
Ky = i= 
2re dij 
astfel că se găseşte 
1 1 l 
5. =— ln— >»: Ña = == 
au 2re E 27e 2h ? 
1 l 1 l 
D= n— Kire m— 
Vip lv A ae 28 : 


unde R = Eh? + d2. 
Înlocuind în relația (1.126) se găseşte 


ars 


DE Oe i ini la e încolo -2ă. 
1 Vo (in 4 In Ni i 7 - In ni ba In ` 


de unde rezultă capacitatea do serviciu căutată 


|, pape Bee Q dne F 


mat, d m 


r Va RP A 


r 


(1.126) 


(1.127) 


107 


ioi 2 este idon- 


Din cauza simetriei constructive; capacitatea de sorvioiu a lin 


tiot ou acoasta. S 
în sistemul de unităţi MKSA și ținind. geam că linia so gănente în, 


aor (s, = 1), oxprosin capacităţii do sorvioiu dovino 


G, = m LEN (1.129) 


18 In 2h mas dz km 


r yii | di 


Trebuie observat do, asemenea că expresia (1.127) æ elastanței este 
valabilă în ipoteza că lungimile 7, A, d şi R sint mici în raport cu lun- 
gìmea la liniei, ceea ce este întotdeauna îndeplinit în p achica. 
Relaţiile stabilite mai sus permit determinarea capacităţii dintre cele 
două conductoare ale liniei electrice bitilare aoriono. Pentru această se con- 
sideră sistemul celor două conductoare ca formînd. un sistem. complet. Între 
diferențele de potenţial ale celor două conductoare se poate scrie 


(Va Vo) + (Va aie: Vo)=0, 


relatie care exprimă simetria celor două conductoare faţă de potenţialul comun ; 
rezultă 


Va — Vo = — (Va — Vo). 
Cum Q, = — Q, rezultă imediat aplicînd relaţia (1.128) 
Va— Vo= mte n SRE 
2me rR 2re 2h-d 


Pe de altă parte 
ia = Va (Va) (Va — Vo), 


oricare ar fi potenţialul de referinţă Vo. Rezultă 


V,— Va = 2 (n anad li pă j ln ahar, 


27 rR 2h-d me rR 


Capacitatea căutată va fi deci 


2h d E Za 


0 = l P uE 
h $ (1.130) 


36 må, —& km 


D y Ah? dă 
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OBSERVAȚIE. Dacă d &h, aşa cum se întîmplă în general la liniile 


electrice industriale, atunci Van: + di œ 2h şi expresiile (1.129) şi (1.130) 
devin 


1 F 
e 
m 
ceia 0 iza 
şi z (1.131) 
şi 
So 


r 


1.4.7.4. Capacitatea electrică de serviciu a unui sistem format din trei 
conductoare simetrice în prezența pămîntului. Un astfel de sistem poate 
fi constituit dintr-o linie electrică formată din trei 
conductoare cilindrice, a căror lungime este foarte ma- 
re în raport cu distanța dintre ele, identic construite 
şi simetric montate față de o suprafață a cărui poten- 
tial Vo se ia în general egal cu zero și care constituie 
potenţialul de referință comun al sistemului. 

În practică acest sistem poate fi realizat în două 
moduri distincte : 

a) Cele trei conductoare, identic construite, con- 
stituie cele trei conductoare ale unei linii electrice 
aeriene (fig. 1.64). Pentru obţinerea simetriei, cele trei 
conductoare se aşază în virturile unui triunghi echila- 
teral, iar pentru obţinerea simetriei față de pămînt 
cele trei faze se rotesc între ele la anumite distanţe pia a EESTI, 
egale, astfel ca fiecare conductor să ocupe aceeași poziţie "E: iară trifazată. 
în spaţiu. 

b) Cele trei conductoare sînt montate simetrie într-o învelitoare meta- 
lică protectoare (fig. 1.65); între cele trei conductoare şi învelitoarea meta- 
lică este un mediu electric izolant, de permitivitate şi rezistivitate mare. 
Acest sistem constituie un cablu electric şi învelitoarea protectoare, consti- 
tuie suprafaţa a cărui potenţial este luat de referință ; învelitoarea pro- 
tectoare este legată de obicei la pămînt. 


Fie Vi, Və, Va şi Vo potenţialele celor trei conductoare şi potenţialul 
de referinţă, oricare ar fi sistemul de construcţie al liniei electrice. Sime- 
tria celor trei potenţiale faţă de potenţialul de referință se exprimă prin 
relaţia 


(VP, — Vo) (Va — Vo) (Vs — Vo) = 0, (1.132) 


care trebuie să fie identic satisfăcută oricare ar fi forma potenţialelor — con- 
stante sau variabile în timp. 


Aplicind relaţia capacităţilor parţiale a lui MAXWELL (1.116), se poate 
scrie (fig. 1.66) 


Qi = Cio (Va — Vo) + Oia( Va — Ya) + Cali — Va). (1.133) 


109 


Din cauza simetriei constructive 
Os = Oa = Oa şi Cio = Oz = O20) 


semnificația acestor capacităţi fiind arătată pe figura 1.66, astfel că relația 


(1.133) devine 

Q, = Ciol VS Vo) + Cill Vi — A + UE a Va)] (1.134) 
Seoţind din relația (1.132) valoarea lui (V, — Vo) şi adăugînd ambilor mem- 
bri ai egalităţii obținute 2(V, — Vo) rezultă, 


SV, — Vo) = (Va — Ya) t (Va — Va) 
pe care introducînd-o în relaţia (1.134) se găseşte 
Q, = (Cio + 3012) (Va — Vo) 
şi deci capacitatea de serviciu este 


0 0 a C, F 3 Oa 1.135) 
C, n= A- Ae TOSA a ( a 


sarcina Q, (i = 1, 2, 3) fiind o sarcină lineică. Este uşor de văzut că, ori- 
care ar fi conductorul liniei, capacitatea de serviciu este aceeași. 
Capacităţile care intră în expresia capacităţii de serviciu se pot deter- 
mina experimental şi anume, 
— capacitatea 0, este capacitatea condensatorului avind una din armă- 
turi pe unul din conductoare şi a doua armătură conductorul la potenţialul 
de referință (învelitoarea sau pămîntul), care în general este nul, cele trei 
conductoare ale liniei găsindu-se la acelaşi potenţial; 
— capacitatea Cj este capacitatea unui condensator avînd una din armà- 
turi pe unul din conductoarele liniei și a doua armătură un al doilea 
conductor al liniei, acesta din urmă împreună cu al treilea conductor al 
liniei şi cu suprafața 
de referință (învelitoarea 


2 AA NA 
LA sau pămîntul) găsindu-se 
A > à Pe 3 e 
Ca a IN la acelaşi potenţial. 
N |A in modul acesta, 
V pe e Ca în det orminarea acestor 
7% \ capacități, se ţine seama 
\ A 
| IEN AIA de prezența celor patru 
| ly | 3 conductoare, 
i : K 
! | i Prin utilizarea no- 
mda pt i p iunii y Capacita 
Cp i Ca zh Gy ( m i de Capacitate de 
pi i | serviciu, sistemul real al 
| | th bir abia EA 
TIILI II TITT, liniei (fig, 1.66) se înlo- 
Agia MR cuieşte printr-un sistem 
Fig, 1,65. Cablu elec ig. 1.66, Capacităţile parțiale ale unui sis echivalent avind numai 


= pei dă tem de trei conductoare Nes zii 
tric trifazat, á trei capacităţi (tie. 1.67). 
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LATS: Capacitatea electrică de serviciu a unei linii eloctrice aeriene 
trifilare simetrice. Fie o linie trifilară aeriană, formată din trei conduc- 
toare identice, cu seoțiunea circulară, do rază A, montate simetrie la dis- 

t 


tànța d între ele (fig. 1.08). Linia oste construită la o înălțime suficient 
de mare de påmint pentru a so putea neglija influenţa acestuia gi să fie 
astfel considerată ca un sistom izolat în spațiu (sistem complet), 


Capacitatea do serviciu se deduce ime- 


diat din relaţia (1.135) în care se face Ojg=0. 2 
Notind cu O, valoarea comună egală a celor prii 
trei capacități între linii, se obţine (rtea eh 
va f $ 
= ă | at Í X 
0 =830, (1.136) ul! pf 
Coat bF 
Expresia capacității de serviciu se poate ! | F6 


deduce şi direct folosind relația (1.117). VOM 777070 PTT 


avea în acest caz 
Fig. 1.67. Sistemul echivalent da ca- 
pacități al unui sistem de trei con- 


Fi = Su Qı + Sia Qa + Sus Qa (1.137) ductoare. 


Din cauza simetriei is = Sı şi sistemul fiind d_ LX 
complet, Q. + Q, = —Q,, astfel că relația \ 5 K ' 
i 7 


(1.137) devine 


Vi = (Su — Sa2) Qy / 
AN | 
de unde rezultă expresia capacităţii de serviciu NG Ø r 
N ~L 
aZ 
1 Á 


Q. 
Tetani il 
y Vi Su — Sia (1.156) Fig.1.68.Linie electrică ae- 


riană trifazată simetrică. 
Tinind seama de expresia (1.137) a elastanţelor, se obţine 


0, => 2re F 


d m 
T 


sau, în sistemul practic de unități, şi introducînd permitivitatea aerului, 


1 F 
aoe d je 
; d km (1.139) 
18 In — 
r 


Expresia obținută este analoagă cu expresia (1,131) a capacităţii de serviciu a unei 


linii bifilare pentru care d <€ h, 
Comparind relaţia (1,138) cu relația (1.119) care dă i i 
E a (11i ) ; . capacitat 
sistem complet format din două conductoare, rezultă i eak 
0, = 20 = 30, (1.140) 


regia ce conduce la o contradicţie, expresiile (1,139) şi (1,131) fiind identice desi 
1 reprezintă capacitatea dintre două conductoare izolate în spațiu în prezența 


IEI 


Fig, 1469. Linii de cimp în cazul liniilor electrice 


i | i i dintre două conduc- 
nui al treilea conductor; pe cind 0 reprezintă capacitatea 
toate singure, de int că izolate în spaţiu. Contradicţia este numai aparentă, 


căci, din relaţia (1.140) rezultă 


0=20 


relaţie care se explică după cum urmează: În cazul unei linii bitilare, liniile de 
mS intre cele dou dohătiotoate sînt simetrice în tot spaţiul în raport cu linia, 
care uneşte celo două conductoare (fig. 1.692). În cazul unui sistem cu trei 
conductoare, între două conductoare ale acestui sistem liniile de cîmp nu mai 
sînt simetrice faţă de linia care unește cele două conductoare, numărul și forma 
lor fiind influențate de cîmpul datorit celui de al treilea. conductor (fig. 1.69, bj. 


Cîmpul corespunzător este astfel redus în raportul A . 


1.47.6. Imaginea unui conductor situat excentrice într-un cablu. Să 
considerăm un conductor cilindric A, de rază r situat în interiorul unei învelitori 
metalice M în contact cu pămîntul (fig. 1.70). Această învelitoare este deci o 
suprafață echipotenţială cu potenţialul Vo = 0. Sistemul constituie un cablu 
electric în care conductorul A este situat excentric, excentricitatea fiind la 
distanța a de centrul învelitorii metalice. Raza învelitorii este R. Să presupunem 
conductorul cilindric foarte lung şi avînd o sarcină superficială Q, a cărui efect 
electrostatic este echivalent cu acel al unei sarcini lineice Q situate pe axul 
cilindrului *. Aplicînd principiul echivalenţei **, sistemul considerat poate fi 
înlocuit cu un sistem de două conductoare A şi B, conductorul B fiind situat 
la distanța d de centrul învelitorii M şi purtînd o sarcină egală și de sens contrar 
cu sarcina conductorului A; pentru acest sistem suprafața cilindrică W este 
o suprafaţă echipotenţială. 

a B se numește imaginea conductorului A faţă de suprafaţa W. 
Eo istanța d unde trebuie aşezat conductorul B se determină observi ă 
liniile de cimp ale sistemului filiform AB sint cercuri cu pere ec 
perpendiculară pe mijlocul distanţei AB***. Dintre acestea, unul trebuie să fie 


4) 


îariana. Fig, 1,70, Cablu electric cu conductor excentric. 


ortog nal suprafeței cilindrice ( =] Eg i t Uy l aa 
o , M, We 6L te Li f Í R t e 

bui CEO + € ji Fi lc ( rt op > li € AY Supra AN Ă de Į i el E ì raza 
ACER a IY OT iția WY gona itate KO 0X primă prin relat A 


pt „+ Ri 00, 


5 
++ Vezi 1.3.5.9. 
4 
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ai, ip 


iti} “a a 1,70, rezultă 
de wnde, ținind seama de olomontele goomatrica din gura 1,70, re 


nt (4.141 
d * n ) 
a 


LATO, Capacitatea electrică do aorviolu a unul cablu seir lepina h 5 
cadul electric format din donă conduotontro Ash, attan dia i m A 
siteate la distanța a do centrul cilindrului M, de rază Je, care do ză A hrnie 
metalic al cablului (fig. 1.71) Colo două conductoare poartă respectiv sarcini 


Fig. 1.71, Cablu electric bifilar, 


lineice specifice + Q. Pentru determinarea capacităţii de serviciu a acesta 
cablu se va folosi metoda imaginilor expusă în paragraful precedent. 
Potenţialul V, al învelișului metalic * M fiind nul, conductoarele imagine 
A” și B’, situate la distanţa d do centrul cablului — date de relația (1.141) 
poartă respectiv sarcinile F Q. 
Aplicînd relaţia (1.117) se găseşte potenţialul conductorului A 
Va = Laat Sanelma) + Sant — Qa) + San: Qa= QAS Ş 


y y 
LA Sas? 


Elastanţele respective se determină cu ajutorul relaţiei (1.127) găsindu-se 


: 1 w 1 l t t 
' YP n Su, In , San lu 
2ng r 2ne d= a Sne 
| l 
In ) 
în e dia 
de unde, 
9 d a Qa ] ha a 
Va In In 3 
ts i i a we I hă Ti 
> nümit mantaua cabtiului 


tinindu-se seama de relația (1 


141), Rezultă deci capacitatea de serviciu a 


conductorului A e r 
s= ] da Ra m 
a TE R +a? 


7 seam l ji i înlocuind în 
minta seama de expresia, (1.7) a permitivităţii absolute şi 
castă a AA prea fi vidului, se obţine 
0,= SE y (1.142) 
EF 2a RÌ?—a km 
18In— . Rai 


care este expresia capacităţii de serviciu în unităţi practice. 


i ică ifică le unui cablu 
1.5.7.8. Capacitatea electrică specifică între conductoarele u 
electric “bifilar. n acest caz, capacitatea este dată de relația (1.93) şi este 


DR 04 O KOA 
Vu— VB 2Va? 


Cı 


întrucit, sistemul fiind complet, vom avea Vu + Va Comparind cu expresia 
obţinută în cazul precedent, rezultă că, în acest caz, capacitatea dintre cele două 
conductoare ale cablului este jumătate din capacitatea de serviciu a unui 
conductor. Se obţine deci din (1.142) 


(1.143) 


OBSERVAȚIE. Din relaţiile (1.142) şi (1.143) se pot deduce cu ușurință 
relaţiile (1.131) obţinute pentru linia electrică bifilară aeriană, dacă se face 
£, = l, 2a = d și se calculează limitele respective pentru R — co. 

1.5.7.9. Capacitatea electrică de 
serviciu a unui cablu electrice triiilar. 
Într-un asemenea cablu cele trei 
conductoare ocupă poziţii în vîrfurile 
unui triunghi echilateral cu centrul în 
centrul secţiunii circulare a învelitorii 
metalice M (fig. 1.72). Excentricitatea 
celor trei conductoare este aceeaşi şi 
egală cu a iar raza învelitorii metalice W 
a cablului este R. Potenţialul mantalei 
cablului este presupus nul ( V ,=0). Apli- 
cînd metoda imaginilor, distanţa d a 
conductoarelor fictive se calculează cu 
relația (1.141), Aplicind acum relaţia 
(1.117) se obţine potenţialul conduc- 
torului A, 


Vai = Saa Qa Ai Saala) t Susa I 
Fig. 1.72, Cablu electric trifilar + San (~a) + Sua Qo + Sao (— Qo). 
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Diversele clastanțe se calculează cu relația (1.127) ţinîndu-se seama că 


AB = 40 = a V3, 
B' = A0' = Vai + dH ad a A: A, 


după cum se poate uşor deduce, și că sistemul dat este un sistem complet deci 
Qa + Qr + Qo = 0, 
expresia potențialului căutat devine după cîteva calcule algebrice elementare k 
; Qa 3a? (Rè - 29] 
Vo lea aa RS — aè | 
Rezultă capacitatea de serviciu căutată 
Ane E 


[E E] = 
72 RS—a6 


G = Er EDR 
F 9ln E 3a? (R2 — | km 


T? RS — aê 


0, = 


sau în sistemul practic 


Este ușor de văzut că, și în acest caz, dacă se calculează limita către'eare 
tinde C, cînd raza învelitorii metalice crește infinit de mult şi se ţine seama că 


43 = d, se obţine relaţia (1.139) a unei linii aeriene tritilare. 


1,5, STUDIUL DIELECTRICILOR 


1,5,1. CONSTATĂRI EXPERIMENTALE. EXPERIENȚA LUI FARADAY 


Să considerăm un condensator electric care, pentru simplificare, să presu- 
punem că este plan avînd ca dielectric vidul şi la care se neglijează efectul de 
margine; permitivitatea acestui mediu fiind ** 


* Avem succesiv 


d ~ 3 2 Aea, 
Ya -n| apă ays — rl R = as = 
Te 


r "Var F ad Fe r ` TRT Ria. Tai 


2 24 [30 Ra T Ra [se aa 
4ne pă RA Ra- qi Are n Moi Rad ÎN 


** Vezi 1,1,7, 
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capacitatea condonsntorului, dată de relația (1.97) este 


5 
ba =: 
0 = om 


teo avmătunilo acestui condensator se introduce un dielectric oare- 
betie şi izotrop, do pormitivitate rolativă e, capacitatea condensa- 


varo 
torului dovino 


S 
O= epe, SE ee Oo; 


în consecință, capacitatea condensatorului a crescut în raportul 


G — 
— = Ep 


Go 
Menţinind constantă tensiunea aplicată armăturilor condensatorului, prin 
legarea la o sursă de energie electrică, condensatorul se încarcă în cele două 
cazuri cu cantităţile de electricitate 


Qo = OU şi Q = 0U = e, Co U 


dă 
k 
x 


şi rezultă Q = e,» 


adică sarcina condensatorului a crescut în acelaşi raport. 
Dacă însă menţinem sarcina condensatorului constantă, atunci se obţine 


Q = Co Uo şi Q = CU = e, Co U 
și deci 
TU, 


Er 


adică, în acest caz, tensiunea, la bornele condensatorului scade în raportul sp. 
ntrucit s-a neglijat; efectul de margine, cîmpul între cele două armături 
este uniform și avem 


U = Hd si U= Ed, 
d fiind distanţa dintre cele două armături şi deci 


7 E 
D= 
Ep 


cimpul dintre cele două armături reducîndu-se în raportul 4 prin introducerea 
dielectricului respectiv. y 


T16 


pe 


ri 


red 


Bxperienţa lui FARADAY scoate în evidență rolul pe care îl joacă dielec- 
tricii în producerea diverselor fenomene electrostatice, în raport cu producerea, 
aceloraşi fenomene în spaţiul vid. 

Să analizăm fenomenul care are loc în experiența lui FARADAY. Cele 
două armături plane ale condensatorului, de arie şi aflate la distanța d una faţă, 
de cealaltă, sînt menținute la aceeaşi 
diferenţă de potenţial Vis = Vi — V, 
cu ajutorul unei surse de energio elec- 
trică (o pilă electrică de exemplu) 
(fig. 1.73). În lipsa dielectricului, în ~ 
vid, între armături apare un cîmp elec- 
trostatie uniform, avind intensitatea Fig. 1.73. Condensator electric cu un dielectric oarecare. 
E sensul de la placa pozitivă către 
placa negativă şi modulul 


Vp + + + 


Fe: a, (1.144) 


În consecință, armăturile poartă sarcini electrice avînd o densitate superficială 
S dată de relația (1.74) =. 
99 = o Eo h, 


îi fiind versorul normalei la suprafaţa plăcilor îndreptată către interior de la 
placa pozitivă către cea negativă. Introducînd între armăturile condensatorului 
o placă izolantă de grosime d şi de permitivitate relativă e, diferenţa de potenţial 
rămînînd constantă, cîmpul între armături F, rămîne de asemenea constant, dar 
densitatea, de sarcină de pe părţile din armăturile condensatorului care ating 
dielectricul devine c # oo și este 


o = e Eon = co er Bon = e, Oo: 


Rezultă dar că, în timpul introducerii dielectricului între armăturile 
condensatorului sursa trebuie să furnizeze, pentru fiecare unitate de suprafață 
atinsă de dielectric, o cantitate de electricitate 


Lă 


o = o — o = (e, — 1) oo = (e, — 1) co Fon (1.145) 


fapt ce poate fi uşor constatat prin introducerea unui ampermetru în circuitul 
pilei. 


1.5.2. POLARIZAREA DIELECTRICĂ 


Fenomenul prin care un mediu izolant, un dielectric, produce o va- 
riaţie a câmpului electric în modul descris prin experiența lui Faraday se numeşte 
polarizare dielecirică, 

Din punct de vedere electric corpurile sînt neutre atit timp cit nu sînt 
supuse unor influenţe electrice exterioare, Un corp neutru este caracterizat prin 
aceea că densitatea de sarcină electrică, în orice punct al său este nulă. Corpurile 
neutre se împart în două mari categorii: 

a) corpuri, neutre nepolarizate electric, cure dacă sînt introduse în orice fel 
de cîmp electric — uniform sau neuniform — nu sînt supuse unor acţiuni pon- 
deromotoare — torţe sau momente ; 

b) corpuri neutre polarizate electric, oare, dacă sint introduse în cîmpuri 
electrice uniforme, cu orientări potrivite, sînt supuse la cupluri, iar dacă sînt 
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intuoduse în cimpuri neuniforme ot orientări 


ln forto, ; 
Polurisaţia electrici, ponto fi la rindul ei de 
depinde do intensitatea locală a cimpu 
permanentă, dacă nu depinde do intensi 


potrivite, sint supuse și 


două feluri: temporară; dacă 
lui electric în care este situat corpul și 
tatoa locală & câmpului electric. 


Din punct de vedere microscopic, polarizarea di- 
oleotrioù temporară se explică prin aceea că, introducînd. 
un corp izolant într-un cimp electric, în acest corp se 


separă perechi de sarcini electrice egale şi de semne con- 
tarii, caro nu so separă din punct de vedere macroscopic, 


+ deoarece, prin fragmentarea 


unui dielectric polarizat se 


obţin tot două fragmente dielectrice polarizate și nu două 


EUY sarcini electrice distincte. | 
Fenomenul se explică prin teoria care atribuie o 
mobilitate sarcinilor electrice ce se găsesc în interiorul 


atomilor şi moleculelor care e 


onstituie dielectricul. 


Fig. 1.74. Sferă metalică în Dacă se introduce o sferă mică, metalică, neutră, în 
cimpul electric uniforma! cîmpul uniform dintre armăturile unui condensator plan, 
unul condensator electric. capacitatea condensatorului va scădea* ; prin influență, 
pe partea sferei dinspre placa negativă a condensatorului va apărea o 
sarcină pozitivă şi pe cealaltă parte, înspre placa pozitivă va apărea o 
sarcină negativă (fig. 1.74). În cazul general, distribuţia sarcinilor depinde de 
poziţia sferei în raport cu armăturile. În loc de a considera o sferă unică pe care 
sarcinile egale şi de sens contrar apar pe două calote opuse, este tot una a consi- 


dera două sfere pline identice, una încărcată cu sar 


cina pozitivă şi cealaltă cu 


sarcină negativă şi care, sub acţiunea cimpului electric, sînt uşor deplasate una 


față de cealaltă. 


cîmp electric. 


Aceasta ar fi imaginea unei molecule (presupusă sferică) introdusă într-un 


Modul acesta de a vedea este în conformitate cu ideile moderne 


asupra constituţiei materiale. Un atom este constituit dintr-un nucleu greu 
încărcat cu sarcină pozitivă; în jurul său gravitează electroni încăreați negativ, 
în număr suficient pentru a tace ca atomul să fie neutru din punct de vedere 
electric. Sub acţiunea unui cîmp electric exterior, traiectoria electronilor se 
modifică şi totul se petrece ca şi cum centrul de greutate al sarcinilor negative 
ar fi deplasat. E 
Pentru a examina această problemă mai în amănunţime să luăm atomul 
cel mai simplu, atomul de hidrogen, care este constituit dintr-un nucleu încărcat 


cu sarcina electrică +q, în jurul căruia gravitează 
un singur electron purtind sarcina negativă —g 
(fig. 1.75). Atât timp cât atomul de hidrogen nu este 
supus vreunei acţiuni exterioare, traiectoria elec- 
tronului este cuasicireulară (1), Sub efectul cîm- 
pului electric exterior, traiectoria electronului se 
alungește (2) și în nici un moment centrele de acpi- 
une ale sarcinilor pozitive şi negative nu mai coincid ; 
un atom care ge găseşte în această stare este asi- 
milabil cu un dipol electric caracterizat prin mo- 
mentul electric p = ql, unde q este sarcina depla- 
sată gi l este distanța cu caro s-a deplasat 
centrul de greutate al pozițiilor electronului față 
protonului, 


* Vezi 1.5.9.2, 
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Fig. 175, Atomul de hidrogen. 


de centrul de greutate al 


en? 


Din cauza forţelor de atracție dintre electron și nucleu, deplasarea este 
foarte tei practic proporţională cu intensitatea cimpulni electric exterior, ca 


şi momentul p. Se spune că dipolul obţinut este cuasielastic. - ză 

Acelaşi fenomen se produce cu toate corpurile astfel că, pentru toți atomii 
sau pentru toate moleculele există o deformaţie provocată de cimpul electric și 
oare ar fi singura cauză a efectelor dielectricului. Această deformaţie este de 
altfel foarte mică căci, un cîmp de 1 V/cm dă o deplasare care este — ca ordin 
de mărime — de 10% ori mai mică decit diametrul atomului. Dacă un efect atit 
de mic poate da naștere la permitivităţi relative foarte diferite de unitate, 
aceasta se datorează faptului că forţele elementare din interiorul atomului sint 
foarte mari datorită dimensiunilor sale foarte mici. 

Rezultă dar că fiecare atom sau moleculă dintr-un corp devine un dipol 
electric ; sensul momentelor electrice dipolare ale acestora este acel al cimpului 
exterior JI. Polarizarea este egală cu suma momentelor dipolilor elementari 
cuprinși în unitatea de volum. 

Acest fel de polarizare a dielectricilor se numeşte polarizarea de deformare 
şi este singura care se produce la substanțele constituite din molecule nepolare 
simetrice, molecule care n-au moment electric inițial. Din această categorie de 
substanțe fac parte hidrogenul, oxigenul, azotul ete. 

Polarizaţia electrică temporară de deformare dispare de îndată ce a dispă- 
rut cauza care a provocat-o. De asemenea în polarizația temporară, permitivi- 
tatea relativă a dielectricului nu depinde de temperatură, întrucît forțele electrice 
care apar datorită cîmpului electric sînt echilibrate de forțele intermoleculare, 
care nu depind de agitația termică a moleculelor. 

Există o altă clasă de substanțe izolante, ale căror molecule au un moment 
electric diferit de zero chiar atunci cînd nu există un cîmp electrice exterior. Astfel 
de molecule se zice că au un moment electric spontan şi se numese molecule polare. 

Se ştie că, un mare număr de molecule în soluţie se disociază în ioni, adică 
în părți libere purtînd sarcini electrice. Astfel, de exemplu acidul clorhidric 
(HCI), deși cei doi constituenți ai săi, H și Cl, sînt intim legaţi unul de celălalt, 
o astfel de moleculă prezintă o sarcină pozitivă de partea atomului de hidrogen 
și una negativă de partea clorului, așezate la o oarecare distanță una de alta ; 
acest fel de molecule constituie un dipol. Agitaţia termică aduce dipolii într-o 
așezare dezordonată, iar în spaţiul exterior cîmpurile electrice ale diverşilor 
dipoli se neutralizează, reciproc. Dacă o asemenea substanţă este introdusă 
într-un cimp exterior, dipolii tind să ocupe poziţii astfel încît axele lor să 
fie orientate de-a lungul liniilor de cîmp. Acestei aşezări ordonate i se opune 
însă agitația termică și ca urmare se va produce numai o oarecare rotire a 
dipolilor în sensul cimpului. La efectul de orientare a axelor dipolilor se adaugă 
și efectul de deformare a moleculelor. Aceasta este polarizaţia de orientare sau 
polarizația de rotaţie. Și în acest caz, polarizaţia este egală cu suma vectorială a 
momentelor electrice ale dipolilor cuprinși în unitatea de volum şi este practie 
proporţională, cu intensitatea cimpului electric exterior. 

O ordonare perfectă ar exista numai pentru un cîmp electric de intensitate 
infinită sau la temperatura zero absolut, 

Corpurile la care predomină polarizarea prin deformare se nume 
diaclectrice iar corpurile la care predomină polarizarea prin orient 
pn tarta 

, Folarizapia permanentă depinde de cauze neelectrice ; ea poate apărea s 
mai multe forme ; polarizație piezoeleotrică, atunci cînd corpul ago cca Ap ră 
deformare mecanică; polarizație piroeleotrică, atunci cînd corpul s-a Lapi ata 
prin încălzire ; polarizare permanentă a eleotreților pe care o prezintă nunta 


se corpuri 
are se numese 
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at supuse unor anumite 
fenomenul fiind analog 


ceruri ete.) după ce au fo 


ialo (răşini, plexiglass i 
ea Nna R imp electric foarte intens, 


tratamente termice intr-un 0 
metismului permanent *. i i cra, să 
eig Dintre materialele care prezintă o Pe Arare a og poa lată 
i + crist mart, sarea SEIGNE j ina. B 
cunoscute sint: cristalele de cuarț, na aiarra 
i i roase utilizări tehnice : se folosesc as peni i 
piezoelectrice au nume 0 ae Les seobțiui-o 
carea i ogiatrările pe discuri ; prin polarizare ele“ I 
oa na e tin soli acest efect piezoelectric invers este folosit i 
producerea ultrasunetelor, pentru construirea de etaloane de frecvență, la 


năsurarea timpului ete. > 8 Mesa 
5 À ică este o formă specială a polarizației permanente 


Polarizația feroelectr ) cială al ane 
şi care se caracterizează prin o polarizare neliniară sub acțiunea unui cîmp 
electric. Aceste materiale prezintă printre altele, fenomenul de histerezis electric. 


eral fenomenul de histerizis constă din faptul că o anumită mărime 
de stare A depinde neunivoc de un parametru independent B și anume, În funcție 
de istoricul realizării stării respective. În particular, dacă aceşti parametri 
revin la valorile iniţiale, sistemul fizic considerat nu revine la starea lui inițială, 
starea lui finală fiind determinată de întreaga succesiune de stări prin care a 
trecut în cursul transformării. Astfel dacă mări- 
i mea A ia valorile A,, A2, Az, ... pentru valorile 
A 424 B, < B, < B, < ..., ea va lua valorile As > Az 
cînd B revine la B,, A! > A, cînd B revine la B, 
ete. (fig. 1.176). Caracteristica fenomenului de 
histerezis este o curbă închisă numită ciclu de his- 
terezis (fig. 1.77). Un ciclu de histerezis se tra- 
sează de obicei în sistemul de coordonate E — 
intensitatea cîmpului electric şi D — inducția 
electrică, sau E şi P — polarizaţia electrică. Aria 
Fig. 1.76. Fenomenul de histerezis. ciclului de histerezis în sistemul de coordonate D, 
E este proporţională cu o pierdere de energie 
2 i PiE (prin dezvoltare de căldură) în timpul 

ectuării unui ciclu de electrizare. 
„Materialele care prezintă fenomenul de 
histerezis se numesc feroelectrice sau seignetto- 


electrice şi au o polarizare atît temporară (depen- 

dentă de intensitatea cîmpului) cît şi permanentă 

| (diferită de zero chiar în absenţa cîmpului). Ca 
E exemplu de asemenea materiale sint sarea 

| SEIGNETTE **, titanatul de bariu ete. Permitivi- 
tatea lor relativă este foarte mare şi este depen- 


dentă de intensitatea cîmpului, de temperatură ete. 
Aceste materiale au numeroase utilizări în tehnica 
modernă, 
- 

m Un alt fonomen care apare în polarizarea 
ai ectrioilor este postefectul sau viscozitatea elee- 
ENI constă în aceea că, îi rio, Acest fenomen se produce la frecvențe 
mar ONB aceea CA, In această situatie variatii ari iei i 
nu pot urmări instantaneu variațiile at a Mia nege ina rio 
est, SIAȚIL cimpului electrie exterior 


Fig, 1.77. Ciclu de histerezis, 


t Vezi 3.7.3. 
+.» Sé ra 
Sarea SRIGNETTE este un t 
iai (OIO ea artrat dublu de sodiu ȘI de potasiu avind formul himică 
4 a chimică 
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care o condiționează. Curba caracteristică n acestui fenomen eate o curbi 
închisă annloagă unui ciclu de historozis, i 

Fenomenul de viscozitate electrică determină pierderi suplimentate de 
| ie în dielectricul considerat; materialele respective sint folosite de PEB 
de exemplu, în încălzirea eleotrică, A 

Spre deosebire de corpurile conductoare, în care sarcinile electrice se 

ză lider — so numesc sarcini libere — in corpurile dielectrice sarcinile elec- 

trice sint legate — so numoso sarcini legale — , fiind sub acțiunea nner Iorte 
elastice, ele deplasindu-so sub influența unol forțe electrice externe numa atit, 

pînă cind so stabileşte un echilibru între forțele electrice şi forțele elastice, 
aj naştere unor sarcini dipolaro induse, i 

în afară de sarcinile legato, po un dielectric pot fi aduse din afară sarcini 
electrice, denumite de unii autori saroini adevărate *. 


1.5.3. LEGILE POLARIZAȚIEI ELECTRICE 


Polarizarea electrică a mediilor materiale dielectrice este caracterizat 
prin apariția pe suprafața lor a unor sarcini macroscopice a câror densitate 
saperticială este definită de relația (1.145) 


a' = (e, — 1) so a, 


unde pentru generalitate am suprimat indicele 0 al intensității cirapului electric. 

Pentru descrierea stării de polarizare a corpurilor se defineşte o nouă 
mărime vectorială P numită vectorul intensitate de polarizare electrică san numai 
vectorul polarizaţie electrică şi care este dat de relaţia 


(e, —1)s BD = P (1.146) 
sau D= J +P. (1.147) 


Relaţia (1.146) constituie legea legăturii dintre D, E şi P şi care se enunță - 
în fiecare moment și în fiecare punct inducția este egală numeric cu suma dintre 
intensitatea câmpului electric multiplicată cu permitivitatea vidului şi intensitatea 
de polarizare electrică. 

Din această lege generală rezultă că vectorii D şi E sint paraleli numai dacă 
ret P și E sînt paraleli, ceea ce are loc în materiale izotrope şi liniare. 

unin: 


e-l =x, (1.143) 
relația (1,146) se serie 
p Eo Xe Hi 


care, în cazul polarizării temporare constituie o lege generală numită legea 
polarizaţiei temporare și care se enunţă ; polarizarea temporară este proporțională 


#* Vezi 1.1.5. Nota. Vezi şi [273] pag. 129. 


on vectorul intensității câmpului electri 


prin relația 


Mărimea dofinită de relația (1.148 


o; această lege se exprimă de preferință 


Pa ui (1.149) 


) se numeşte susceptivitatea electrică și 


depinde de natura corpurilor. 
1.5.4. CONTINUITATEA COMPONENTELOR CIMPULUI ELECTRIC 


Să considerăm două medii conexe, omogene şi izotrope, 


& Şi ĉa separate între ele p 


VA = 
4 Do 


de permitivitate 

rintr-o suprafață X—metalică, sau metalizată, de 
grosime infinit subţire — pe care se găseşte o 
distribuţie de sarcini electrice de densitate o. 

Să considerăm un cilindru foarte mic, de 
înălțime dh — 0, care închide elementul de s upra- 
faţă dA (fig. 1.78). Aplicînd teorema lui GAUSS 
cilindrului elementar se obține 

D,đA = Dn, dA, = Dnd4 = 5 dA, 
în care am neglijat fluxul ce iese prin suprafața, 
laterală a cilindrului, întrucît acesta dă o contri- 
buţie cu un ordin infinitezimal mai mic decit fluxul 
prin bazele cilindrului. 

Deoarece pentru dh — 0 avem dA, = dA, = 


Fig. 1.78. Determinarea cîmpului 


electric la o suprafață de discon- = dA, din relaţia de mai sus se deduce 


tinuitate. ifii- 


n(Da— D) =c (1.150) 


sau ținînd seama de relația (1.22), 
Es En, — €En, = O. 


(1.151) 


Relaţiile (1.150) şi (1.151) se numesc ecuaţii de trecere şi exprimă discontinuitatea 
componentei normale a câmpului, electrostatic ; aceste relaţii reprezintă condiţia la 


limită a cîmpului electric. 

În cazul cînd pe suprafaţa de separație nu există 
sarcini (o = 0), ecuaţia (1.150) arată că vectorul D 
al cimpului de inducţie electrică are componenta sa 
normală continuă ; relaţia (1.151) arată însă că această 
componentă normală a vectorului Æ, intensitatea cîm- 
pului electric, rămine discontinuă. 

Să considerăm acum la suprafaţa de separație 
un contur Il format din laturile dl, şi dl, paralele cu su- 
prafața și din laturile dh paralele cu normala la supra- 
faţă și foarte mici (dh — 0) (fig. 1.79). 

Calculind circulaţia cimpului 1 de-a lungul acestui 
contur rezultă * i 
D= Bn (1.152) 


Fig. 1.79, Refracţia liniilor 
da cîmp electric. 


care reprezintă continuitatea componentelor tangenţiale ale cîimpului electric. 
Din relaţiile (1,151) ** şi (1,152) rezultă prin împărțire 


Eag o €, Ù a 


+ e ca Pi NI | A 
Deoarece lim E pah = 0, Es LAL şi E | dh, La limită, d, dl, = dl, Se obținea acelaşi 


Ah- 0 


vezuliat dacă se aplica rotorul de supraf A ; ] 
É afată Rot E d J 
t+ Peni g =Q. ; | A Aet, Sy 
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(1.153) 


0, 


a ID NA i N 


[Jh 


A h Dy 


or 


plai 


o relaţie analoagă legii de refracție din optică. Relaţia (1.153), unde a Și da sint 
unghiurile vectorului cîmp electric cu normala la suprafața de separație, repre- 
gintă legea refracției liniilor de cîmp electric la trecerea acestora dintr-un mediu 
omogen și izotrop de pernitivitate e; într-un mediu omogen și izotrop de permi- 
tivitate es. 


1.5.5. STUDIUL CANTITATIV AL POLARIZAȚIEI ELECTRICE 
Aplicind relaţiei (1.147) divergența se obţine 


div D= pọ = c diy F + div P 
şi deci 
div = + (ep — div P). (1.154) 
Eo 
Tinìnd seama de relația (1.38), relația de mai sus poate fi interpretată în sensul 
cà efectul mediului dielectric asupra cîmpului electric este echivalent cu apariția 
unei distribuții de sarcini induse de densitate volumetrică 


pi dV E (1.155) 


în interiorul mediului dielectric. 
De asemenea, ţinînd seama de relațiile (1.150) şi (1.151) se poate scrie 


Dr, == Da, = co( En, — Ba) Ap Pa, Ez Pa, =G 

şi deci co( En, ~En) = o — (Pa — Pa); 
și în consecinţă, în cazul unei suprafeţe de discontinuitate, efectul mediului 
dielectric se poate caracteriza printr-o distribuţie de sarcini superficiale induse 
echivalente de densitate i 

o = — ^n (P, — P,) = — Div P, (1.156) 
unde prin convenţie se consideră că versorul n al normalei este dirijat de la 
mediul 7 la mediul 2 gi Div P este divergenţa de suprafață a vectorului P. 


: Dacă mediul 7 este dielectric iar mediul 2 este spaţiul vid, atunci sarcina 
indusă pe suprafaţa dielectricului este 


o =ù Py (1.157) 
ñ fiind versorul normalei exterioare, În cazul cînd mediul Z este un conductor 
care poartă o sarcină superficială de densitate a, iar mediul 2 un dielectric, sarcina 
totală pe suprafața de separație va fi i ; 
a~ P, = e-t o, 


intrucit P, este nul în interiorul conductorului, 
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i ò sced rezultă că sursele unui cîmp electrostatic sint sarcinile 
a A T rel p şi o; efectul cîmpului electric mop a 
corp dielectric rigid se poate exprima prin distribuțiile de older me t ; 
legate, de densitate p' şi o’, a căror valoare este dată de, relaţiile (1. G) 
(1.156) şi care pot fi considerate sursele polarizaţiei electrice. j aa i 

într-adevăr, tinind seama de relaţiile (1.155) şi (1.156), dacă j ca că ara 
potenţialul electric, fie în mediul dielectric — limitat de o suprafață i 
în exterior, se obține 


ren [| Baie de + f. gnt aa] „i ji Pas + f. ete aa] a 


-ije G aa] |] Zart] aa], (1.158) 
Axe r sT Are | Je T zT 


Relaţia (1.158) astfel obținută este în general o ecuație integrală căci, 
pentru a putea determina vectorul P este necesar să se cunoască în prealabil 
potențialul F. f SAT 

S-a văzut ** că polarizarea electrică este caracterizată prin apariţia, în 
atomii şi moleculele constitutive ale substanţei izolante, a unor dipoli electrici 
definiți prin momentul lor electric P. Să descompunem deci întreg dielectricul 
în elemente de volum cilindrice 


dr = dAdh, 
unde dh este înălțimea cilindrului elementar iar dA este aria secțiunii drepte ale 
acestui cilindru. Dacă c’ este sarcina superficială a acestei secțiuni, atunci 
momentul electric al unui dipol elementar este 
dp = o'n dA dh = Pdr 


căci 3 c =" P, 


normala fiind considerată înspre exteriorul suprafețelor dA. 
Din această relație rezultă imediat 


ip) dai (1.159) 


gi deci vectorul de polarizare P poate fi interpretat ca fiind momentul dipolar 
al unităţii de volum, 
Potenţialul produs de un di într iului fii 
ni: 8 de pol într-un punct oarecare al spaţiului fiind 
dat de relaţia (1,55) i it 
7 1 | 
} p grad | |. 
Ane r 


* sau adevărate; vezi 1,2, 
es Vezi 1.5.2. 
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| 
| 


derivată fiind considerată în punctul de referință al dipolului, potenţialul total 
produs de toţi dipolii elementari din corpul dat, al cărui volum este = și care 
este mărginit de suprafaţa >, este 


AS E P grad o (1.160) 
Să considerăm identitatea vectorială 
div (Fa) =+ div P + P grad =) , 
f r T 
din care se deduce 
fy r 


P grad e = div Ga div P; 
Tr 


introducînd această expresie în relația (1.160) se obţine 


redie a aa 
i sme |J- T ST: 


Aplicînd teorema lui GAuss primei integrale din relația de mai sus se obține 


yob 1 f aP aA | iv? ae] 
Z = 


Are T T j 


sau, ţinind seama de relațiile (1.155) şi (1.157), 


pini | Laca] aa]; 


ATE r SE 


care este tocmai al doilea termen al expresiei (1.158). 

În consecință, din punct de vedere macroscopic, un corp dielectric aşezat 
într-un cîmp electrostatic — pe care îl numim primar — dă naştere unui cîmp 
electrostatic secundar indus, care se poate interpreta ca fiind produs de o distri- 
buţie de dipoli a cărei densitate de moment * este P. Cimpul secundar indus 
poate fi considerat; ca fiind produs de o distribuţie fictivă de sarcini de densitate 
de volum p’ și de densitate de suprafaţă o'. 

Teoria macroscopică se mărginește la această constatare tenomenolosică 
asupra polarizării substanţelor dielectrice ; trebuie menţionat că, pentru evalua- 
rea vectorului P trebuie tăcută în prealabil o detinire a structurii mediilor die- 
lectrice, 

Ecuația de dimensiuni a vectorului polarizației este 


[P] = Jeke LTI 


[dr] i 


unitatea de măsură fiind coulomb pe metru pătrat. 


* sau moment al unităţii de volum, 
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în ceca ce priveşte susceptivitatea electrică, ecuaţia ei de dimensiuni se 


deduce din relaţia (1.149) şi este 


24 Asi L Lt MIRARE 
Üzel d [co] (E) A (L7 M-T 1j MIES 1-4] 7 


mär fără dimensiuni. 


deci suseeptivitatea electrică este un nu Isil 4 : 
1,148) permitivitatea absolută a unui 


'Ținînd seama de relaţiile (1.7) gi ( 
mediu poate fi scrisă 


e = €o F Eo Xes (1.161) 


ceea ce arată că ea poate fi descompusă în două părţi : una, £g, Care caracterizează 
spaţiul vid şi a doua, €o Xe care este datorită substanței respective. 


1.5.6. EXPLICAREA EXPERIENȚEI LUI FARADAY CU AJUTORUL LEGILOR 


GENERALE ALE POLARIZAȚIEI ELECTRICE 


Fie o lamă dielectrică, de arie S şi de grosime d', introdusă în cimpul 
electric uniform dintre armăturile unui condensator plan paralel (fig. 1.80)- 
Sub acţiunea cîmpului electric, lama dielectrică se polarizează uniform, ceea ce 


se manifestă prin apariţia pe cele două feţe ale sale a unor sarcini electrice de 


polarizaţie superficiale de densitate constantă, dată de relaţia (1.157) 
s' =" P. 
Polarizarea fiind uniformă, relaţia (1.155) dă 
pi= — div P=0, 
ceea ce arată că în interiorul lamei nu există sarcini de polarizare volumetrice. 
Pentru determinarea  cîmpului din spaţiul 


liber al condensatorului să aplicăm teorema lui 
Gauss; se obţine 


| co Ba4 = RS, aS os 


“s8 


ĚŐĖĖŐĖŐĖŐĖŐĖŐŐĠĖS 


gi deci 
cAn = co — o o— ùP 
i j 0 
80-b- 90tsbhy BAU 
Dr 9 (sp E + PMS o, (1.162) 
fig. 1,89, Condensator electric însă, conform teoremei lui QOULOMB * avem 
planparale! cu lamă dielectrică 
o = Dn 


Între armături, 


şi relaţia (1,162) devine 


* Vezi 1,3,5.7, 
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i 


ui 


62) 


regăsim astfel relația (1.147). Dacă scriem această relație sub forma 


D P 
Î = ——— 
€ €o 


se vede că intensitatea cimpului electric se micşorează prin prezența dielectricu- 


i i d P 
lui şi anume scade de la valoarea corespunzătoare în spațiul liber cu -> 
9 


care este cîmpul datorit polarizării induse. Acest fapt este confirmat; de ex- 
periența lui FARADAY. 


1.5.7. CIMPUL ELECTRIC ÎN INTERIORUL CORPURILOR POLARIZATE 


1.5.7.1. Sarcini de polarizaţie. Sarcinile fictive definite de relaţiile (1.155) 
şi (1.156) a căror repartiție în volumul sau pe suprafaţa unui corp este echivalentă 
cu starea de polarizaţie reală a corpului respectiv se numesc sarcini de polarizaţie. 


Într-un corp polarizat — așa după cum s-a arătat — fiecare element de 
volum al său poate fi considerat ca un dipol electric. Sarcina de polarizaţie 
a corpului, g,, este dată de excesul local de sarcini dipolare de un anumit semn 
fată de cele de semn contrar. > 

Pentru determinarea sarcinii de polarizație, se consideră o mică suprafață 
închisă în corp şi se trasează liniile de cîmp ale vectorului de polarizație. Dacă 
polarizaţia este mai slabă în partea în care intră liniile de cîmp decît în partea 
în care ies aceste linii, interiorul suprafeţei are exces de sarcini dipolare negative 
(fig. 1.81) ; situaţia este inversată în caz contrar. 


Este uşor de văzut că numai polarizația electrică 
de pe suprafaţa, X (de pe frontieră) dă excesul de sar- 
cini dipolare de un nume față de celălalt ; într-adevăr, 
numai dipolii situați la frontieră pot fi eventual 
tăiaţi de suprafaţa > şi astfel să aibă în interiorul 
acestei suprafeţe o sarcină dipolară de un anumit 
semn, cealaltă rămînînd în afara suprafeţei, toți 
ceilalți dipoli rămași în interiorul sau în exteriorul 
suprafeței Z avînd sarcini de ambele semne, au o 
contribuţie nulă la sarcina de polarizaţie din inte- 
riorul suprafeţei considerate. 

În consecință numai dipolii tăiaţi de supra- 
fața Z contribuie la alcătuirea valorii sarcinii qp. 
Pie un astfel de dipol, corespunzător unui element; 
de volum de formă cilindrică, avînd lungimea d! şi Fig. 1.81, Liniile de cîmp ale vec- 
aria de bază dA cosy, dA fiind aria suprateței torului P într-un corp polarizar. 
elementare determinată de suprafața X care taie dipolul (fie. 1.82). Volu- 
mul acestui element este 


dr = ALAA 008%, 


a fiind unghiul dintre direcţia vectorului P şi normala exterioară la elemen- 


tul de suprafată, Barcina dipolară rămasă în exteriorul suprafeței, corespunză- 


toare acestui volum elementar din corpul dat și al cărui moment, dat de relaţia 
(1.159), este Pdr, va îi 


dqu = Pdt L paA cosa = PdA. 
dł 
Sarcina dipolară corespunzătoare rămasă în 
interior şi care contribuie la formarea sarci- 
nii de polarizaţie q, din interiorul suprafeţei 
È este cereri 
(ip i CP re PaA; 


sarcina totală de polarizație din interiorul 
suprafeței £ va fi deci 


pE | Paā. (1.163) 


Sarcina electrică de polarizație, lo- 
calizată în interiorul unei suprafețe închi- 
Fig. 1.82. Dipol electric tăiat. se, este egală și de semn schimbat cu fluxul 
polarizației electrice prin acea suprafață. 


1.5.7.2. Cîmpul electric în interiorul unei cavităţi. Pentru calculul inten- 
sităţii cîmpului electric într-un punct în vid, produs de corpuri încărcate electric 
şi polarizate electric, se poate utiliza relația generală (1.46), cu condiţia de a lua 
în considerare atit sarcinile propriu-zise cât şi sarcinile de polarizare definite de 
relaţiile (1.155) şi (1.156). 

Ne propunem să stabilim modul de determinare a cîmpului electric într-un 
punct situat în interiorul unui corp şi nu în vid. 

Fie fi mărimea, vectorială care se obţine prin aplicarea, relaţiilor coulom- 
biene (1.46) pentru un punct aflat în interiorul unui corp ; această mărime este 
o mărime de calcul. 

Definiţia, cimpului electric în vid a fost dată de relaţia (1.5) 

a = lim E. 
Aq>0 Aq 


Pentru a extinde această definiție și la punctele din interiorul corpurilor 
izolante, să facem în jurul punctului M considerat o cavitate goală, delimitată 
de o suprafaţă X,, suficient de mică și ale cărei dimensiuni tind la limită către 
zero, suprafaţa X, stringîndu-se către punctul M. În această cavitate vidă se 
poate admite că intensitatea cîmpului electric poate fi măsurată ca şi în vid, 
cu ajutorul unui mie corp de probă și deci se poate aplica relaţia (1.5). Se va 
obţine 


= a [N 
[ca lim —— (1.164) 
SEM Aq 
VAg=0 
relaţie care definește intensitatea cîmpului electrice dintr-o cavitate vidă. 
„Relaţia (1,164) nu este însă suficientă pentru a caracteriza starea locală 
A + Slectria 0 uT'oeCe yy aj X iaĵ in ^ i 
a cîimpului electric, deoarece experiența arată că, oricît de mică ar îi cavitatea, 
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în 
ie 
ei 


ul 


atia (1.164) depinde de forma gi de orientarea ci, Rezultă dur că, într-un acelagi 
cal n ap pina due de mărimi Day dependente de forma și orientarea su- 
rateţei X, faţă de vectorul P, desi starea electrică locală este aceeagi cu aceea 
inainte de practicarea cavităţii, Acest fapt se explică prin aceea că, practicarea 
cavității produce o modificare în repartiţia sarcinilor electrice reale gi de polari- 


zatie existente mai înainte, În particular, la repar- 
titia de sarcini de polarizațio, existente mai 
îmainte de practicarea cavității, se adaugă o 
repartiție superficială cu densitatea, dată de 
relația (1.157), 


AEREE E (1.165) 


F q Êsa 


pe suprafața, interioară a cavității (fig. 1.83). 
Această sarcină electrică suplimentară va produce 
un cîmp suplimentar, care se poate calcula cu 
relația (1.46) 
=, . 1 (—īP) 7 ; f . 
E pcav = lim, al —— — dA; (1.166) Fig. 1.83, Cavitate într-un dielectric. 
ZooM 4eg Jg, 7? r 
acest cîmp suplimentar, numit cîmpul propriu al cavității, nu se anulează în 
general în punctul M cînd suprafaţa cavităţii se stringe în jurul punctului M ci 
depinde de forma gi de orientarea suprafeţei Z, 

Alegerea cavităţilor ce se utilizează pentru caracterizarea stării electrice 
locale trebuie astfel făcută încît prin practicarea lor să nu se producă nici un fel 
de perturbare domeniului exterior suprafeţei Z, chiar în imediata, ei vecinătate. 
Numai în aceste condiţii se va putea afirma că starea electrică din exterior nu a 
fost perturbată și că modificarea adusă repartiţiilor de sarcini electrice reale și 
de polarizare, care există înainte de practicarea cavităţii, constă numai în 
repartiția, superficială dată de relaţia (1.165). În aceste condiţii, intensitatea 
cîmpului electric din vidul cavităţii, este dată de relația 


Ea = E + Eve: (1.167) 


Din relaţiile (1.166) şi (1.157) rezultă că E, intensitatea cimpului dintr-o 
cavitate vidă — de o formă și o orientare dată — este determinat local numai 
de două mărimi vectoriale locale E și P. Dacă s-ar cunoaște deci, într-un punct 
dat, două valori distincte ale lui £,,,, corespunzătoare la două cavităţi diferite 
ca formă, și orientare, și dacă cu ajutorul lor s-ar putea calcula valorile lui E" 
și P, atunci, în orice altă cavitate determinarea intensității cîmpului Fa, s-ar 
putea face imediat gi univoc. y 

in consecinţă, caracterizarea stărilor cîmpului electric în corpuri polari- 

zate electric se poate face complet numai cu ajutorul a două mărimi vectoriale 
de stare, Aceste mărimi de stare se definesc cu ajutorul intensității cîmpului 
electric din vidul a două cavități astfel alese încît să satisfacă următoarele 
condiţii + 

_4) să nu aducă nici un fel de perturbaţie stării electromagnetice din do- 
meniul exterior lor ; 
AR 2) 5a permită exprimarea intensității cimpului electrio din vidul oricărei 

cavităţi, de o formă dată și care satisface condiţia precedentă, în funcţie 
de mărimile vectoriale de stare definite cu ajutorul lor ; 
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9-c, 228 


o) să conducă la mărimi vectoriale de stare care, în vid, considerat ca 
staro de rarefiere extremă & corpurilor şi pentru care P —> 0, 8ă tindă piara 
către intensitatea cimpului electric în vid — eventual pînă la un factor constantă 
universală, | a 

Mărimile vectoriale de stare tolosite pentru caracterizarea stărilor cimpului 
electric în corpuri polarizate sînt : intensitatea, cimpului electric, W, și induc- 
tia electrică, D. Ble sint mărimi primitive ale teoriei macroscopice a cimpului 
electromagnetic. 


1.8.7.8. Intensitatea cimpului electric T. Tensiunea electrică U. Definirea 
intensității câmpului electric Æ se face utilizînd o cavitate avind forma unui 
canal drept, foarte scurt, extrem de strimt în 
raport cu lungimea lui, cu axa paralelă cu vecto- 
rul de polarizație P şi cu o secţiune de o formă 
oarecare (fig. 1.84). Prin definiţie, intensitatea 
câmpului electric E într-un punct dintr-un corp izolant 
este o mărime de stare locală a câmpului electromag- 
netic egală numeric cu intensitatea câmpului, electric 
din vidul unui mic canal, extrem de subțire şi 
orientat în lungul direcției locale a polarizaţiei 
electrice. 

În cazul cavităţii alese, versorul n la supra- 
faţă laterală este perpendicular pe direcţia polari- 
zaţiei P astfel că din relaţiile (1.165) şi (1.166) 
rezultă * o’ = 0 și Epema = 0. Relaţia (1.167) dă 
în acest caz 


Fig. 1.84. Determinarea cîmpului E. P-P 
care dă semnificația fizică a mărimii de calcul. 
Rezultă dar că, determinarea intensității cîmpului electric într-un punct 
oarecare din interiorul unui corp se face în același mod ca și în cazul vidului. 
Tensiunea electrică se defineşte în acelaşi mod ca și în vid si este egală cu 
circulaţia, intensității cîmpului electric de-a lungul unei curbe T între două 
puncte ale acesteia 


= BE cui 
Ts = Va Va = Bas 


A 


și această definiție generalizează definiția (1.1 
dată pentru vid. C) 


o L54 Indueţia electrică D. Fluxul elec- 
trie 4. Pentru a defini inducția electrică D, 
cayitatea utilizată are forma unei fante mici 
cilindrice, extrem de turtită, cu planul bazelor 
normal pe direcția polarizației P, forma bazelor FI8 1:85. Determinarea cimpului de in- 
fiind arbitrară (fig, 1,85). Sucta & 

Prin definitie meste ii da olanda Ti 
; prin de iniție, se numeşte induopie eleotrioŭ D (sau deplasare electrică) într-un 
p japin im corp lieu o mărime de stare locală a câmpului electromagnetio 
produsul dintre permitivitatea vidului şi intensitatea câmpului 


si Contribuţia bazelor unde îi e paralel cu P e ANAN 
Eae ordin superior, e îi e paralel cu P este neglijabilă, ariile respective fiind infiniţii 
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electric din vidul unei mici fante, extrem de plate și orientată normal pe direchia 
locală a polarizaţiei electrice. 

cazul acestei cavităţi, din cauza polarizației electrice P, apar pe su- 
prafețele superioară şi inferioară sarcini electrice_superficiale, a căror densi- 
tate este dată de relaţia (1.157) şi vor fi o' = —"P pe baza superioară a fantei 
şi o! = nP pe baza interioară a acesteia, ; aceste sarcini alcătuiesc un strat du- 
blu *. Din cauza îngustimii fantei se poate admite că în exterior intensitatea 


cimpului este nulă, în interior valoarea intensității cimpului respectiv fiind 


=A o. 
Ep tana =n — >? 
€o 


Din punct de vedere al cîmpului sarcinilor de polarizație, prin. practica- 
rea fantei, perturbația care se produce este maximă şi deci [relaţia (1.167)]. 


e |oi 
ja 


= Drama = B+ Bana =E +» 
Zo 
în care FE are semnificația găsită în cazul precedent. 

Se vede din această relație că inducția electrică corespunde condiției puse 
în 1.6.7.2. punctul c, ea diferind de cîmpul electric printr-o constantă univer- 


sală, care este permitivitatea vidului eo. Şi în acest caz fluxul electric se defi- 
neşte ca şi în vid prin integrala de suprafață 


v= | Da4, 
g 


definiție care generalizează definiția (1.28). 

Se poate arăta, în mod simplu, că teorema lui Gauss este general valabilă 
cu condiția să se utilizeze definiția generală dată de relația (1.147) pentru cîm- 
pul de inducție electrică D. Pe ntru aceasta să considerăm o suprafaă închisă 
5 nî interiorul unui corp dielectric polarizat. Înlocuind dielectriculprin sar- 
cinile de polarizare p' avem ca şi în cazul spaţiului liber 


| s HdA = | (9 + p')dr (1.168) 
2 r 
Dar, conform relaţiei (1.155), avem 


| p'dr = | div P dr 


F 
sau, aplicind teorema divergenţei, 


| păr = — | Păă, 


p> 


* Vezi 1.4.5.4, 
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astfel că relația (1.168) se ponto sorie 
m) o =( Dad 
jP + Pjaä= | pdr | div Där f, 


care exprimă tocmai teorema lui GAUSS. 

OE o conaenintă, se poate spune ob sursele cimpului D stat ductoarelor ; 
sau adevărate, distribuite În intreg spaţiul satu eni a keale US 
arsel i E sînt toate sarcinile, & - i ian 

Daia Schola surtele cimpului P sint sarcinile induse prin polarizare, 


í i [] % 
ORTANTĂ. Practicarea celor două cavităţi, necesare „mă- 
Dad elor Îşi Din interiorul dielectri cilor polarizați precum la ra 
operația de măsurare“: a acestor mărimi cu ajutorul corpului de pr ohi A 
fictive şi servesc numai pentru definirea, acestor mărimi. Mărimile la n 
interiorul materialelor dielectrice polarizate au o existenţă reală întruc t carac- 
terizează starea locală a cîmpului electromagnetic, independent de practicarea 

ități *. Aa 

e m se poate arăta dacă ținem seama de continuitatea compo- 
nentelor cîmpului electrostatie**. Într-adevăr, dacă practicăm într-un dielectric 
o cavitate cilindrică alungită paralelă cu liniile de cimp, cîmpul electric £ in 
interiorul acestei cavităţi este același ca și în exteriorul ei, întrucît componentă, 
tangențială a cîmpului electric se conservă ; rezultă 


Bea = E, 


B' fiind intensitatea câmpului electric iniţial în absența cavităţii. 

Dacă acum cavitatea considerată este un cilindru foarte turtit (o fantă), 
ale cărui generatoare sînt paralele cu liniile de cîmp, cîmpul de inducţie electrică 
D este același şi în interiorul fantei întrucît componentele normale ale cîimpu- 
lui de inducţie electrică se conservă; în consecință 


D, 5 D', 


D' fiind inducția electrică inițială în absența cavităţii. 

Rezultă dar, că în mod teoretic se poate măsura intensitatea cimpului 
electric într-o cavitate în formă de canal și inducția electrică într-o cavitate în 
formă de fantă, cavitățile respective fiind practicate în dielectric. 


1.5.8. MEDII ANIZOTROPE 


Ba pa arătat că, în medii omogene și izotrope vectorii D şi E ca şi vectorii 
x și P sint paraleli, permitivitatea relativă fiind o constantă şi deci şi permi- 
vitatea absolută £ fi Busceptivitatea electrică xe. 
n d opel mediilor anizotvope, vectorii D şi E nu mai sînt paraleli decît 
i it mtor „axe preferențiale, Astfel, în medii dielectrice cristaline, 
E e că relația dintre vectorii D şi H este tot liniară însă, în locul relației 

A. 
Si D = «P, 
* Vezi și 3,7,4,4, la sfirşit, 
se Vezi 1,5,4, Vezi [161] pag, 74 și 75, 
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se introduce relaţia tensorială 


D= Sea Ba (= 1,2, n), (1.169) 
k 


unde D; sînt componentele lui D, D, componentele lui D şi eu componentele 
unui tensor simetric (s= Exi) sistemul de referință fiind format din sistemul 
de axe al cristalului respectiv. ia 

Pentru simplificarea relaţiilor tensoriale (1.169), se observă că produsul 
DE, fiind o mărime scalară, trebuie să fie independent; de alegerea axelor de 
referință. În cazul unui sistem tridimensional avem 


DE = sn E? + so B + cos E3 + Deo + 2e2 E, B; + 2ez Bg E 


ecuație care reprezintă o cuadrică și care, printr-o rotație de axe, poate fi adusă 


la forma canonică Ti 
DE = sB? + c B3 + c3 Es- 


Componentele vectorului D corespunzătoare noilor axe sînt deci 
Dy = sby Da = Ea D; = ez Es. (1.170) 


Direcțiile noilor axe de coordonate, care conduc la relațiile (1.170), se 
numesc asele electrice ale cristalului. Dacă s4 = €z = €3; mediul respectiy este 
izotrop ; dacă numai două din aceste constante sînt egale, cristalul este uniaz. 

în cazul mediilor anizotrope nici paralelismul dintre vectorii P şi E nu 
mai este satisfăcut pentru toate direcţiile şi relaţia (1.149) trebuie înlocuită cu 
relaţia, tensorială, 


P; = Y Xer Er- G =1, 2,.. -). 
k 


Interpretarea parametrului € și a echivalentului său tensorial, precum 
şi a parametrului +, cu corespondentul său tensorial, nu se poate face decit 
pe baza unei teorii microscopice în care se ţine seama de structura atomică 
a materiei. 

Din punctul de vedere al teoriei electromagnetice a lui MAXWELL, fiecare 
substanță este caracterizată fenomenologie printr-un număr minim de para- 
metri. Dintre aceștia, permitivitatea s este parametrul care caracterizează — 
din punct de vedere electrostatic — substanţele dielectrice. Dependenţa acestui 
parametru de alți parametri fizici ca densitatea, temperatura etc., se stabileşte 
experimental ; ea nu poate fi explicată teoretic decît pe baza unei teorii miero- 
scopice care completează astfel teoria macroscopică, 


1,59, MEDII NEOMOGENE 


) 1,5,9,1, Cimpul electric imprimat, Să considerăm două substanţe oarecare 
în contact, La suprafaţa de separație a acestora, aplicind proprietatea de con- 
tinuițate a componentei tangenţiale a intensității cîmpului electric * se poate 
serie 

Bi > hu =0, 


* relația (1,152). 


dat de relația (1.20), 


Bxprimind cîmpul electric prin potenţialul corespunzător, 
relația do mai sus se poate sorie 


(grad), — (grad Va), = grad, (Va — Va) = 0, 


de unde rezultă imediat 


V, — V, = Const., (1.171) 


ceea ce arată că diferența de potenţial la suprafaţa de separație a două substanțe 
are în toate punctele suprafeței o valoare constantă. 


Mărimea exprimată de relaţia (1.171) se numeşte tensiunea e comae 
a celor două substanțe; această tensiune este în general diferită de zero şi 
depinde de natura chimică şi de temperatura celor două substanțe. $ r 
în studiul fenomenelor electrostatice efectuat pina acum s-a neglijat com 
plet această tensiune de contact în general din cauză că s-au presupus atit con- 


ductoarele cît şi dielectricii ca fiind medii omogene. 


În cele ce urmează se vor examina acum fenomenele ce apar în medii neo- 
mogene caracterizate prin apariția acestor tensiuni de contact. 

Există o diferenţă esenţială în cazul cînd pe orice față de separație care 
apare în sistemul considerat de conductoare şi de dielectrici nu se ating în 
mod permanent decît două medii diferite şi acel în care există puncte limită în 
care se ating simultan trei substanţe diferite. 

În primul caz existenţa unei tensiuni de contact, adică a unei căderi de 
potenţial, la suprafaţa de separație a celor două substanţe nu are nici un fel 
de influență asupra cîmpului electrostatic, oricît de mare ar fi această tensiune 
de contact. Aceasta deoarece toate mărimile măsurabile în cîmpul electric— 
forța electrică sau densitatea de sarcină electrică — sînt mărimi în expresia 
cărora intră derivata funcţiilor de potenţial; din această cauză tensiunea de 
contact scapă posibilităţilor noastre de măsurare. 

O explicaţie fizică a fenomenului se poate da după cum urmează: 

Să considerăm două corpuri conductoare omogene diferite (A) şi (B), 
în contact perfect unul cu celălalt şi la aceeaşi temperatură. Într-o imagine 
foarte simplificată, să asimilăm electronii liberi din metal cu moleculele unui 
gaz perfect, a cărei concentraţie ar fi diferită, în raport cu natura metalului, 
de exemplu, mai mare în (A) decît în (B). 

s Rezultă astfel că, prin suprafața de contact, metalul (4) trimite prin 
difuziune mai mulți electroni în metalul (B) decit primeşte şi devine astfel 
pozitiv în raport cu (B), pînă cînd, la echilibru, forțele electrostatice datorite 
tensiunii corespunzătoare compensează acţiunea difuziunii. 

„Be stabileşte astfel între (4) şi (B) o tensiune de contact (V a— Fs) unde 
indicele arată că nici un curent nu traversează contactul. a) 
Acesta este efectul VOLTA. 


Tensiunea de contact, sau tensiunea VOLTA, foarte oreu de măsurat deoa- 
rece este o tensiune statică, degi este de ordinul voltului, se notează simbolic 
prin expresia (A/B)o 

Dacă (A) şi (B) formeazi irouit închi ă 

2 ază un cirouit închis, la cealaltă suprafată de con- 
tact există tensiunea (Vu pe fa 


7 Ei aa Je 
Vo = (B/A) egală şi de semn contrar cu (A/B)y 
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rin natura însăşi a fenomenului, Pentru circuitul închis suma tensiunilor de 
contact este deci nulă 


(4/B)ho + (BA) = 0. 


în cazul cînd circuitul cuprinde trei metale (4), (B), (0), toate omogene 
şi la aceeaşi temperatură, rezultatul de mai sus se poate generaliza fi deci să 
se scrie 


(4[B)s + (B/0)o + (0/4) = 0; 


această relaţie constituie legea lanţului de metale pentru efectul VOLTA. 

Cu totul altfel se petrec lucrurile cînd o substanţă este în contact cu două, 
sau mai multe substanţe diferite ; în acest caz se pot; găsi întotdeauna anumite 
curbe-limită de-a lungul cărora pot fi întilnite 
toate cele trei substanţe și în aceste puncte sin- 
gulare se formează condiții particulare. 

Fie un mediu neomogen format din trei 
substanțe diferite şi anume două conductoare ce 
sînt atât în contact între ele cât şi în contact 
cu o substanţă dielectrică. Să presupunem că 
cele două conductoare sînt formate unul din 
zinc şi celălalt din cupru, iar dielectricul respec- 
tiv este aerul (fig. 1.86). Să studiem variaţia 
funcției de potenţial V atunci cînd parcurgem 
cu ajutorul corpului de probă o curbă oarecare 
închisă T, care înconjură punctul M. Fie U 
Uz; Uz tensiunile de contact pe cele trei supra- 
feţe de separație în sensul definiţiei date mai înainte. 

Să pornim din punctul a situat în mediul izolant 7 în imediata apropiere a 
conductorului 2 şi fie V, potenţialul electric în acest punct. Potenţialul electric 
în punctul b, situat de cealaltă parte a suprafeţei de delimitare în mediul 2 
este V, + U12; el păstrează aceeaşi valoare în întreaga masă a conductorului 2, 
pînă, cînd trece din punctul c în punctul d, în conductorul 3. În acest punct, 
potenţialul electric are valoarea V, + Uiz + Us, Şi îşi păstrează valoarea con- 
stantă în interiorul conductorului 3. Trecînd acum din conductorul 3 înapoi în 
mediul izolant 7, potenţialul corespunzător în punctul f va îi 


Fig. 1.86. Mediu neomogen 


V, = vı + UV ar Us + Us. 


i Potenţialul V, rămîne constant de-a lungul întregii suprafețe de deli- 
mitare între mediul 1 și mediul 2 iar potenţialul V, rămîne la rîndul lui con- 
stant de-a lungul întregii suprafețe de separație între corpul 7 şi 3. În general 


Uiz t Uos + Us +Æ 0; 


rezultă că între două puncte oarecare situate pe fețele exterioare ale celor două 
suprafeţe de contact ale conductoarelor 2 și 3 există o diferenţă de potenţial 


Vp — Vu Un t Us tUa = U (1.172) 
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care se numeşte tensiunea de contact voltaică n celor două conductoare in izo- 
natal, coma CS erat că nu esto o tensiune de contact în sensul idei n 
notiunii ci tensiunea între suprafețele externe a două conductoare peh ui pri 
din contactul dintre acestea şi dielectricul incon jurător, Mărimea aceste! «e 


cony ka a OTE. ; elor două conductoare gi æ izolan- 
giuni este determinată de natura chimică a celor € oo dnetoate, 


îmi şi pinde de sarcinile și de potenţialul sistemu 08 
iai pi E i conoret examinat {corpu 1 ner, corpul 2 cupru; corpul 3 zine) 
U este pozitiv, ceca ce ne arată că potențialul suprafeței zincului este mai mare 
decit potenţialul cuprului. Obișnuit, ecuația (1.172) se scrie 


U = acr |Ou + Ou|Zn + Znļaer > 0. 


întrucât cele două suprafețe externe ale conductorilor constituie supra- 
feţe de nivel diferite, vor exista linii de cimp care vor merge prin izolant, de 
la conductorul 3, cu potenţialul mai ridicat, la conductorul 2, cu potenţialul 
mai scăzut şi a căror formă este de exemplu aceea a arcului de cerc fa din figura 
1.36 ; se produce deci în izolant un cîmp electric, a cărui intensitate poate deveni 
infinită dacă ne apropiem de curba singulară — proiectată în punctul M — pen- 
tru că, în acest caz avem o cădere de tensiune finită de-a lungul unui parcurs 
infinit mic. Acest cîmp electric este deci creat numai de contactul celor trei 
corpuri Zn, Cu şi aer; mărimea lui cu semn schimbat se numește cîmp electric 
imprimat şi se notează Li. Cîmpul imprimat este de natură neelectrică. 

În spaţiul dielectric poate exista — evident — şi un cimp electrice cou- 
lombian obişnuit. Cîmpul electric real din spațiul corespunzător va fi rezultanta 
acestor două cîmpuri. Fie E, un cîmp electric coulombian care se găseşte în 
spaţiul considerat. Cimpul electric rezultant va fi deci 


z=85,+£, 
Presupunind sistemul în echilibru electrostatic, dacă vom caleula cir- 


culaţia cimpului electric rezultant de-a lungul unei curbe închise F, care să, 
nu treacă prin toate cele trei medii, rezultă 


$ Fas = b (B, +Ē)aS = 0 
căci R 


Bă erie acum o situație oarecare a sistemului electric şi să calcu- 

n circulaţia cîmpului F de-a lungul unei curbe închise care trec rin A i 
la laţiu í g e închise care trece prin aceleaşi 
trei mediji, Vom avea or 


Eds jaši Bai=i Ed | i 
b, dë |, ORE \, DRE | Ras Fa Fi Uz 0 


astiel, incit condiţia dh ds = 0 este valabilă numai în afara mediilor conduc- 

rpa £ p 

toare în contact, 

sA EEEn Forma da mediul neomogen constituit din conductoarele 2 şi 
| act între ele și în contact cu dieleotricul f itui de enerai 

Die între si , constituie o sursă de energie 

elecirică și tensiunea U reprezintă forța electromotoare a sursei. TA 
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Rezultă dar, că în medii omogene (conductoare omogene) intensitate 
cimpului electrice imprimat oste nulă, ÎN, == 0; în medii neomogene, D, #0, 
şi acest cimp electric este determinat de noomogenităţile locale (ale consti- 
tuţiei fizico-chimice, ale temperaturii etc,), 

Sursele de energie electrică sînt în general constituite din sisteme neomo- 
gene, fenomenul producerii forței electromotoare putind fi și altul decit con- 
taotul direct dintre dou conductoare*, De asemenea, poate apărea cimp impri- 
mat şi din cauza accelerației locale a corpului. 

1.5.9.2. Condensatorul electrice cu dieleetrie neomogen. Să considerăm 
un condensator plan avind între armături un dielectric neomogen pe care, 
pentru simplificare, să-l presupunem format din » straturi paralele cu armă- 
turile condensatorului, de grosime uniformă d, (i = 1, 2,..., n) şi omogene, 
de permitivitate relativă e (îi = 1, 2,...,n); fie W; (i = 1,..., 7%) intensitatea 
cîmpului electric uniform în fiecare din dielectricii omogeni consideraţi. Legind 
cele două armături la bornele unei surse de energie electrică, diferența de 
potenţial V = V, — V, la bornele condensatorului este menţinută constantă. 
Experiența ne arată că, dacă între suprafețele de separație ale diverșilor die- 
lectrici se introduc foiţe metalice extrem de subţiri**, nimic nu se schimbă 
în condensator atât în ceea ce priveşte sarcinile electrice cît şi intensitatea cim- 
pului electric în diverșii dielectrici. Se obţin astfel n condensatoare electrice 
plane, avînd toate aceeași arie a suprafeţei armăturilor însă capacităţi diferite 
C; (i = 1, 2,...,n); aceste condensatoare sînt toate legate în serie. 

Capacitatea unuia din aceste condensatoare fiind 


er; 
C, TT S > 
capacitatea condensatorului dat va îi*** 
s9S 
c = = $ b Mk 
d; (1.173) 
Teri 


Fie Q cantitatea de electricitate de pe o armătură a condensatorului şi 
c densitatea superficială corespunzătoare ; rezultă 


(A 3 99 => OV: 
Pinind seama de relaţia (1.173) se obţine 


Intensitatea cîmpului electric într-unul din straturile dielectricului neo- 
mogen va fi deci 


F g = K = Y -3 

Eptri S, a di 

e i — 

A Se 
unde g, reprezintă permitivitatea absolută a stratului è (è = 1,9, n) 
PEUR TOAN Retea Ii 


* Vezi 2,8, 
** Fojtele metalice pol fi înlocuite cu metalizarea suprafete aleatnta 
Apt ui rue po € e cu metalizarea suprateței dielectricului, 
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ul į şi permitivitatea 
onatituie 


za 
J că, la suprafața de sep 
od loct o discon- 


osie tului dielectric de ordin 
în de TUE i i ï la diversele atraturi care 6 


i ; liferit 

velativă corespunzătoare este < iui dat, asti 
n al condensatoru ui dat, 88, Ă ic are 

deleo A straturi consecutive, intensitatea cimpului electri 


tinuitate, saltul respectiv fiind dat de relația 


v | | PV mi 
E EN Bia IE W (ca j Etj- 4 di Efit Ër 


ati intr 
gat, introducind permitivitatea absolută 
E V Ci E, 
iai e a i t 


1 er; 


h Do, tie A 
Aplicind teoria cuplării în serie a condensatoarelor sau ecuaţia de definiții 


potenţialului electric se găseşte imediat 


Va Va Ve = DA E; d; = X Ui, 
1 


1 


cîmpul fiind presupus uniform în interiorul fiecărui strat dielectric. 


1.6. ENERGIA ELECTROSTATICĂ 
1.6.1. GENERALITĂŢI 


Prin energie se înţelege o mărime fizică egală cu capacitatea unui sistem 
fizie de a efectua un lucru mecanic cînd trece, printr-o transformare oarecare, 
din starea inițială într-altă stare, aleasă ca stare de referință. În această tre- 
cere, rămîn în natură anumite schimbări privitoare la poziţia relativă şi la 
proprietăţile sistemelor fizice din exteriorul sistemului considerat. Astfel de 
schimbări sînt modificările poziţiei sau ale vitezei sistemului faţă de cele din 
exteriorul lui, schimbările stării termice, ale stării electrice sau magnetice ete. 
Aceste schimbări faţă de situațià din starea iniţială se numesc acţiunile externe 
pe care le are sistemul fizic în cursul transformării prin care trece din starea 
iniţială în starea de referință, Dacă acţiunile externe nu sînt provocate exclu- 
giy prin intermediul efectuării de lucru mecanic, ele sint înlocuite cu echiva- 
lentul în lucru mecanic al acestor acțiuni externe, 

Suma echivalențelor în lucru mecanice a tuturor acţiunilor externe care 
Be produce cind un sistem fizie trece, printr-o transtormare, dintr-o stare dată 
intr-o stare de referinţă, se numeste energia sistemului fizice în stare dată fată 
de cea de referință și referitoare la transtormarea considerată, 
ÎN eta anul sitem tul into unită tare aţă do Ata 6 „of 
referii. Acesta conatitule 1 rari SS dintre cele, dous atari, la oare se 

e piei ) principiul conservării energiei, Conform acestui princi- 
piu, energia unul sistem fizie la transformarea dintr-o stare față do o à doua 
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utie a 


la care o roforit, osto indopondontii do translormaron dute monta dout sal, 

depinde adică numai do acosto stări po onro lo onraotorizongh, Iorga se ponle 

exprima deoi, oxolusiv în tunoție do valorllo po cre lo mu mărimile de siare 

ale sistemului în colo două stiai, agita în mod arbitrar, valoon onerglei 
| 


în stare de referință, onorgia în orice altă staro are o valoare bino doborat s 
energia este deci o Îunoţie do stare a nintomulul fizio pe caro 11 emraclorizonnt, 
definită pînă la o constantă aditiv mbiirară, În funoţie do megoron moentoi 
constante, energin unui sistem fizio intr-o staro dath poulo H pozitivă, nulh sau 
negativă, 

Se numeşte formă de onorgio tooo tormon aditiv din com mal generală, 
expresie a energiei totalo a sistomolor fizice, oaro depinde exclusiv de o anurnitá 
clasă de mărimi de stare (de oxomplu mărimi oloctrico). 

Luarul mecanic nu este o formă do onorgio deoarece nu caracterizenzt 
sistemele fizice, ci numai transformările lor, 

Partea din energie totală a unui sistem fizic în a cărei expresie intervin 
dintre mărimile din cinematică — numai acelea care caracterizează config- 
rația geometrică a corpurilor din sistem, se numeste energia polonhială, Vinergit 
potenţială depinde deci numai de poziţiile relativo și faţă de exterior ale acen- 
tor corpuri. 

Să examinăm cele ce preced în cazul unui sistem izolat adiabatic*, 

Concluziile scoase din fapte experimentale conduc la formularea principiului 
tü al termodinamicii după cum urmează : 
; Într-un sistem izolat adiabatic, la trecerea dintr-o stare determimalä a siate- 
mului, în altă stare determinată a sistemului, tuorul mecanic nu depinde de modul 
cum se face această trecere, ci depinde numai de starea inipială gi de cea finală 
a sistemului. 

Din independența lucrului mecanic de drumul urmat rezultă necesitates 
existenței unei funcții de stare, caro este energia sistemului şi care se defineste 
prin proprietatea că, într-un proces adiabatic lucrul mecanic £g efectuat la 
trecerea dintr-o stare oarecare Z într-o altă stare oarecare 2, să poată fi repre- 
zentat ca diferența valorilor energiei dintre aceste stări: 


£ = W — W, (1.174) 
Lucrul sistemului, de la starea 7 la starea 2, poate fi pus sub forma inte- 
grală 


2 
ei: =| X Ada, 
1 


în care A, sint funcții de stare, adică funcții de parametrii externi ai sistemului 
4; de temperatura sa t gi de parametrii interni ai acestuia, č, Oum în cazul 
unui proces adiabatic această integrală depinde numai de limitele de integrare 
și este independentă, de drumul de integrare, expresia de sub semnul integralei 


de = $ Ada, 


4 


* Caracterul interacțiunii cu corpurile înconjurătoare depinde de 
prafeţei care mărginește sistemul nostru, Un rol Important îl j 
de sistem izolat adiabalic, Se numește sistem Izolat adinbatlo, 
intr-un astfel de înveliș) incit starea lul nu poate va 


proprietățile fizice alo su- 
oucă noțiunea de invelis adiabatie şi 
un sistom pus în asttel de condiții (inchis 
ria decit po calea parametrilor externi, 
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reprezintă diferenţiala totală a unei funcții oarecare de atare, Fie 

áW = AW (a, t, $) 
această funcție ; mărimea W reprezintă energia sistemului. Rezultă 

de = —dW(a, 7, £) (1.174) 
şi deci 

a 
unde W, şi W, reprezintă valorile energiei pentru stările 7 gi 2. a 
Măsurind lucrul mecanic într-o transformare adiabatică, oricare ar fi 

sensul acestei transformări, acesta se poate determina prin diferența energiilor 
sistemului corespunzătoare în aceste două stări. Experienţa arată că orice trans- 


nare adiabatică este posibilă cel puţin într-unul din sensuri. 
Integrind expresia (1.174) se obține 


Sa = Pa == Wo 


W = = d£ + Const., (1.175) 


ceea ce arată că energia nu poate fi definită decit cu aproximația unei con- 
stante aditive şi care poate fi aleasă în mod arbitrar. 

Energia totală a unui sistem este egală întotdeauna cu suma energiei păr- 
ilor sale. particular, în cazul cîmpului electromagnetic vom avea 


Wem = We 57 Wm, 


unde W, este energia cîmpului electric iar W, este energia cîmpului magnetic. 
Relaţia (1.175) este generală. 
Să considerăm într-un punct A din spaţiu o sarcină punectiformă g şi 
să presupunem că, asupra ei acţionează un cîmp electric de intensitate Æ. 
f Deoarece asupra sarcinii q se exercită o forță datorită cìmpului F, şi a 
cărei expresie este dată de relația (1.4) 


F = qF, 
rezultă că ea va poseda o energie potențială întrucît, mişcîndu-se sub influenta 


acestei forțe electrostatice, este capabilă să execute un lucru mecanic. Expresia 
acestui lucru mecanic este 


i P NY 
£ | dă a Baa, 
rA dA 
Tinind seama de relația (1.20), expresia de mai sus se poate serie 
£ ? ; ( 
x =q] graa Vas au g(a = Va) (1.176) 
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t) 


fi 
or 


sia 


Acest lucru mecanic este furnizat 
sarcina q, atunci cînd sistemul tree 
q se găseşte în punctul A, la stare 
punctul B. El măsoară deci o mie 
Fie Wu şi W, 
(Wa > Wz). Confor 


de sistemul electric în care se deplasează 
e de la starea de echilibru 7, cînd sarcina 
a de echilibru 2, cînd sarcina q a ajuns în 
şorare a energiei electrice a sistemului, 
energia corespunzătoare celor două stări ale sistemului 
m celor arătate mai sus se poate scrie 


Wa = Wa + £ 
şi deci variația de energie a sistemului va fi 
AW = W, — Wi = £ = 4(V 1 — Va). (1.177) 


Ținind seama că energia nu poate fi definită decît cu aproximaţia unei 
constante aditive, se convine a se considera, energia potenţială a sarcinii q egală 
cu zero în punctele infinit îndepărtate de regiunea, spaţiului în care se exercită 
cimpul electrostatic. 

Generalizînd cele ce preced se poate spune că energia electrică (electrosta- 
tică) a unui sistem de sarcini oarecare reprezintă lucrul mecanic pe care îl pot 
produce forțele electrostatice atunci cînd toate sarcinile se îndepărtează la 
infinit una de alta sau, ceea ce este tot una, lucrul mecanic ce trebuie cheltuit 
împotriva forțelor electrostatice pentru a aduce de la infinit sarcinile electrice 
în poziţiile pe care acestea urmează să le ocupe în spaţiu. 


Ecuația de dimensiuni a energiei electrostatice se deduce din relația 
(1.177) şi este 


[W] = [q] [V] = [ZI]. [MTI ] = MT, 


adică aceeași cu cea a unui lucru mecanic, ceea ce trebuia să rezulte apriori 
dat fiind că lucrul mecanic este o măsură a energiei. à k 
Unitatea de măsură a energiei electrostatice este joule-ul (simbol J). 


1.6.2. ENERGIA ELECTROSTATICĂ A UNUI CONDUCTOR IZOLAT IN SPAŢIU 


Fie un conductor izolat în spațiu, încărcat cu o sarcină electrică q şi 
care se află la un potențial V. Pentru a determina energia electrostatică a aces- 
tui corp se presupune la început corpul în stare neutră (0 = 0, Va 0) apoi 
se aduce sarcina q de la infinit, în cantităţi infinit mici, Operația se efectuează 
foarte lent şi izoterm, pentru ca echilibrul electrostatic să nu fie niciun moment 
perturbat (fără dezvoltare sau transfer de căldură) în medii liniare din punct 
de vedere electric (e independent de cîmp). Lucrul mecanic total ce trebuie 
efectuat în aceste condiții, pentru a aduce sarcina de la infinit pe corpul ce 
trebuie încărcat este egal cu energia electrostatică a conductorului considerat, 

Fie œ un parametru variabil (0 < 2 < 1) cu ajutorul căruia să se poată 
caracteriza în orice moment; starea de electrizare a corpului ;, asttel la un mo- 
ment dat, după un număr oarecare de încărcări prin aduceri de sarcini ele- 
mentare, electrizarea corpului este caracterizată prin sarcina qw ŞI prin poten- 
țialul său Vaz; pentru a aduce de la ipfinit o sarcină elementară adv pe corpul 
care se găseşte la potenţialul Vw, conform relaţiei (1.176) va trebui să fie efec- 
tuat un lucru mecanic 


—d£ = AW = Vagqdo = qV edv, 


care constituie o crestere a enerpiei electrostatice a corpului respectiv. 
Vi D, B 7 - 
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lucrurilor mecanice ele- 


i sistemului este egală cu suma 
n a aloca | pentru încărcarea Cor- 


mentare efectuate prin aducerea sarcinilor elementare 


1 al i 
? 4 15 
Lea W=) aPade=aY| sie =: (1.173) 


Introducind expresia (1.92) a capacității proprii & corpului, expresia 
(1.18) a energiei electrostatice a unui corp izolat în spaţiu poate căpăta și 
următoarele aspecte 


BEGV = (1.179) 


163 ENERGIA ELECTROSTATICA A UNUI SISTEM DE CONDUCTOARE 
ÎNCĂRCATE 


Fie un sistem constituit din n conductoare, avind sarcinile şi potențialele 
respective q; şi Va(6=—1,2,-- n). Ca şi în cazul unui singur conductor, se poate 


= 


trece de la starea neutră a acestora la starea actuală prin aducerea de sarcini 
elementare de la infinit pe fiecare din corpurile sistemului dat. Această operație 
se efectuează cu ajutorul unor mici corpuri de probă, lent şi izoterm astfel 
încît echilibrul electrostatic să nu fie nici un moment perturbat, mediul fiind 
presupus liniar din punct de vedere electric. Şi în acest caz starea de electrizare 
a corpurilor va îi caracterizată cu ajutorul unui parametru v (0<e); astfel, 
la un moment dat sistemul posedă o stare de încărcare electrică ce se caracteri- 
zează pentru fiecare corp din sistem cu sarcina qw şi potențialul Vaz (è = 1, 
2,...,n). Pentru a trece acum de la starea v la starea v - dx, trebuie aduse 
de la infinit pe conductoarele care au potenţialele F; (î = 1,2,.. n) sarcinile 
elementare qdr (è = 1, 2,..-+n) astfel că lucrul mecanic total ce trebuie chel- 
tuit este 


—d£ = dW = $ Piz qdr = SI Q Vi vav. 


i=l i=l 


_ Lucrul mecanic total cheltuit pentru încărcarea sistemului de conductoare 
va fi egal cu energia electrostatică înmacazinată în sistem şi care este dată 
de relația 


1 a n SI 


—£$ = W = |, E qi Vi SAt = D QV | vdo = 3 > ae (1.150) 


Substituind în (1,18 mlnrila sarcinilor atata a aia i ai 
Botine ( (1.180) valorile sarcinilor q date de relaţia (1.121), se 


PP OnT] 20ViVa + Cui +...) N G Oa Vei (181) 


imi Li 


dacă în relaţia (1,180) se substituie valorile lui I 


obţine „ date de relația (1117), so 


l 
(Sugi t 25 i apno 
à ui ati da N aaa i A) : Y W SRA Qi (1.182) 
da dm) 


W 


142 


l 
i 
: 
l 
i 


a a 


zii 
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48?) 


Ca un exemplu de aplicație să determinăm energia electrostatică acn- 
mulată într-un condensator electric, Aplicind rela 


ţia (1.180) în care n» = 2, 
t= =h =g gi V =, — Vu, se obține 


W = AV aV, 7) = lav, 


Aplicind relaţia (1.181), în care n = 2, Ca = On 


i = 0 şi O = —0u = —0, 
V=W-VW; Qi = —Qa = q, se obține / 


wW => (Ca Vit 20V, Va + On?) = > O}—2V,7, + yj = 
=-o(y. ATI = A 0p? 
2 1 2 2 . 


În sfirșit, aplicînd relația (1.182), în care n = 2, Su = Sa = 8S, Sua = Sa = 
=} Sa =>85, 4% = —d2 =q, se obține* 


3 ig si Lie: 
w => (Sud + 281201 Qe + S220?) = ZE (Su — 2 Sua + Sa) = Se EE 


OBSERVAȚIE. Aceste trei relații, care sint identice, se puteau deduce 
direct dacă se utiliza relaţia (1.92) a condensatorului 


CY =Q. 


În cazul unui sistem de sarcini punctiforme, energia electrostatică a 
sistemului este dată tot de relația generală (1.180) şi este 


W =1 E Ņi Vi 
í i=l 


unde V, este potențialul punctului unde este situată saroina q, (î = 1,2,... a} 
potenţial stabilit fără contribuția acestei sarcini, 


* Pentru un condensator plan avem 


$ V, Va 
Su ~ du = 3 * 
Dar, din relaţia (1,93) rezultă > v, 
9 L 
Su 
Q 
şi deci 
Su Su = ~ Su 
de unde i 
Su va Su 
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direct, tinind seama de definiția poten- 


st esie se poate stabili şi i d 
satur Str in punet” șide aceea a lucrului mecanic necesar pentru w aduce 
sarcina q, de la infinit la locul ei. Se obţine 


a. op unde kÆ i. 


dne e Tih 
u a aduce toate sare 


-&=W, =V = 
i r ' inile sistemului, de la 
Lucrul mecanic total, necesa pentr inile si8 ; 
infinit la locul lor, vă fi deci 
-l= W Eua < did, unde k +i 
2 Are A E ru 


n 


iar factorul A fiind necesar deoarece sumarea cuprinde atit lucrul mecanic nece- 
2 


sar plasării sarcinii g; în cîmpul sarcinii qy cât şi lucrul mecanic necesar pe 
sarcinii gẹ, în cîmpul sarcinii q, aceste două lucruri mecanice fiind identice. 3 
în cazul unor distribuții continui de sarcini de densitate volumetrica 


p şi de densitate superficială c, energia electrostatică se exprimă sub forma 


integrală prin relaţiile 


w=) pVdz (1.183) 

şi ; 
Wa =- oVăA4 (1.184 

2 Jz 


care se stabilese în acelaşi mod. într-adevăr, să considerăm relația (1.183). 
Energia, electrostatică a mediului respectiv, încărcat cu sarcină electrică de 
densitate volumetrică va fi egală cu lucrul mecanic — luat cu semn schimbat — 
necesar aducerii sarcinilor elementare respective de la infinit în volumul cores- 
punzător. Folosind acelaşi parametru æ (0 < % <1), potențialul în fiecare 
punct al volumului din mediul considerat va avea valoarea la un moment dat 


Vo= 2 | ete i 


Are r 
Iv: 
unde V este valoarea finală a potenţialului. Pentru a aduce acum de la infinit 
în volumul respectiv sarcina elementară 
dq = (pdr)de 


ge va consuma un lucru mecanic 
—d (dL) = Va (plz) do = (V pdr)ede, 


Lucrul elementar total necesar pentru aducerea întregii ini 
Cru! € aducerea întregii sarcini ele ar 
la infinit în volumul corespunzător va fi Si sarea oregoni de 
1 
— — 7 m H 1 r 
de | (V pdr)ado => (pẹ Vds) 


0 á 


* dată de relația (1.19), 


144 


lea 


a 


init 


de 
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în acelaşi mod se demonstrează Şi relația (1.184), 


Raih analoagă so poate stabili și pentru sarcinile cu repartiție lineică ; 
ea va fi 


Wr EN Vds. (1.185) 
2 Jp 


i în cazul cînd într-un spaţiu oarecare se găsesc atit; conductoare purtind 
sarcini electrice, cit și sarcini punctiforme sau cu repartiție volumetrică, superfi- 
cială şi lineică, aplicînd principiul superpoziţiei, se găsește uşor expresia energiei 
electrostatice totale 


1 n 1 1 n n : y 1 À 
wW =— PARLE Mk 3 7d- + - 
2 > qi + Fa De zi ap z), pVădz+ > „Aa d 


au Al Vds (1.211) 
k 


al doilea termen al sumei fiind înțeles pentru ik. 


OBSERVAȚIE. În cazul cînd pentru unul sau mai multe conductoare din 
sistem, fie potențialul fie sarcina sìnt nule, termenii corespunzători din su- 
mele din relațiile (1.180) sau (1.186) sînt nuli. S-ar părea, la prima vedere, că 
în calculul energiei electrostatice corespunzătoare nu se va mai ţine seama de 
aceste conductoare; conductoarele respective nu pot fi însă suprimate din 
sistem deoarece prin aceasta s-ar modifica starea de echilibru a sistemului, 
adică repartiţia de potenţiale şi sarcini de la suprafaţa corpurilor, ceea ce ar 
conduce la o altă valoare a energiei electrostatice a sistemului. 


1.6.4. LOCALIZAREA ENERGIEI ELECTROSTATICE ÎN CIMPUL ELECTRIC. 
DENSITATEA DE ENERGIE ELECTROSTATICĂ 


Expresia generală (1.186), care dă energia electrostatică într-un spațiu 
în care există sarcini electrice, de orice fel, nu indică localizarea acestei energii. 
Pentru a obţine localizarea corectă a energiei electrostatice, se caută exprima- 
rea ei în funcţie de mărimile de stare ale cîmpului electric — intensitatea cìm- 
pului electrice H gi inducția electrică D. Pontru aceasta se va folosi forma inte- 
grală a energiei electrostatice, dată în cazul general de suma relațiilor (1.183), 
(1.184) gi (1.185), A y 

Să presupunem, pentru simpliticarea oxpunorii, că avem numai o distribu- 
ție de volum de densitate p. În acest caz, energia electrostatică corespunză- 
toare este dată de relația (1,183) 


W = | oVâr, 


) 
a 


d - 


10-— c, 228 


Tinind seama de relaţia (1.38), relația (1.183) se poate scrie I 


wW = y div Då%. (1.187) 


2 de 


Oonsiderind identitatea vectorială 


div (vD) = Dgrad V + V div D, 


relația (1.187) se sorie | 
v= A div (V D)dr — z D grad Vdr 


care, dacă se aplică teorema divergenței pentru prima integrală şi se fine seama ! 
de relația (1.20) pentru a doua integrală, se poate scrie | 


wW =- VDaA ta BDăr. (1.188) 
2 z 2 La 


Integrala de volum din relaţia (1.183) fiind extinsă la întreg spațiul, | 
integrala de suprafaţă din relația (1.188) trebuie să fie considerată pe o sferă 
cu rază infinită ; această integrală este deci nulă întrucît la limită, dacă R este | 
raza, ei, aria suprafeţei creşte proporţional cu R? pe cînd produsul VD descrește 
proporţional cu R`? cînd R—o. Ea a PA 

În consecinţă, expresia energiei electrostatice in funcţie de mărimile 
de stare ale cîmpului este 


W =- Ddr. (1.189) 


Aceeaşi expresie se obţine şi dacă se consideră relațiile (1.185) sau (1.184); 
de altfel, o distribuţie superficială poate fi considerată ca limita unei distribuții 
de volum într-o pătură a cărei grosime tinde către zero, iar o distribuţie lineică 
poate fi considerată ca limita unei distribuții de suprafață pe o suprafață la 
care una din dimensiuni tinde către zero. Rezultă dar că expresia (1.1839) este 
cu totul generală și este echivalentă cu relația (1.186). a 

Tinînd seama de faptul că atît intensitatea cîmpului electrio Æ cit şi 
cimpul de inducţie electrostatică D nu au o existență decit în afara corpurilor 
conductoare, rezultă că, din punctul de vedere al teoriei macroscopice a lui 
MAXWELL, relația (1,189) se poate interpreta în sensul că energia electrostatică 
a unui sistem oarecare este înmagazinată în cîmpul eleetrostatie şi este repartizată 
în întreg spațiul, în care ewistă cîmp*, 

Repartiția energiei electrostatice în întreg spațiul se caracterizează cu 
ajutorul noțiunii de densitate de energie și care este definită ou relaţia 


AW aW 
— 


AT dr 


wW lim 
Ar=o 


* Vezi şi paragr, 1.8.1, 
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ma 


Se obține astfel 


w, = 200. (1.190) 
În cazul unui mediu izotrop, conform relaţiei (1,22) avem 
DD = DD = m =, 
g 
astfel că relațiile (1.189) şi (1.190) pot fi scrise 
WwW =; |2Da7 = zN edr = A Di ar 
2 Jr 2 7 2 Li 
şi 


Ww, = 


> |= 


fe 3 D? 
DD =4 eP = 42 
2 2 e 
Într-un dielectric anizotrop sau cristalin calculul energiei electrostatice, 
respectiv al densităţii de energie, se va face ţinind seama de relația (1.170). 


1.6.5. NATURA POTENȚIALĂ A ENERGIEI ELECTROSTATICE. TEOREMA 
LUI THOMSON 


În cazul cînd sarcinile electrice sînt în mișcare sub acțiunea unui cimp 
electrostatic, energia electrostatică a cimpului scade proporţional cu mărimea 
lucrului mecanic corespunzător deplasării sarcinilor electrice; aceasta rezultă, 
nemijlocit din relaţia (1.174). În cazul cînd sarcinile se pot mişca liber, ele vor 
căuta, o distribuţie care să corespundă unei valori minime a energiei electrosta- 
tice din cîmpul electrostatic. Această proprietate este enunțată de teorema lui 
W. THOMSON — LORD KELVIN: 

Sarcinile de pe un sistem de conductoare, aflate într-un mediu dielectric, se 
distribuie pe suprafețele acestor conductoare astfel nott energia câmpului electro- 
statie rezultami să fie minimă. 

Fie q; (i = 1,2,...,m) sarcinile de pe conductoarele sistemului dat. 

Presupunînd mediul dielectric izotrop, pentru sistemul dat se pot sorie 
ecuațiile generale 


(1.191) 


și, pentru suprafeţele conductoarelor 
V = V= Const, (6 = 1,2 t) 


racterizat prin vectorii p 


iderăm | electrostatic, Ca i 10 4 
i AD i PE aie a presupun că satisfac la aceleaşi ecuaţii gene 
rin (1.191), deci corespunde aceluiaşi sistem de conductoare. 


à W' >VW, 


unde ; SEE 57a 
Li pp i = — DE dr. 
= DB ae şi W A 


T 


Să punem 
PI pi D =D F Di. 
Avem evident, în virtutea ipotezei făcute 
f Dad = 0, deci div D” =0 şi D" = F". 
Ei 
Tinînd seama de expresiile lui F’ şi D’, expresia energiei electrostatice W” se 
poate scrie 


ST = = = a i mA zi | Dr FLA LL 
Taz | E B) (D + Da Nn JE D az - 


z 


+z] (ED” a TD D)d= 


T 


sau* 


= VW + i caz + | pD”dz. (1.192) 


T 


Însă 


ZD” = —grad V.D" = —div (V D") + V div D” = —div (Y D") 
și deci 


( 2Dras = —aiv| (VDa+= — Şi vpraa=0 


T T isl 


astfel că relația (1.192) devine 


VW = + Si B'de, 


r 


În consecință, W’ est i ] 
COJ este mai mar i î i 
cimpului P și P Ai diferiti. e decit W de îndată ce într-o parte a 


* căci ED” 4 ED = er p eE E= 9BE“s = aED"* 
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În conformitate cu teorema lui Tomson, cimpul electrostatic care cores- 
punde distribuţiei de echilibru a sarcinilor pe conductoare se poate deduce 
dintr-un principiu de minim, intocmai cum în mecanică poziţia de echilibru 
stabil al corpurilor se poate deduce tot dintr-un principiu de minim. Rezultă, 
dar că, energia electrostatică are în electrostatică același rol pe care îl are energia 
potențială în mecanica obișnuită. 

Rezultă de asemenea că prin condiţiile (1.191) cimpul electrostatic este 
definit nivoo deoarece, conform teoremei lui THOMSON, nu pot exista două 
câmpuri electrostatice care să corespundă aceluiași sistem de conductoare, 
atunci cînd sînt date sarcinile electrice pe care le poartă conductoarele, 


1.6.6, ASUPRA FORMELOR EXPRESIEI ENERGIEI ELECTROSTATICE 


Energia electrostatică a unui sistem de conductoare se poate exprima în 
general sub diverse forme echivalente şi în special sub forma dată de relaţiile 
(1.133) şi (1.189). De fapt, ele constituie ceva mai mult decit o simplă identi- 
tate matematică între două formule echivalente, întrucît ele conduc la interpre- 
tări diterite asupra acţiunilor electrostatice și a localizării energiei electrosta- 
tice*. 

Astfel, pe cînd relația (1.183) se poate deduce şi pe baza ipotezei forțelor 
newtoniene, relaţia (1.189) nu poate fi dedusă decît pornind de la noţiunea 
de cîmp electric şi este caracteristică concepţiei asupra acțiunilor electrice. 

Se ştie că pentru explicarea acțiunilor forțelor electrostatice există două 
concepţii contradictorii : acțiunea la distanţă și acțiunea din aproape în aproape 
prin intermediul unui mediu oarecare. 

Ipoteza acţiunii la distanță a fost introdusă pentru prima oară de 
L NEWTON în mecanică; pe baza legii lui COULOMB, ea a fost introdusă apoi în 
în electrostatică. Conform acestei ipoteze, acțiunea forțelor electrostatice dintre 
sarcini este instantanee şi expresia (1.183) a energiei electrostatice apare ca 
şi cum energia ar fi localizată în punctul în care se află sarcina. Rezultă 
dar că, în această concepţie, conductoarele au un rol principal, fiind purtătorii 
de energie, dielectricii (sau izolatorii) avînd un rol secundar, pasiv, acela de a 
împiedica sau slăbi acţiunea electrostatică. 

Ipoteza acțiunii din aproape în aproape este specifică studiului electro- 
staticii și a fost introdusă de M. FARADAY. În conformitate cu această ipoteză, 
rolul fundamental în acţiunile electrostatice îl are mediul dielectric. Pe baza 
ei și-a elaborat MAXWELL teoria sa asupra electromagnetismului. În concepția 
lui FARADAY prezenţa sarcinilor electrice pe suprafața conductoarelor moditică 
starea mediului dielectric înconjurător, care devine sediul unor forțe elastice 
producind deformaţii cuasielastice ale mediului dielectric. Sub acțiunea unui 
cîmp electric, mediul dielectric posedă o anumită energie înmagazinată care, 
în concepţia lui FARADAY, nu este altoova decit o formă a energiei potenţiale, 
analoagă cu energia mediilor elastico deformate, În această concepție conductoa- 
rele sînt considerate ca avind un rol pasiv, rolul fundamental revenind mediului 
dielectric în care este localizată energia electrostatică, conform relației (1.189). 

Această concepție, care în secolul trecut a înlăturat complet concepţia 
newtoniană, este privită azi cu mult spirit oritio, Analogia maxwelliană dintre 
cimpul electrostatice gi cimpul elastio — al mediilor elastice supuse unei ten- 
iuni —a fost bazată pe existența eterului ca un mediu mecanic elastic şi omo- 


* Vezi [200] pag. 89, 
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gen, ipotez ; ăi I > SI 
(în sensul interpretării idealiste) că proprietatea energiei de a fi localizată în 
cimpul electrostatic este acceptabilă numai „tormal“* întrucât cimpul nu ar 
fi o realitate fizică. : 

Aşa după cum s-a arătat încă de la început“, din punctul de vedere al 
interpretării materialist dialectice, cîmpul electric trebuie considerat ca 0 formă 
de existență a materiei, deci ca o realitate obiectivă, Și în consecință, energia 
electrostatică nu poate fi redusă la, energia mecanică, ea fiind o măsură fundamen- 


tală a acţiunilor electrostatice. ` 
Ca o consecință a ipotezei deformației elastice pe care MAXWELL a dat-o 


mediilor dielectrice, se poate interpreta şi denumirea dată de acesta vectorului 
D de vectorul deplasării electrice. Considerînd vectorul D ca o deplasare obiş- 
nuită — pe unitatea de volum — a cîmpului electric, atunci lucrul efectuat peuni- 
tatea, de volum este produsul scalar dintre forță şi deplasare ; pentru o depla- 
sare infinit mică dD, lucrul mecanic pe unitatea de volum este 
BAD = e Fap 

şi pentru o deplasare finită D 

Dne RR ata) al 135 

| BaD =| BaB =- P = -ED 


0 0 


Ținînd seama de acestea, expresia (1.189) se mai poate scrie 


W = [za dz. 


În privinţa diferitelor expresii obţinute i i 

- 7 E i pentru energia electrostatică, 
trebuie precizat că, pe cînd expresia (1.182) reprezintă energia de interacţiune 
a sistemului de sarcini punctiforme, necuprinzînd energia proprie a sarcinilor 
expresiile (1.183), (1.184) şi (1.185), singure sau împreunà sub forma sumei 


mea 2 1 
= | evar shp% + | ayas (1.193) 


şi expresia (1.189) reprezintă energia totală sub forme echi 
rep rgi chivalente. 
ial n căzu unei singure sarcini punctiforme, expresiile (1.178) — şi cea 
E da oare arrn poppa (1.182) prin particularizare — precum şi expre- 
; mîn diferite de zero și iti i i i 
AED ramin di zero şi pozitive, reprezentînd energia proprie a 


n cazul a două sarcini punctiforme i i 
peer 2 SPIRII dı Și qa, care produc fiecar G 
cîmpurile F, respectiv F, cîmpul rezultant al i tenta fini Sai IR e ea 


E = E, + Ex 
energia totală a sistemului este dată de relaţia (1.189) sub forma, 


W= A EPA 
5T 


2 


BENEZI 1,1.1, 
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ă care astăzi a fost părăsită. Nu trebuie trasă însă o concluzie greșită 


ică, 
une 
ilor, 
mei 


193) 


cea 


pre- 
ie 2 


arte 


şi este 


1 2 1 BE 


~ 


sau W = Wau Sr Wag aF Wis 


unde W, şi Wos reprezintă energiile proprii ale celor două sarcini, iar Wg este 
energia lor de interacţiune. 


Cum (£ ZE T3)? > 0, 
rezultă că PYR 2 AB 
şi deci Wa + Wa > Wia 


Relația (1.193) a fost stabilită în cazul spațiului liber sau a unui mediu 
omogen şi izotrop nepolarizabil, iar relația (1.189) a fost dedusă din aceasta ; 
este necesar să se arate că ele rămîn valabile și în cazul dielectricilor. Pentru 
aceasta trebuie să se calculeze forțele electrice ale cîmpului în cazul deplasărilor 
arbitrare ale dielectricilor și să se arate că el este egal cu —dW. Calculele exacte 
sînt foarte complicate ; în plus sînt necesare anumite ipoteze asupra structurii 
mediilor dielectrice. 

În practică, din această cauză, se procedează în sens invers: se postu- 
lează expresia energiei sub forma dată de relaţia (1.189) pentru teoria macro- 
scopică a cîmpului electric şi se arată că experiența contirmă consecințele. 

În ceea ce priveşte echivalența relaţiilor (1.183) şi (1.189), aceasta rămîne 
valabilă numai în cazul electrostatic, adică pentru cîmpurile electrice con- 
stante. În cazul cîmpurilor electromagnetice variabile, pentru a putea interpreta 
fenomenele respective, este necesar să se postuleze relația (1.189) care presu- 
pune localizarea energiei electrostatice în cîmp. 


1.7. FORŢE PONDEROMOTOARE ÎN CÎMPUL ELECTRIC 


1.7.1. CALCULUL FORȚELOR CU AJUTORUL FORMULEI LEGII 
COULOMB 


Forţele de interacțiune dintre corpurile încărcate cu electricitate pot fi 
calculate cu ajutorul legii lui CouromB dată de relația (1.9) 


Trebuie observat însă că legea lui COULOMB este valabilă numai pentru sarcini 
punctiforme şi poate fi folosită direct numai cînd dimensiunile liniare ale cor- 
purilor sînt foarte mici în raport cu distanțele dintre aceste corpuri. În cazul 
general, folosirea, legii lui COULOMB se complică foarte mult întrucît este nece- 
sar ca sarcina electrică corespunzătoare să se împartă în sarcini elementare 
care ar putea fi considerate ca sarcini punctiforme, forţa rezultantă obţinindu-se 
iei AR ante forţelor de interacțiune dintre sarcinile elementare astfel consti- 
mite. 
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fie să determinăm forţa dintre două plăci paralele, 
e ele, de 


Pentru exemplificare; i £ 
ale căror dimensiuni liniare sînt foarte mari față de distanța a dintr 
exemplu plăcile unui condensator plan. : l 

Distanța dintre plăci fiind mică şi neglijind efectul de margine, cîmpul 
dintre plăci este uniform. Dacă presupunem dielectricul dintre plăci omogen 


şi izotrop, atunci, conform relaţiei (1.22) şi cîm- 
pul de inducţie electrostatică va fi uniform între 
plăci. Fie D acest cîmp. Un element din supra- 
fața unei plăci, de arie dA, va avea sarcina 
dq = Dă. Pentru a calcula, forţa care se exercită 
de către cealaltă placă asupra acestui element 
de suprafață, ducem din acesta o perpendicu- 
lară pe cealaltă placă şi descompunem supra- 
fața respectivă în inele elementare, toate concen- 
Fig. 1.87. Calculul forței de atracție trice în piciorul perpendicularei duse (fig. 1.87). 


dintre plăcile unui condensator plan. Forţa care se exercită asupra sarcinii DAA = 
= dg, care se găseşte în punctul W de pe prima placă, „de către sarcina dge 
corespunzătoare a unui element de suprafaţă a unuia din inelele în care s-a 
împărțit suprafața celei de a doua plăci este 
DAA dga _ 
gre (72 + è) 


Din cauza simetriei circulare, componentele orizontale ale acestor forțe elemen- 
tare se vor anula două cîte două, rămînînd astfel numai componentele verti- 
cale, care se vor putea astfel aduna algebric; componenta corespunzătoare a 
forţei de interacţiune dintre sarcina din punctul M şi sarcina corespunzătoare 
unui inel de arie 2rdr va fi 

a(aF) = DaA - D2zrdr ae aD?dA -rdr 


—— Lă 
dve (r? + a?) 2s (r? + ap 


deoarece cosa = a/r? + a. 
Forța totală pe care o va exercita întreaga placă a doua asupra punctului M 
se obține prin sumarea forţelor date de toate inelele și este 


lei miaa rdr aD?dA | 1 1 
Ta 2 ıı n2)3/2 Sa sa S G 
o EF 2/2 2e a Vrea 


Tinînd seama că, în conformi i ăcută i i 
| 5 itate cu ipoteza făcută ro > a, relaţia de 
se poate scrie j : i ana 


12 


D*AA 


GE ' (1.194) 


2s 


de unde, pentru întreaga suprafață a plăcii 7 se obţine“ 


A i f A 
O expresie analoagă se obține şi pentru forja de atracție a electromagneţilor. Vezi 3.5.5.4 


nen- 
erti- 
re a 
oare 


ui M 


i SUS 


194) 


v 
(SN 
S 


| 
| 
| 
| 


Din relația (1.94) se poate deduce forța de tracțiune între cele două plăci 
pe unitatea de suprafață, care este echivalentă, cu presiunea pe care o exercită 
plăcile asupra substanţei dielectrice care se găsește între cele două plăci. Ținind 
seama, de relaţia (1.22) se obține 


relaţie identică cu (1.190), aceste două mărimi avînd aceleași dimensiuni. 
Pentru a ne da seama de ordinul de mărime a presiunii la care poate fi supus un 
dielectric între plăcile unui condensator plan, să considerăm un asemenea con- 
densator cu dielectric hîrtie. Pentru un asemenea dielectric, cimpul maxim la 
care poate fi pus fără a fi străpuns este de 100 kV/em*. Ţinind seama că per- 
mitivitatea, sa este** e, = 2,5 presiunea, corespunzătoare va fi*** 


p= é nioc 11002 doi: ai 102 E. 
2 47 9-10 m 


Ecuația de dimensiuni a acestei mărimi este 


ERY, — [2 -3 7-a — rr mr = aE 
[p] 2 [D) CE] = (2 PI) (MT E = = aq? 
adică aceea ale unei presiuni. 


1.7.2. COORDONATELE GENERALIZATE 


Aplicarea formulei legii lui CouroMB pentru calculul forţelor de inter- 
acţiune dintre corpurile încărcate cu electricitate, sau care se găsesc într-un 
cîmp electric, nu se poate face decît în cazuri cu totul particulare, şi anume, 
numai atunci cînd dielectricii sînt omogeni şi se cunoaşte repartiția sarcinilor. 

Pentru a se calcula aceste forțe în orice caz, au fost elaborate metode care 
se bazează pe lucrul mecanic care s-ar efectua la o deplasare oarecare a corpuri- 
lor asupra cărora, se exercită aceste forțe. Aceste metode folosesc conceptele de 
coordonate generalizate şi de forţe generalizate cunoscute în mecanică. 

Atunci cînd configurația geometrică a unui sistem de corpuri poate fi 
complet caracterizată cu ajutorul unui anumit număr de variabile scalare inde- 
pendente, aceste variabile se numesc coordonatele generalizate**** ale sistemului ; 
numărul minim de coordonate generalizate necesar pentru determinarea poziţiei 
sistemului este egal cu numărul de grade de libertate al sistemului. Astfel, în 
cazul unui corp care se deplasează de-a lungul unei direcţii oarecare este suficient 
să se cunoască drumul parcurs de corp de-a lungul acestei direcţii ; pentru un 
corp care se rotește în jurul unei axe este suficientă cunoaşterea unghiului de 


* Vezi [230] pag. 189. 


25 Vezi 1.1.7. 
Ẹ Vya As v2 AVs Ws j N 
+*# Unităţile sint: — » = .— = — =- > = Nm = N 
m m! Vm mi më m? m? mè 
ww Se mal numesc și parametri de pozijle. 
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fix, poziţia jui poate fi 

ceste coordonate generalizate 
ăi j imentari. 

imbolul £, cu sau fără indici suplime aa 


i iri are O variație i 
trică a unui sistem de corp! ari pi | 
ii elementare dë; iat forţele X, 


determinată prin trei unghiuri de ro 

vor {i re me e e ime 
nd configuraţia geo € 

mică, coordonatele generalizate au şi ele variaț 


ă nic ele at de 
caro ke exercită asupra corpului efectueaza un lucru mecanic elementar dat de 


relatia 
de -5 $ X, d, (1,195) 
41 
eralizate 


Mărimile scalare Xis coeficienții variațiilor coordonatelor gen 
respective dë = 1, 2, ..., n) din expresia Jucrului elementar se ne forte 
emeralizate lagrangeiene în direcţia respectivă, ; aceste mărimi DU sint tot eau na 
forțe propriu-zise. Dacă, de exemplu é este 0 deplasare, X este componentă, mi ei 
forțe propriu zise de-a, lungul acestei deplasări ; dacă é este un unghi de rotaţie, 
X este momentul forţelor în raport cu axul de rotaţie corespunzător ; dacă £ 
este o arie, X este o tensiune superficială ; dacă £ este un volum, X este o pre- 
siune ; şi așa mai departe. 

Să considerăm un sistem oarecare format din n conductoare încărcate cu 
electricitate şi să presupunem că unul din corpurile sistemului * se deplasează 
astfel încît să varieze una din coordonatele sale, toate celelalte corpuri rămiînind 
fixe. Această variaţie a coordonatei £ se face sub acţiunea forței generalizate x, 
care se datorează interacțiunii sarcinii electrice a corpului ce se deplasează, cu 
sarcinile tuturor celorlalte corpuri fixe ale sistemului. 

Se face ipoteza că, atit; variațiile posibile ale sarcinilor diverselor corpuri, 
ct și deplasarea, corpului respectiv se produce foarte încet, astfel încît să fie 
menţinut, în permanență, echilibrul electrostatice al sistemului. 

J În aceste condiții, lucrul efectuat de sursele de energie exterioare pentru 
variația cu dq, (i = 1, 2, ...,%) a sarcinilor conductorilor şi care, conform rela- 
tiei (1.176) este 


n 
— d£, = D V; dg;, 
i=1 
trebuie A acopere nu numai creșterea energiei cîmpului electric ci şi lucrul 
arany Cotnat de forțele generalizate X, care modifică poziţia corpului res- 
pectiv, Ecuația de conservare a energiei electrice va îi deci 


X Vida = aw + $ X UE. (1.196) 


Relaţia (1.196) r intă ; 
“tat . reprezintă ecuaţia cea mai generală cu aj (Aa aa 
pot determina forțele generalizate, ţ £ generală cu ajutorul căreia se 


p P )lemele care APAI +) Lt) statica se p ) pre ml l UA Cazuri 
Î i rol ne -EI in electro t vi 

È £ t ze A C 
impor tante, Care simplifică mult expi OSIA U, 1 96) ȘI anume ; 


) sig emul de (i dr ( £ Sic erat este 120. y SISTeN 
4 >) t > CONUU toare cons ré 3 i si î 
B1 | at es t > 12C lat ȘI torme Qa UD sist DaM 


Jn corp 5 at intre corpurile conductoare. 
La i conductor sau cehia p 
r unul izolant situ 
| i e co 
e duoto 
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cerul 
res- 


è$) Sistemul de conductoare nu aste izolat şi conductoarele sint menținute 
la pote iai constante, fiind puse în permanență in legătură cu surse de energie 
electrică. 

Prin particularizarea relației (1.196) în acesta două cazuri se obțin cele 
două teoreme ale forțelor lagrangeiono generalizate în cimpul electrostatic. 


1.7.3. PRIMA TEOREMĂ A FORȚELOR LAGRANGEIENE GENERALIZATE 
IN CIMPUL ELECTROSIAȚIE 


Sistemul de corpuri fiind izolat, rezultă că g, = Const, şi deci dq, = O 
(î = 1, 2 ss n). Relaţia (1.196) devine 


(AW), + Ș X, a% =0. 


i=l 


Pentru o deplasare Ë, care modifică un element al configurației geometrice a 
sistemului, se obține 


2, =— Ga) (1.197) 
IŠ ex Conat. 
tinind seama de relaţia (1.182) rezultă 
ow Lo Sis £ 
TJE TOER ICE (1.198) 
( Li je 2 p a a U ə 


care reprezintă forja lagrangeiană generalizată în direcţia coordonatei genera- 
lizate E. 
ðw 


În cazul cînd (63) >0, forţele generalizate externe sînt acelea care 
S Q= Const, 
CALA s. i 
= ) <0, atunci sistemul electro- 

g Š Ja=Const, 

statie este acela care transformă o parte a energiei salo în lucru mecanio. În 

cazul cind conductorii sint liberi, sensul mişcării este asttel încit energia siste- 

mului IF, să scadă, i 
„Pentru exemplificare să considerăm un condensator plan melre 

sarcina Q, permitivitatea, s și aria suprafețelor armăturilor X 

condensator fiind 


execută un lucru mecanic; dacă însă ( 


căreat, avind 
„ Capacitatea acestui 


în eare æ este distanța dintre 
exercită intre armături este 


Th (3) Ag: i iQ. N, 


dE 


armături, aplicind relația (1.198) forja cara se 
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ttomoit oriainea axei & sA luat po una din wmături, torta rospectivă oste o 
torță do atractie, care tindo să apropie anmilturile (fig, 1:88). Presiune cu care 


cole două armături presori dictootrioul esto 


Q’ 10 N 
p ms == u = a eA 
i 9 et de m 


oxpresio analoagă ou (1.79). i păi 
în sfingit, mişearea plăcii este asttel, incit 


onorgia sistomului să scadă. Într-adevăr, cele două 
pioi apropiindu-se; capacitatea sistemului creşte 
| 


int energia acestuia scade, întrucit 


Fig 4.88. Determinarea forpel 
de atracție dintre plăcile unul 
condensator plan, 


174, A DOUA TEOREMĂ A FORŢELOR LAGRANGEIENE GENERALIZATE 
ÎN CIMPUL ELECTROSTATIC 


inu este izolat şi conductoarele respective 


în acest caz, sistemul de corpur 
în consecinţă relația (1.196) se va scrie 


sînt menținute la potențiale constante, 


LL) 


2 Vida, = (AW)racoms H Y) Ai d& (1.199) 
= i=l 


Dar în conformitate cu relația (1.180) 


(q Wa const s L N V, dq; 


1 


şi relația (1.199) se poate sorie 


Ș Vdo = Ran a UA OAS 4 
a î dq; (AN ) Const — D X; 


(1.200) 


1 Li 


2 
£ 


de unde rezultă că ; 

t sultă că, pentru deplasarea 9E,, © iii 

; z : asaren 05, care moditică et cea 
tiei geometrice a sistemului, se obține ji oditică un element al configura- 


y ow 3 | 
Pagal IRT DE ae (1.201) 


ținind seama de relaţia (1.181) rezultă 
$ 


(2) mn A 
aum xI x r y OGij 
TA zei 3 PLAI dar (1.202) 


(ml j»li 
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(0) 
Ta 


Ci 
uà, 
t e 


ITE 


ve 
rie 


9) 


)0) 


)) 


02) 


Comparind relaţiile (1,196) şi (1.202) rezultă 


ðw ôw 
P =|= w a | a 
j ( 9 rea ( 36 arm 


şi în consecinţă, în cazul V= 0onst,, dacă (a) >0atunci sistemul electro- 
V = const, 


ras aE 9W 
statio transformă o partea energiei sale în lucru mecanic, iar dacă E) <0 
V = Const. 


lucrurile se petrec invers și anume, forţele generalizate externe vor exe- 
cuta lucrul mecanic. d , 
Aplicind relația (1.202) cazului studiat al condensatorului plan se găseşte 


relație care arată că forța respectivă este o forță de atracție. Este uşor de văzut că 
Ii = 


ceea, ce se poate arăta scriind că OV = Q şi utilizînd expresia capacităţii con- 
densatorului plan. ; 

Ca un alt exemplu de aplicaţie'al acestei teoreme, să studiem electro- 
metrul cu ac. Principiul de funcţionare al acestui electrometru. este urmă- 
torul: Un ac plat de metal se mişcă între armăturile unui condensator 
plan astfel încît, atunci cînd se deplasează spre « crescător, capacitatea 
dintre ac și placă să crească (fig. 1.89). Capacitatea dintre ac şi plăcile 
condensatorului este aproximativ proporțională cu lungimea 1 a acului 
cuprins între plăci 


O = hal, (1.203) 


k, fiind o constantă de proporţionalitate. Dacă se aplică o tensiune între 
o placă și ac, sistemul va căuta să-şi mărească capacitatea şi acul se va 
deplasa în sensul orar sub acţiunea unui cuplu motor, i 
căruia i se face echilibru cu ajutorul unui resort spiral. 
Fie M cuplul motor corespunzător. Aplicind relaţia 
(1.200) se poate serie 


Mda = = U:40, 


de unde 


gasar (1.204) 


1 
2 da 


M = 


ținind seama de relația (1.203) și cum Fig, 1,89. Electrometru 
7: cu ac, 


=r mr 
relația (1,204) devine i 


i lee rrp AP P A 
Mm TA Ulei (1.305) 


a a acului; 


i imi "mătură con- 
j i determina forma curbei care limitează armătur a 
ea gator Și în Pa, dacă dorim ca indicaţiile electrometrului să fie 


proporționale cu tensiunea aplicată 

a = kU, 
dacă M, = k,a este cuplul rezistent dat do resortul spiral, la echilibru pentru 
o anumită indicație — 


Relația (1.205) dă dependența dintre cuplul motor şi deviația 


M= M, 
; relatia (1.205) devine 
z Pe i : k E a, 
Sali am da 
de unde e 
ENO 3K, q% 
dr af 
şi deci 


PE 0 K3 ks = 9 k3 Ka žo 


E Ja T ni kı x 


curba respectivă putindu-se construi uşor în practică. 


1.7.5. TENSIUNI MECANICE ÎN CIMPUL ELECTRIC 


să calculăm pe o cale elementară tensiunile mecanice numite max- 
weliene care apar în cîmpul electric. j 

Expresia forței de tractiune pe unitatea de suprafață — sau presu- 
nea —, egală cu densitatea de volum a energiei stabilită în relaţia (1.190) 


1 AR 1 n 
p=; =p 


este valabilă şi pentru conductoare avînd o formă oarecare dacă pe por- 
tuni suficient de mici din suprafața exterioară a conductorului cîmpul 
poate fi considerat uniform. Forţele acţionează normal pe suprafața elec- 
trozilor. Se poate spune astfel că, de-a lungul liniilor de cîmp există nişte 
tensiuni, date de relaţiile (1.190), analoage acelora unui mănuchi de gume 
intinse. Această analogie intuită de FARADAY a fost îmbrăcată în haină mate- 
matic de MAXWELL. 

În cele ce urmează vom arăta 
cum se pot calcula aceste tensiuni 
mecanice. 

A pate 200 ' Cu ajutorul a două suprafeţe de 

, nivel şi a liniilor de cîmp, în orice punct 
al cîmpului se poate delimita un trunchi 
de con (fig. 1.90), cele două baze ale 
| sale fiind constituite de suprafețele de 
Fig. 1.50, Calculul tensiunilor mecanice ale liniilor nivel, Să ne inchipuim conul din care 


de cimp electric, face parte acest trunchi de con. Tuten- 
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Pe E 0 O a 


J- 
D) 


sitatea cimpului electric în interiorul trunchiului de con este o funcţie a 
distanţei a de la virful conului; pentru rază r, care este tot atit de 
mică ca și înălțimea dæ a trunchiului de con, avem 


r = @ bga. 


Dacă so notează cu F intensitatea cimpului pe fața din stinga a trunchiului 
de con (pe baza mică), atunci valoarea acestuia pe faţa din dreapta a trun- 
chiului de con se obţine scriind că fluxul este conservativ prin cele două 


suprafețe şi este* 
= rm 


2 
Parhez P 
z 


Forţa care acţionează asupra feței din stînga este dată de relația 
(1.194) şi are valoarea 


= 5-27). 


Pa = = e H? r? = = e E? xtg? q, 


iar cea de pe fața din dreapta are valoarea** 


Pa = Ec (1 =a) le da)ètg’a= Z e E? (+ —3 Sete Pa ce 
T 


x 


astfel că trunchiul de con va fi tras către stînga cu forţa 


P, = Fa, — Fa, =7 EF. 2 SE g? tg? a. 
T 


Cum trunchiul de con trebuie să fie în echilibru static, forţa F trebuie 
să fie echilibrată de o presiune p care să se exercite pe fața laterală a 
trunchiului de con. Forţa corespunzătoare este** 


dz : 
T, = 27r- p sina = p: 2ra da tg? a. 
5% 


* (142)? = 128 Ba? — 4x? A s Vezi [200] pag, 35. 
** Se neglijează infiniţii mici de ordin superior, 
s=* Suprafața laterală a trunchiului de con este E = yso unda os Rbr=sr aa + da 
gz 4 di <, da X = 
căci R= LET: și s = VF R [= pr, unde ò = R = r, Deci X = aen a Unde am ne- 
cos & 


glijat infiniţii mici de ordin superior, 
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rezultă 


Cum la echilibru trebuie ca T, = Fa 


2 metadate _ Lp = L i, 
P = peds tga 2 2 


; i i i ică este deci egală 
găsi tel relaţia (1.190). Această presiune ipotetică este € - 
spele le olive în spațiul vid. presiunea Și tensiunea res 
pectivă sint gd 


P= Zeo IE. 


1.7.6. FORȚE MECANICE LA SUPRAFAŢA DE SEPARAŢIE A DOUĂ MEDII 
OARECARE 


S-a văzut din cele ce preced că la suprafaţa conductoarelor apar 
forţe de tracţiune (tensiuni mecanice) care, în cîmpul electrostatic sint nor- 
male pe suprafața conductoarelor şi a căror valoare este dată de relaţia 


x 1.190). 
> ! Tore apar şi la suprafața de separație a două medii oarecare necon- 
ductoare. 
Să considerăm un element de suprafaţă, de arie dA, pe suprafața 
y de separație a două medii dielectrice oarecare, forma suprafeţei fiind de 


asemenea oarecare (fig. 1.91), care 
separă două medii avînd permitivi- 
| F tățile sı şi sə» Să presupunem că vec- 
torul intensității cîmpului electrice pă- 
trunde în mediul 1 sub un unghi « 
față de normala pe elementul de su- 


prafaţă dA. 
„Asupra elementului de suprafaţă 
acţionează din mediul 7 două forțe : 
o forță dF,, care este o forță de 
tracțiune de-a lungul liniei de cîmp şi 
a cărei valoare este 
1 == 
f GU 5 = í S 
ig. 1.91. Forțe la suprafețele de separație . ; 2 HD A oooi Pa Aionas 
| și o a doua forță dF, care este normală, pe liniile de cîmp şi care este o 
forță de presiune pe liniile de cimp; valoarea acestei forpa este 
aF, = pu dA sin a, 
Aceste forţe dau o rezultant a determi i 
pe ariei e ezultantă pe care o determinăm prin componentele sale 
| angenţială și normală la suprafața de separație. 
Pentru componenta ţangențială so găseşte 


AP, = 97, sin a + dF, cos a = 2p, dA sin oos ~ =P, dA sin 2g. 
(1.206) 


Pentru componenta normală se găsește 


AF, = AP, cos a — AP, sin g = Pi dAcos27. (1.207) 


Din aceste relaţii rezultă că forţa ar, face unghiul 26 cu normala la ele- 


mentul de suprafață dA și are valoarea PdA. 
Această forţă poate fi imaginată ca 0 a de supr 
altceva decit tensiunea maxwelliană și este egală cu 


afaţă ; ea nu este 


T, a = 2,5, => zM 


a cărei unghi cu normala la suprafață este împărțit în două părți egale 
de vectorul intensității cîmpului electric Hy. 


_ Tntroducînd componentele normale şi t 
şi D,, din relațiile (1.206) și (1.207) rezultă 


angenţiale ale vectorilor E, 


AR, = cEinBu AA (1.208) 


AP, = Let, — B)dA 1.209 
2 ( ) 


în mod analog acţionează forţe şi dinspre mediul 2 către mediul 1. 


Ținînd seama de continuitatea componentelor cîmpului electrostatic* 
valoarea componentelor acestor forțe rezultă imediat din relaţiile (1.208) 


şi (1.209) şi sînt 
AF = co BE dA = c E By dA = dFu 
E2 


gi 
A, = È eai, — B) dA = E e( $ mi, — Wh) aa. 
e: 


Sensul acestor componente este contrar sensului componentelor forţei dF, 
csBiu = cofon Și Bu = Eu 


astfel încât componentele tangenţiale ale celor două torţe i 
| iale + ja se vor anula reci- 
proe apa Gară că, la PRoIa AIA de separație există numai o forță pică 

f elementul de suprafață și egală cu rezultan ` ` 
male a celor două forţe, Vom avea deci ta 0ampoasa Sai aan 


AP = AF, — AP 


* Vezi 1,5,4, 


161 


11 — c, 228 


| u 
Această forță va da 0 tonsiuno pe suprafaţa de separație egală c 


iaa e a 2.) (1.210) 
p = ilie pla &) (m r ts in | 


sensul tensiunii depinzind de valoarea permitivităţii absolute a celor două 


stia: i icul interesante : 
ina citeva cazuri particulare ial, s ri 
S Dl e de cimp sînt normale la suprafața de separație a celor dou 


medii. Rezultă 
Bu,=0 și Bin = Ev 


relaţia (1.210) devenind 


2, (1.211) 


b) Liniile de cîmp sînt paralele cu suprafaţa de separație; în acest caz 


En = 0 și Eu = E, 


şi relația (1.210) devine 


D= (ea — a) Ei. (1.212) 


c) Dacă e > s, atunci relaţia (1.264) devine 


1 2 
h = F caii = Pı 


O interpretare fizică a acestor relații poate fi uşor dată cu ajutorul 
unui condensator plan. 

Dacă se introduce o placă de sticlă între armăturile unui condensator 
plan, pe ambele feţe ale acestei plăci se vor produce tensiuni (relaţia 1.211). 

Dacă placa este introdusă numai parţial, atunci placa va fì atrasă 
către interior (relaţia 1.212). 

În cazul mediilor izolante fluido, forțele electrice acţionează ca o presi- 
une hidrostatică ; ele vor căuta să mărească volumul mediului izolant. 


cea | 
ELECTROCINETICA 


2.1, CURENTUL ELECTRIC 
241,1, DEFINIREA CURENTULUI ELECTRIC 


Fie două conductoare A şi B, încărcate cu sarcină electrică, avind 
deci potenţialele Va şi Vp(Vu > Van) faţă de un potenţial de referinţă 
comun, presupus nul, pentru simplificare ; legiînd între ele cele două conduc- 
toare printr-un fir metalic, echilibrul static al sarcinilor electrice dispare 
şi se produce, prin firul metalic, o deplasare de sarcini electrice de la con- 
ductorul cu potenţialul mai ridicat (conductorul A) către conductorul cu 
potenţialul mai scăzut (conductorul B) și această deplasare are loc pînă 
ce potenţialele celor două conductoare se egalează. 


În tot acest interval de timp sistemul, care formează acum un con- 
ductor unic, nu mai este în echilibru electrostatic şi, în consecință, poten- 
ţialul pe suprafaţa sa are valori diferite. Rezultă deci că, în interiorul con- 
ductorului 


grad V Æ0 


şi va apărea astfel un cîmp electrice sub acțiunea căruia se produce depla- 
sarea sarcinilor electrice. 

Experienţa ne arată că deplasarea sarcinilor prin firul metalic de legă- 
tură este însoţită de unele fenomene particulare dintre care cele mai impor- 
tante sînt încălzirea firului (fenomen termic) şi apariţia unui cîmp mag- 
netic în vecinătatea firului (fenomen magnetic). Ambele fenomene apar 
odată cu începerea deplasării sarcinilor, durează atît timp cît se produce 
această deplasare şi dispar deîndată ce a încetat şi deplasarea sarcinilor. 

i Dacă acum, fără a schimba nimic din aranjamentul conductoarelor 
A și B și a firului de legătură, presupunem că Va > Vu, sarcinile se vor 
deplasa de data aceasta de la corpul B către corpul A şi vor parcurge 
astfel firul metalic de legătură în sens contrar celui din cazul precedent ; 
Și în acest caz se constată apariţia atit n fenomenului termie cît şi a feno- 
menului magnetic, însă acesta din urmă îşi sohimbă sensul. 

Sintem deci în prezența unei noi mărimi lizice care apare prin depla- 
sarea în timp a sarcinilor electrice și care se manifestă printre altele prin 
fenomene termice și magnetice, 

Această mărime fizică este ourentul electric. Ba este o mărime sealară 
j În particular, curentul electric datorit deplasării sarcinilor electr 
n conductoare metalice se numește curent eleotrio de conduoție. 

a Sanoa de curent eleatrio de conduoție, numită şi intensitatea curen- 
conducție, se roferă întotdeauna la o anumită secţiune dusă prin 


ice 
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) A } inilor elec- 
o dofinogto ca viteza de transmitere a saram ; 
do cătro particulele încărcate cu electri- 


conductorul electric și 8 
rico prin suprafața considerat 


citate 


+ in lim Ad me d (2.1) 
dcr di 


sensul elemontului infinit mio de sarcină fiind acel acceptat și în electro- 
TAL 
N coea co privoşte sonsul de deplasare a sarcinilor electrice, aceasta 
se face în sensul cimpului electric pentru saroinile pozitive, adică de la 
conductorul cu potențialul mai ridicat către conductorul cu potenţialul mai 
scăzut ; sensul de deplasare al sarcinilor negative este opus sensului cîmpu- 
lui electric. - | , 
Prin convenție so definește ca direcție pozitivă a curentului electric sen- 
sul de deplasare a sarcinilor pozitive. E 
Curentul electric este o mărime derivată; ea a fost aleasă ca mărime 
fundamentală în sistemul de unităţi MKSA. Ecuația sa de dimensiuni este 


kb] =T. 


Unitatea de măsură a curentului electric este amperul (A) şi definiția sa este**: 
intensitatea unui curent electric constant, care, menţinut în două conduc- 
toare paralele, rectilinii, de lungime practic infinită şi de secţiune circulară 
neglijabilă, așezate în vid la o distanță de 1 metru unul de altul, ar pro- 
duce între aceste două conductoare o forță egală cu 2x10? newtoni pe 
metrul de lungime. 

. _ Din punct de vedere al variaţiei în timp a mărimii lor, curenţii elec- 
trici pot fi împărțiți în următoarele trei categorii : curenți electrici stationari, 
a căror mărime este constantă în timp ; curenţi electrici nestaţionari sau momen- 
Bani a căror mărime variază în timp, durata acestor curenţi fiind în general 
“eta mică; curenţi electrici cuasistaționari a căror mărime variază în timp 

upă o PURA lege, durata acestor curenți putînd fi însă nelimitată. 
2} categoria curenților staționari intră curenţii continui, care sînt pro- 
sia le o sursă de energie electrică avînd la borne o tensiune constantă : 

categoria curenților cuasistaționari intră curenții periodici — sinusoidali 

a pp produşi de surse de curent alternativ, numindu-se astfel 
ern n Ti made s ; : x AA E y% N SAA 

i aa IAU in categoria curenților nestaţionari intră curenţii care 

aj condiţii de uncţionare în general anormale, cum sînt curenţii liberi 

in regimurile tranzitorii de funcționare ale circuitelor i 

nna a meţionare ale circuitelor electrice. 
DE a frodi axul a iind Btudiul fenomenelor olectrice produse de elec- 
mică curenților stațlonari o (boat împărți în două mari părți: electrodina- 
' sue f au in regim perms j Și trodinamica cur 
ilor nestaționari su. in T En Aan ltd clootrodinamica Ouren- 
electrodinamica curenților cuasistaţionuri zii > ar TAN părți. pi Sa 
ienes. un regim permanent; da tunotlonare cate se poate defini de 
im ur i tri i oi) 
bolul paben coreniplui electric oste indiferent i 
Dioește pentru curenţii nestaționari 


sau L; în general sim- 
variabili în timp şi se 


» Vezi 1.1.5 şi 1,3,7, 
** STAS 737/9 —74, 
ee Vezi subeupitolul 3.6, 
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mai numoste valoarea instamanee n curentului*; simbolul 1 se foloseste 
pentru curenții ataţionari — constanți în timp. 


2.1.2. DENSITATEA CURENTULUI ELECTRIC DE COMDUCȚIE. ECUAȚIA 
CONTINUITĂȚII 


Fio o suprafață È oarecare, sprijinită pe o curbă închisâ T şi eare 
faco parto din MALOR străbátut de curentul electric í. Se defineste 
densitatea curentului de conducjie, mărimea vectorială al cârei flax prin 
suprafaţa considerată este egal cu intensitatea curen- 


ui de conducţie, care trece prin acea suprafaţă (fig. 2.1) = 
= Ay d Praf Sp, 
i= | Să =f SīdA. 22) SE 
r r \ 
În această relație sensul curentului i este definit Ag sE 


de sensul normalei la suprafața respectivă, iar sensul 

vectorului densitate de curent 3 este dat de sensul local Fiz- 21- ppr densi- 
de deplasare a sarcinilor pozitive în punctul considerat**. ce ENF 
Cum în general valoarea densității de curent nu este aceeaşi în orice punet 
al secțiunii conductorului, modulul vectorului densitate de curent este defi- 
nit de relaţia 


i d 
32 lim Are Ale (23) 
A4=30 AA dA 
în consecinţă, curentul care trece prin suprafața elementară dA, oricare 
ar fi orientarea acestei suprafeţe, este dat de relația 


di = În dA = ò, dA. (2.4) 


Valabilitatea acestei relaţii rezultă din aceea că, componenta tangenţială 
a densităţii de curent la elementul de suprafață dA caracterizează trecerea 
curentului de-a lungul suprafeței dA şi nu prin 
ea (fig. 2.2). Din relaţia (2.4) rezultă necesitatea 
atribuirii intensității curentului electrice di, care 
trece prin elementul de suprafață dA, atit valori 
pozitive cît şi valori negative, în funcție de sensul 
convențional, arbitrar ales al normalei î la aceas- 
tă suprafață dA***. 

Dimensiunile mărimii de densitate de curent 


sint 
Fig. 2.2. Componentele vectoru- i 
lui densitate de curent, (â]= L? 
* Vezi 4,1.2.1, 
** Densitatea de curent se mul notează cu literele J sau j, 
»e* În relaţiile electrotehnicii, in care apare curentul electric printr-o suprafată deschisă Er. 


sensul versorului ñ al normalei la această suprafată se alege asociat, după regula b 


urghiului drep u 
sensul de referinţă dat pentru curba 1' pe care se sprijină suprafața respectivă. s drept, cu 
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2), Aceantă unitate 


ovoile practicii ; de aceea in prat- 
7 árat (Almm?) 


iar unitatea do măsură esto MM pe ae pätrat (A/m 
de măsură osto insă proa mică pentru n 
tiog so foloseşte un multiplu al e numit amper pe milimetru p 


şi care oste do 10° ori mai mare 
A A A MA 


mm 1 


adică un amper po milimetru pătrat este egal cu un megaamper pe un metru 
APA arimea de densitate de curent se foloseşte în practică pentru dimen- 
sionarea conductoarelor de cupru sau de aluminiu, folosite 10 construcţia 
instalaţiilor electrice sau a mașinilor şi aparatelor electrice, în 242 fel încât 
încălzirea acestor conductoare prin efectul caloric produs de curentul elec- 
tric să nu depăşească anumite limite compatibile cu buna lor funcţionare. 
Astfel, pentru instalaţiile electrice în cabluri subterane se prescrie 0 den- 
sitate de curent de 2—4 Ajmm?, iar pentru maşinile electrice, aceasta 
este de 2—3 A/mm?. re 

Vectorul densitate de curent de conducţie d poate fi definit în orice 
punct al unui mediu conductor străbătut de un curent electric. Totali- 
tatea acestor vectori formează un cîmp de vectori, numit câmp de curenți. 
În acest cîmp, se pot defini linii de cimp, numite linii de curent, şi tuburi 
de cîmp, numite tuburi de curent. 

în cazul cînd curentul de conducţie este staționar — curent continuu —, 
vectorul 5 este staționar. Dîndu-se intensitatea curentului electric printr-o 
anumită suprafaţă este definit fluxul componentei normale a densității 
de curent, care poate avea aceeaşi valoare pentru diferite componente tan- 
genţiale. 

În ceea ce priveşte câmpul electric pe care îl produc curenţii electrici 
de conducţie staţionari — curentul continuu — acesta este un cîmp - cou- 
lomb ian, care satisface condiţia (1.30) 


rot E = 0 


și poate fi exprimat deci prin gradientul unui potenţial 
p = — grad V. 


$ Într-adevär*, în cîmpul curenților continui, distribuţia în spaţiu a sar- 
cinilor electrice trebuie să rămînă staționară, adică neschimbată în timp 
întrucit dacă ar fi avut loc vreo redistribuire oarecare a acestor sarcini, 
intensitatea câmpului electric ar fi trebuit să varieze şi curentul nu ar rămâne 
metrii Faptul că într-un anumit punot al spaţiului unele sareini sînt 
peuite cu altele, datorită curentului electric, numărul lor — şi deci densi- 
Îi dp orcii în îjpome punat al spaţiului văminind constant, nu poate 
juca any! rai POR, apii curentului electric, În aceste condiţii, cîmpul 
aA piai aN penale Marga eloctrice staționare trebuie să fio identic 
aceea și distribuţie Di i produs de niște saroini fixe în spațiu, avind 


* Vezi [273] pag. 220. 


în consecinţă, cîmpul electric staționar al curenților continui este un 
cîmp potențial ca şi cîmpul electrostatic, 

Să considerăm într-un mediu conductor o suprafaţă închisă oarecare 
5, formată de exemplu dintr-un tub de curenţi limitat de două secţiuni 
transversale X, şi Ep în două puncte M, și M, ale acestui tub (fig, 2.3). 
Aplicind relaţia (2.2) acestei suprafeţe închise, valoarea ei trebuie să fie 
egală cu suma algebrică a intensităţilor curenților care trec prin diferitele 
elemente dA ale acestei suprafețe, adică trebuie să fie 
egală cu cantitatea de electricitate care iese în uni- 
tatea de timp din volumul = mărginit de suprafaţa 
S, î fiind normala exterioară la suprafața X. Pe 
de altă parte, în baza legii conservării sarcinii 
electrice* cantitatea de electricitate care iese în 
unitatea de timp din interiorul volumului 7 tre- 
puie să fie egală cu micşorarea în acelaşi timp a 
cantităţii de electricitate care se găseşte în interio- 
rul acestui volum ~. În aceste condiţii, relația 
(2.2) se va scrie 


$ Snad =- 7. (2.5) 
2 


Relaţia (2.5) poartă numele de ecuaţia de continuitate gi reprezintă o 
altă formă a legii de conservare a sarcinii electrice. 

În cazul curenților staţionari — curentul continuu —, 4 = Const. şi 
ecuaţia de continuitate capătă forma 


d Sn dA = 0. (2.6) 


Presupunînd că în interiorul volumului +, mărginit de suprafața X, 
nu există suprafețe de discontinuitate** pentru vectorul ô, aplicînd teo- 
rema lui (GAUSS-OSTROGRADSEI relației (2.6), aceasta devine 


$ Ba da =| div dă = 0 


și cum volumul de integrare este arbitrar, rezultă 
divă = 0. (2.7) 


„Relaţia (2.7) arată că un cîmp de curenţi de condueţie în regim sta- 
tionar mu are surse; rezultă de asemenea că în cazul unui cîmp de curenţi 
liniile de cîmp sînt întotdeauna închise sau au extremităţile la infinit. 

„La suprafața de contact a două medii conductoare oarecare, vectorul 
densității de curent de conducpio poate suteri o discontinuitate; cu toate 


* Vezi 1,1,3, 
** Asemenea discontinuități pot avea loc numai pe suprafețele de contact a două medii diferite. 
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otor trebuie să 80 conserve, întru- 
Mi ien de electricitate caro intră în 


> Fi A i 
acestea, componenta normală a acestui 

a loc, cantitat 
i NNN ES e, Kar mai îi ogală cu cantitatea de electricitate care 
iese din această supratață în consecință 


Sin = San 


sau (2.8) 


ñ O = Sa) = Divs = 0, 
AN iwi ; ii deoparte și 

1 D sint densităţile de curent în cele două medii, 
EAS îi sarareiei de Li aie iar îi versorul normalei la această supra- 


față. i o 
în cazul cind conductorul se învecinează cu un mediu izolant, 


3=0 
şi deci componenta normală a densităţii de curent trebuie să fie de ase- 
menea nulă 
òn =O! (2.9) 


într-un tub de curent, intrucit curentul nu poate trece prin suprafața 
laterală a acestuia, intensitatea curentului de conducţie trebuie să fie con- 
stantă în toate secţiunile AA ale acestui tub 


di = 5, dA = Const. (2.10) 


Dat fiind că liniile de curent şi deci tuburile de curent, nu se pot 
intersecta nicăieri în spaţiu“, orice tub de curent trebuie să fie închis sau 
să aibă extremităţile sale la infinit. 

În cazul particular al figurii 2.3, ţinînd seama că îi = ia rezultă 


ò Aa = da Aa, 


A, Și A, fiind aria fiecărei suprafețe. 

; În marea majoritate a cazurilor practice curenții de conducție se transmit 
prin conductoare metalice filiforme, adică medii cilindrice avind secţiunea 
de dimensiuni mici față de lungime. Curentul electric printr-un fir metalic 
poate fi considerat ca fiind transmis printr-un tub de curent, întrucât liniile 
Alpi ourent lat orientate de-a lungul tubului, direcţia lor coincizînd cu axul 


2.1.3. LEGEA LUI OHM 


E 2.1.3.1. en prenla integrală a legii lui Oum. Să considerăm o porţiune 
r-un conductor metalic, filiform, omogen şi liniar**, legat la un gene- 


* În orice punet al iul e ` 
ai p spațiului unde ă =£ 0 direcţia liniei de curent este univoc determinată de 


++ Un conductor este liniar atunel cînd e 
ste 5 aracteristicile sale electr variază N 
care îl străbate sau cu tensiunea aplicată la borne, Vezi 2.5, ale albtaiee mi virintas ian gouren] 
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rator de curent electric staționar. Acest generator, care nu este reprezentat 
în figura 2.4 și de natura căruia nu ne ocupăm în acest paragraf, meon- 
tino constantă o diferență do potenţial întro punctele A şi B; fio 


Uar a Vi r Vs 


această diferență de potenţial sau tensiune elecirică între punctele A şi B 
ale conductorului. Din cauza acestei diferențe de potenţial constante, există 
în conductor un cîmp electric sub influenţa căruia se 
menţine un curent electric staționar, al cărui sens de 
circulaţie este acela al potenţialelor descrescătoare. Pre- 
supunind V, > Vp, curentul circulă de la A la B. 

Experimental se constată că, dacă un conductor este 
parcurs de un curent electric, între două secţiuni A şi 
B ale acestui conductor apare o diferență de potenţial 


constantă 
Uag = Vu ai Ve 


unde pă >, ri in A 
xperiența mai arată că atit în primul caz, cînd. <, z 

între cele două secțiuni A şi B ale conductorului se ee cei 

menţine o diferență de potențial constantă Vu — Vz - 

şi rezultă un curent electric de intensitate i, cît și în al 

doilea caz, cînd conductorul fiind parcurs de un curent electric de inten- 

sitate î, între cele două secţiuni apare o diferenţă de potenţial V4 — Vz, 

raportul dintre diferența de potenţial şi curent este constant, independent de 

curent şi de tensiune, dacă temperatura conductorului este menţinută la 

o valoare constantă. Acest fapt se poate exprima prin relația 


Va—V : 
< =R sau Us = Ri (2.11) 
şi constituie legea lui OHM. 

2.1.3.2. Rezistenţa electrică. Constanta de proporționalitate dintre 
tensiune şi curent, exprimată de legea lui OHM se numeşte rezistența elec- 
trică a porțiunii din conductorul considerat. 

Rezistența electrică este o mărime fizică ce caracterizează compor- 
tarea substanțelor conductoare, față de circulația curentului electric prin 
ele. 

Dimensiunile mărimii de rezistență electrică sînt : 


[R] = IMT? I-e? 


iar unitatea de măsură este ohmul, definit astfel": rezistenţa electrică 
dintre două puncte ale unui conductor, cînd aplicarea între ele a unei 
tensiuni constante de 1 V produce un curent de 1A, dacă acel conductor 
nu este sediul altor forţe electromotoare. 

Simbolul acestei unităţi de măsură este Q. 

Experienţa arată că rezistenţa electrică a unui conductor liniar uniform 
este direct proporțională cu lungimea ? a conductorului, invers proporțională 


* STAS 737/9—74, 
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oN conductorului | depinde direct de natura 
e to i in consecință alegind 


cu arig supratoțoi socţiunii dre ; 

materialului din ouro osto confecţionat conductorul; În, 
astfel unităţile inoit să nu apari coeficienți numerici paraziți, 
a unui conductor liniar şi uniform osto dată do relaţia 


rezistența electrică, 


R= p (2.12) 


ea fizică a substanței din 


otorul electric rospectiv pi se numeşte rezistivitatea 
sau rezistența specifică a conductorului. Ba este definită ca fiind rezistența 
electrică a unui conductor avind lungimea unitate şi gecţiunea unitate. 

Bouaţia do dimensiuni a vezistivităţii este 
[e] = MT- 173 


în sistemul MKSA, este ohm-metrul (9-m) și este 
din care un conductor 


în această relaţie tnotorul p depinde de natura gi star 


care a fost confecționat condu 


pătrat (mm). în aceste condiții, unitatea de rezistivitate este Q m 
şi avem i 
mm? 
19 Ea = 1070%0m = 1p0-m 
sau 
1 Dim 2 10-60. 
m 


Experimental s-a constat istivi 
at că rezist; i i 
anume după o lege a cărei expresie te ale a n E URI 


p = Po [L + a(0—090)] (2.13) 


unde p este rezistivitat 7: 
tura 6, pitt el i da (egale 0 “0, pp este rezistivitatea la tempera 
care se exprimă în (0).-1 de variaţie al rezistivităţii cu temperatura ae și 


'Pinînd seama de relaţii 9 ai 
Sb forma e relaţiile (2.12) şi (2.13) expresia rezistenţei poate fi pusă 


pinis ; 

p R = R, [1 -+ ap (0 — 00)] (2.14 

za STAS 737|0—74, 
Numit pe scurt factor de temperatură, 
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în care ax este factorul de variaţie a rezistenţei conductoarelor filiforme cu 
temperatura ; în cazul unor variaţii ale temperaturii între limite mici *, se 
poate considera ap = a = a. 

Relaţia (2.14) are numeroase aplicaţii practice. Astfel se poate determina 
încălzirea** unui bobinaj electric, a unui conductor greu accesibil etc., prin 
măsurarea rezistenţei electrice înainte de punerea lui în funcţiune (cînd avea 
temperatura mediului ambiant 0.) şi la un moment dat, cînd a ajuns la tempera- 
tura necunoscută 0; din relaţia (2.14) se obţine imediat 


p= (3 E 


Rezistivitatea se determină prin măsurarea rezistenței electrice a materia- 
lului respectiv şi calcularea ei din relația (2.12). În tabloul 2.1 sînt date valorile 
rezistivităţii pentru unele materiale uzuale folosite în electrotehnică, determi- 
narea lor fiind făcută la 20°C. 


Tabloul 2.1 
REZISTIVITATEA UNOR MATERIALE ELECTROTEHNICE UZUALE 
LA 0, = 20°C 
ÎN OO S 
Rezistivitatea Conductivitatea 
Factorul de 
Materialul Q mm? s temperatură 
m m (KE 

— aaa 
Cupru 0,0170. . .0,0178 5,6...5,9 -107 3,9 -10—3 
Argint 0,0159. ..0,0170 5,9.. -6,3 -107 3,8 -10—3 
Aluminiu 0,0280. ...0,0300 3135023162102 3,7 - 1073 
Alamă 0,07  ...0,09 Elgo KAINE 15310735 
Oţeluri 0,09 ...0,15 0,67.. .1,1 -107 4,5 - 1073 
Mercur 0,960 0,1 - 107 0,9 -10° 
Zine 0,0592 1,6 = 107 3,5 -10—3 
Plumb 0,205 4,8 -107 4,1 -10—3 
Platină 0,098 1,02 -107 3,9 -10-3 
Nichelină 0,43 2,33 -10° 0,13- 1073 
Manganină 0,43 2,33 -10€ 0,01 - 10—3 
Constantan 0,49 2,04 -10° — 0,05- 1073 
Cărbune 60...80 1,70 -10+ —0,;2.. . —0,8 -1053 
Apă distilată 1TA 020 MA oao k SOO == 
Pentru calculele curente din practică se ia 

1 mm? AA 

Porc 0,0175 = (9) la 20*0 
57 m 
gi 
1 a 
pai = 0,0300 =- QŒ la 20%0, 
3: m 


* Aproximativ între 0° și 100°C. 
** Prin încălzirea unui corp se înţelege ridicarea temperaturii sale prin a 
sau prin dezvoltarea de căldură în interiorul lui, p aportul de căldură 


TIL 


| 


iar pentru factorul de temperatură se ia 
a = 4.1072 Eo) 


' metale. 
ptr I EERI electrice se numeşte condu 


cu G sau g. Vom avea dec 


ctanja electrică şi se notează 


(2.15) 


Ecuația de dimensiuni a acestei mărimi este 
[6] = L> M T? Te: 
Unitatea de măsură este siemensul (S) şi se defineşte * ca fiind conduc- 


tanţa unui circuit a cărui rezistenţă este 1 Q. 
Din relaţia (2.12) se deduce 


dese erai e, (2.16) 
e l l 
unde 


Es (2.17) 
e 


este conductivitatea materialului şi este definită ca inversa rezistivităţii. 
Unitatea, de măsură a conductivității este siemens-metru pe metru păirat 


( =) ; în practică se utilizează în mod obişnuit denumirea de siemens pe 
mê 2 


metru |-S- „mai ales atunci cind această denumire nu poate conduce la confuzia 
m 


cu o altă unitate de măsură **. Definiţia acestei unităţi de măsură este *** 
conductivitatea materialului izotrop a cărui rezistivitate este de 1 O-m. 


pi aa o Un element de circuit construit pentru a avea o anumită 
rezistenţă electrică se numește rezistor sau rezistență elecirică. 
în schemele electrice el se reprezintă printr-unul din simbo- 
lurile grafice ce sînt indicate în figura 2.5. 
Rezistenţa, electrică şi inversa ei conductanţa electrică sînt 
O—AMMAA—O FER A Dry 
mărimi întotdeauna pozitive. 
Fig. 2.5. Simboluri 
grafice pentru rezis- 
tori, 


o-nnnnr— 


2.1.3.3. Expresia diferenţială a legii lui Onu. Să consi- 
i derăm un element de conductor de formă cilindrică, avind 
secțiunea d8 și lungimea dl, constituit dintr-un material omogen şi izotrop de rezis- 
tivitate p. Să presupunem că orientarea acestui element de conductor este în 


* STAS 737/9—74. În literatură se găseşte și vechea denumire a unității de 
»* Conductanţa lineică a unei linii electrice, Vezi 12,1,2.2, SATAR ANE te 
se* STAS 737/9 —74. 
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2ă 


nho. 


sensul curentului electric (fig. 2.6). Diferența de potențial dintre cele două 
capete ale elementului de conductor este 


du = H n dl, 


unde E este cimpul electric sub acţiunea căruia se deplasează sarcinile elec- 
trice care produc curentul electric, n fiind versorul direcţiei curentului elec- 
trio; curentul electric care străbate elementul de conductor este 


di = 5148. 
Aplicînd legea lui Oum (2.11) și ţinînd 


seama de expresia (2.12) a rezistenţei 
electrice se obține 


du = kdi 


sau 


Fig. 2.6. Element de conductor, 


de unde făcînd toate reducerile posibile, se obține 

— gad V=E=e3 (2.19) 
sau ò = yP. (2.20) 
Relaţiile (2.19) şi (2.20) reprezintă forma diferențială sau locală a legii lui OHM. 
Aceste relații sînt valabile în orice punct al unui mediu conductor izotrop, în 
absența surselor de forţă electromotoare. În cazul mediilor anizotrope, conducti- 
vitatea y depinde de direcția curentului şi nu mai este o mărime scalară ; ea este 
un tensor avind componentele 


TREY, z 


KA Yez Yav Yaz 


BSA le | iz 


că YVza | Yzy Yzz 


relația (2.20) se înlocuieşte prin relaţia tensorială 
[5] = [y] [Z] 


vectorii § și F nemaiavind în general aceeași direcție. 

În cazul unui mediu conductor izotrop și a unui curent staționar, liniile 
de curent coincid cu liniile de cîmp ale cîmpului electrostatic şi sînt normale 
pe suprafeţele echipotenţiale, 
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expresiei i i ice a unei 
resiei rezistenței electr € 
piune variabilă, într-un mediu 


ăsirii 
Relaţia (2.20) ne dă posibilitatea g 
orțiuni Și) Auber, de lungime A! și de sec 
izotrop, Avem 


i ii E i uecesiv 
înmulţind ambii membri ai acestei relații cu raportul T» Sê obține s 


saas. d 1 AS aAG, 
al “AU |! Ai 


de unde 


Pentru porţiunea de circuit considerată, legea lui OEM poate fi serisă 


21,4. LEGEA LUI JOULE-LENZ 


2.1.4.1. Expresia integrală a legii lui JOULE-LENZ. Una din manifes- 
tările electrocinetice ale curentului electric constă în încălzirea conductorului 
prin care circulă acest curent electric. Experiențele efectuate de J . P. JOULE 
(1841) și E. H. LENZ (1844) au arătat, că energia termică produsă de trecerea 
curentului electric prin conductor este echivalentul lucrului mecanic efectuat 
de sarcinile electrice care străbat conductorul. 

Să considerăm un conductor filiform omogen avînd secţiunea uniformă“ 
şi care e străbătut de un curent de conducţie avînd intensitatea I. În intervalul 
de timp dt, prin orice secţiune a conductorului trece o cantitate de electricitate 


dg = I dt. 


În consecinţă, cantitatea de electricitate care intră prin secțiunea 1 în conductor 
iese în același timp prin secţiunea 2 din conductor (fig. 2.7). Întrucît curentul 
electric este staționar, distribuţia sarcinilor în 
conductor rămîne neschimbată şi în consecință 
fenomenul este echivalent cu transportul canti- 
tăţii de electricitate dg de la secţiunea 7 la 
secțiunea 2. Sarcinile electrice deplasindu-se 
sub acţiunea cîmpului electric din interiorul 
conductorului, lucrul mecanic al forțelor elec- 
Fig, 2,7, Deplasarea sarcinilor electrice trice care se efectuează în acest caz este dab 
într-un conductor filiform, de relația (1.178) şi are expresia 


Enel dj 2 d = (V, — Va) Idt = aW, (2.21) 
1 


——— e M n 


Lă MY ener, 
În cazul general raţionamentul ce urmează se poate face pe tuburi de curent 


AL m 


e A A ph A ame n 


Shi e 


în care integrala de linie a fost luată pe axa conductorului filiform ; acest lucru 
mecanic al forţelor electrice este echivalent cu energia electrică pe care sistemul 
o cedează mediului înconjurător, în cazul de față, sub formă de energie 
calorică şi care se manifestă prin încălzirea conductorului. Dacă notăm cu Qr 
energia calorică totală degajată de conductor într-un anumit interval de timp, 
vom avea 


dQ, =4W =UIdt, (2.22) 


în care am notat diferența de potențial între secțiunile 7 şi 2 ale conduc- 
torului cu U, 


U = Va = og 
Tinînd seama de expresia (2.11) a legii lui Omm, relația (2.22) poate fi 
scrisă sub una din formele ae Lu aul 
= fR = ta aaa 
dQ, = AW = UI dt = RI? dt = Za = GU? dt. (2.23) 


Dimensiunile mărimii fizice, pe care am numit-o energia calorică degajată 
de curentul electric sînt 


[dQ] = [U] H] [dt] = [Z MT? I] H] [T] = PMT; 


ele sînt deci aceleaşi cu acelea ale lucrului mecanic și cu a energiei electrice, 
Căldura degajată de curentul electric se măsoară tot în jouli (J) sau în wattse- 
cundă (Ws), ca şi energia electrică. 

Expresiile (2.23) reprezintă în același timp energia electrică ce se consumă 
în conductor pentru producerea energiei calorice care încălzeşte conductorul. 

Relaţiile (2.23) redau legea lui JOULE-LENZ, iar fenomenul respectiv 
se numeşte efectul JOULE-LENZ. 

Trebuie observat că, pentru ca energia să se exprime în jouli, este necesar, 
în sistemul MKSA, să se exprime U în volţi şi I în amperi, respectiv R în ohmi 
sau G în siemens. 

Dacă se caută a se exprima cantitatea de căldură degajată în unitatea 
mecanică, tolerată, caloria, este necesar ca membrul al doilea al relaţiei (2.22) 
să se înmulțească cu factorul 0,24 obţinindu-se 


AQ = 0,24 UIdt cal, (2.24) 


aceasta deoarece** 
1 J = 0,24 cal. 
~ 
* Unii autori denumesc această energie energia curentului electric; această denumire ni se 
pare improprie, 
++ Echivalentul termic al lucrului mecanic fiind 


100 
1 kgm = — cal 
427 
și cum 1 kgm = 9,81 J rezultă 
Li 108 


4427 > 9,81 


1J = 0,24 cal, 
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ime fizică definită 
uat de un sistem 
imitá sau cedată, de un sira 

i . urab operația ros »ootivă (de primirea sau etec- 
tialo aan tehnio ai d mpul olt a durab operat J tiv (de Prp tindo ră 


3148, Puteron olooteloi, Prin putoro #0 inpologo o már 
va fil mita portului dinte luorul mecanio primit sau efect 
fiato anu tolni, ron soollv dintra onorpgl liberi pr 


tmaron Ionii meooniio or) aohimbul de energie), 


exprimată prin relația 


ASKON | 
Oontonm nooatol doliniţii, puterea oloctrică este 


pa mi” a tE, (2.25) 
Al=0 Al di 


torii unui sistem fizic gat tehnic oarecare poate fi 
redată prin noocn où on voprozintiă posibilităţile sistemului respectiv de a produce 
sau do a primi un luoru moonnlo mai mare sau mai mic, sau de a produce sau 
primi o onorglo mai maro sau mai mică, în unitatea de timp*. 

Din relaţiile (2.23) rozultň că puterea electrică poate fi exprimată prin 
una din oxpreaiilo 


Somnitioatin taod a pu 


p mÙ m UI = RI? = = G0. (2.26) 
dl R 


Eouatin do dimensiuni a puterii eloctrice este 


[P] = I? MT’. 


Unitatea do măsură a puterii electrice este joulul pe secundă A sau 
s 


watt-ul (W) și caro so definesto**ea, fii 
j t iind puterea pe care o dezvoltă, i 
uniform, o energio do un joule în timp de o secundă, f E 
În curentul continuu — curentul staționar — din relația (2.26) rezultă că 
4 d 


1W = 1V. 14. 


2.1 4 3, I xpresin | m Piu . $ 

sis 4 if renţi Ma a legii lui JOULE L NZ I efinim ın 
uilo i li 4. 

pr ealabil, densitatea volumet ioù de puter (4 pr In 1 elat LA 3 


i AP dP 
p lim am ri o 
Aro AT dT 
* Două sau mal multe sis | 
\ulte sistomo fizice sau tohnice oarecare, producătoare (sau r 
f sa receptoare) de 


energie, se deosebose intro elo 
Be o prin putere sa 
E au ie) o anu 4 fe! Į n po care o au, adică prin posibilităţile 
pi au pr o a AEA energie — Tospeotiv de a efeotun (fat ARE MIA MA pa cate e PRL 
mal mică — o va presta inir AR Misv olita o anumită energlo, sistemul mai oricat NE asia 
UPA R i 3 0 a al ză A 
ee STAS 797/0--74, p mai lung decit sistemele cu putere mai mare sri ii dacie 
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Să considerăm din nou un conductor cilindric omogen, de secțiune d5, 
de lungime Al și avind deci un volum dr = A1 dg, 

Fie AU tonsiunen la extremităţile acestui conductor și d; curentul care îl 
străbate. Avem 


AU = Da Al şi di = 3148; 
rezultă 

AP=AUdi = 5 P A 1 d8, 
de unde 


D eE. (2.21) 


- Tinind seama de expresia (2.20) a legii lui OHM, relația (2.27) se mai poate 
scrie 
p = y E? = p &. (2.28) 


Relaţiile (2.27) şi (2.28) reprezintă expresia diferențială sau locală a legii 
lui JouLE. Dintre aceste relații, relațiile (2.28) sînt generale, ele fiind aplicabile 
oricărui conductor, independent de forma și omogenitatea lui şi indiferent dacă 
avem de a face cu curenţi staţionari sau cuasistaționari. În ceea ce priveşte 
relaţia (2.27), domeniul ei de aplicabilitate este mai restrins. 


2.1.5. CURENTUL ELECTRIC DE CONVECȚIE 


Curentul electric este un fenomen fizic care apare atunci cînd sarcinile elec- 
trice sînt în mişcare ; în cazul curentului electric de conducţie, mișcarea sarcinilor 
electrice se produce sub acţiunea forţelor electrice, datorită unui cîmp electric ce 
apare din cauza diferenţei de potenţial care există între două puncte ale conduc- 
torului respectiv. Curentul electric de conducţie mai are particularitatea că el 
străbate întotdeauna un mediu conductor și mişcarea particulelor încărcate cu 
electricitate este ó mişcare relativă, faţă de corpul respectiv. s 

Dacă sarcina electrică este transportată direct de mase încărcate cu elec- 
tricitate — în general aflate în echilibru pe aceste mase — apare un curent 
electric numit curent electric de convecție. 

Să considerăm un corp oarecare — conductor sau izolant — încărcat cu o 
sarcină electrică de densitate volumetrică p și care se deplasează într-o anumită 
direcţie cu viteza d. În corpul respectiv să conside- 
răm un volum elementar, în forma unui paraleli- 
piped oblic, avind o muche paralelă cu vectorul vitezei 
și baza un element de arie dintr-o suprafață X fixă 
în sistemul de referinţă considerat; (fig. 2.8). Volu- 
mul paralelipipedului clementar este 


dA- Al cos a = dA + vAteos a = dA: Ñ At, 


În timpul At, elementul de arie dA este străbătut 
numai de particulele din corp conţinute în paralelipi- Fig. 2.8, Producerea curentului 
pedul elementar, deoarece numai acesta se mişcă în electric de convecție, 


12 — o, 228 177 


» în 


timpul At clomentul de suprafață dA cate sare 
paralelipiped, adică 


Ag = pd 5At (2.29) 
e 
şi deci curentul de convecţie ce trece prin elementul de suprafață est 
(2.30) 


di, = A = pdv. 


"Pinind seama de definiţia (2.4) a densității de curent, notind cu ò, vectorul 


densităţii de curent de convecție, rezultă 
di, = 344 (2.31) 


de unde S = p7. (2.32) 


Curentul de convecție se calculează cu o relație analoagă cu relația (2.2) şi este 


(= | aaa |e vndA. (2.33) 


2.1.6. CURENTUL ELECTRIC DE DEPLASARE A LUI MAXWELL 


În timpul încărcării unui condensator electric de la o sursă de energie 
electrică, se produce întotdeauna o deplasare de sarcini electrice şi deci în 
conductoarele care leagă sursa de armăturile condensatorului apare un curent 
de conducţie ; acest fapt se poate constata experimental 
dacă se introduce în circuit un ampermetru. Intensitatea 
curentului de conducţie fiind dată de relaţia (2.2), să ducem 
o suprafaţă X prin dielectricul condensatorului dar care 
mu taie conductorul (fig. 2.9). În acest caz 


| ana SA 
2 


Fi 29, Determinarea căci în dielectricul condensatorului nu există deplasare de 
curentului electric de  Bârcini libere, 

deplasare, Apare A o contradicţie şi anume existenţa unui 

curent de conducţie într-un circuit deschis. Rezolvarea 

acestei contradicții a fost dată de MAxwnauL prin introducerea mărimii de 


t el la denl A Aant i A ` 
au peera de deplasare; în aceste condiţii, orice curent electrice este un 
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Pentru a stabili expresia curentului de deplasare în cazul cel mai general, 
vom aplica ecuația continuității (2.5). Vom avean deci* 


diva sE, (2.34) 


dt 


unde p este densitatea de sarcină volumetrică din dielectricul condensatorului, 
corespunzătoare sarcinilor electrice ce apar pe armăturile condensatorului. Însă, 
conform relației (1.50) 


p = div), 
relaţia (2.34) se poate scrie 


divă = div D = — div 2, (2.35) 
dt dt 


Să definim o densitate de curent totală numită densitatea de curent hertzian, 
prin relația 


gyu (2.36) 
dt 


care are următoarele proprietăți : 

1. divă, = 0, ceea ce rezultă din relația (2.35); în consecință fluxul 
vectorului densității de curent totală este conservativ în orice punct al conduc- 
torului sau al dielectricului. 

2. Componenta normală ò; este continuă pe suprafața de separație dintre 
cele două medii**. 

Densitatea de curent 


N aD or 
3, = P, (2.37) 
[adt 


care apare în expresia densității de curent totală se numeşte densitatea curentului 
de deplasare. 


* Avem succesiv, aplicind teorema divergenței 


d Sñda = ( avā ar = — ai pdr =| LOTE 
< L ETA A oc 


și deci 


: d 
div = — SE 
dt 


= aD 
** Într-adevăr D, ṣi deci și 7 "are componenta normală continuă pe suprafața de separatie; 
£ 


ă are și ea componenta normală continuă, fiind densitatea curentului de condueție din conductor şi 
deci fără surse, 
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se obţine 


Aplioind relația (2.2); 


k BeeT (dD 2.38 
å = | anda = iza då ( ) 


e a fost numit de MAxwBLL curent de deplasare. iti i 
Y Relaţia (2.38) se poate interpretă în sensul că se poate admite că ȘI mediul 
dieleatrie este străbătut de un curent electric, curentul de deplasare, % 
densitate este dată de relația (2.37). Se poate spune că acest curent 1a naştere 
din cauza deplasării sareinilor electrice din mediul dielectric, sub acţiunea câmpu- 
izarea acestul mediu 


lui electric variabil dintre armături şi care produce polarizarea aces! 
carea, relaţiei (2.2), rezultă că orice curent 


dielectric. Din relaţia (2.36), prin apli 

de conducţie poate fi completat prin dielectric cu un curent de deplasare, for- 

mind astfel un curent total lipsit de surse : curentul de deplasare prelungește 
tul de conducţie din conductor. În aceste con- 


deci prin mediul dielectric curen 
diţii curentul de încărcare a condensatorului este şi el un curent închis. 
'"Ținind seama de relaţia (1.147) relaţia (2.37) se poate scrie 


relaţie care arată că densitatea curentului de deplasare şi în consecinţă, curentul 
de deplasare printr-un mediu dielectric constă din curentul datorit deplasării 
sarcinilor de polarizare (eurentul de polarizare) în mediul dielectric, a cărui 


j 


densit SE si di î i 
itate de curent este i „şi din curentul de deplasare in spaţiul vid, a 


cărui densitate este cp EL 
dt 


Acest rezultat* este o consecință a i i lui 
i st re e ei ipotezei lui MAX WELL că şi î i 
p ebu a fe Bote X modificare a tensiunilor electrice E E 
C „care să aibă proprietăţile electrodina i i i 
obişnuit. Se introduce astfel noțiu: joasă şi Moe ale cure UNE E 
nea curioasă şi mult di ă Ă 
are tn spa a t şi mu iscutată a curentului 
paza pat id, care nu este legat de nici o deplasare de sarcini 


inind n 4 
Tinînd seama de relațiile (1.36) şi (2.20), relația (2.36) se poate serie 
M= Y B+ E 
dt 


care poate fi interpretat 
pretată că, în 1 a 
mediu oarecare est , în cazul cel mai general i 
e este caracterizat print al se poate ă 
la aceste e e RULE :0 00 de) ate Y și o ERR br 
caracter ; „adăugată permeabilitatea™* ANAS? 
izarea completă, cea mai generală a oricărui e u pentru a avea 


* Vezi [200] p 
pag. 247, 
s& Vezi 3,1,5 și 3.7.3, 
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2.2. FORŢA ELECTROMOTOARE 


2.2.1. DEFINIREA FORȚEI ELECTROMOTOARE 


Curentul electric de conducţie, care constă din deplasarea sarcinilor elec- 
trice în conductoare sub acţiunea unui cîmp electric ce apare în acestea din cauza 
diferenței de potenţial care există la extremităţile lor, este însoţit de lucrul 
mecanic al forţelor electrice corespunzătoare gi energia echivalentă, acestui lucru 
mecanic se degajă sub formă de căldură prin efectul JOULE-LENZ. 

Deşi cîmpul electric care apare în cazul curenților staționari este un 
cimp potenţial ca şi cîmpul electrostatie*, între aceste două cîmpuri apare o 
deosebire fundamentală şi care rezultă din însăși manifestările proprii ale curen- 
tului electric. Este uşor de văzut că pentru a menţine cîmpul electric al curen- 
ţilor staţionari, este necesar un consum continuu de energie, care să compenseze 
energia ce se degajă prin efectul JoULE-LENZ, pe cînd într-un cîmp electro- 
statie nu există nici un fel de transformare de energie. 

n consecință, deoarece cîmpul produs de curenţii electrici este staționar, 
întreaga energie care se disipează într-un circuit electric trebuie să fie compensată 
în mod permanent cu alte forme de energie : energie chimică, dată de pilele sau 
acumulatoarele electrice; energie mecanică, dată de generatoarele electrice ; 
energie termică, dată de elementele termoelectrice ete. Rezultă dar că pentru 
a menţine într-un conductor (sau circuit electric) un curent continuu, este 
necesar ca în anumite porțiuni ale circuitului să existe forțe electromotoare de 
provenienţă neelectrostatică, astfel încît lucrul mecanic al acestor forțe să com- 
penseze în orice moment şi simultan energia electrică ce se degajă sub formă 
de căldură, prin efectul JOULE-LENZ. 

Presupunînd că toate forțele electromotoare care acţionează într-un 
circuit s-ar reduce la forţe datorite cîmpului electrostatic, sarcinile electrice s-ar 
deplasa în conductoarele respective sub acțiunea acestor forţe, atît timp pînă 
cînd echilibrul electrostatic al sistemului va fi din nou realizat, ceea ce se obţine 
în momentul cînd toate potenţialele s-au egalat, adică pînă în momentul în care 
în conductoarele respective a fost realizată condiţia 


grad V = 0. 


În acest moment, curentul electric care ar fi existat în conductoare ar dispărea. 

consecință, dacă există numai forțe coulombiene, cîmpul staționar este un 
cîmp static și deci pentru a putea avea în conductor un curent continuu, trebuie 
introduse forţe de natură neelectrostatică care să acţioneze asupra sarcinilor 
electrice. 

Rezultă dar că, în cazul curentului continuu sau staționar, asupra sarcinilor 
electrice acţionează atit forțele electrice datorite unui cîmp electrostatic cât şi 
forțele electrice datorite unui cîmp de provenienţă neelectrostatică. Cîmpul 
acesta se numește câmp electric imprimal** şi intensitatea lui se notează cu E; 
El are aceleași dimensiuni ca şi cîmpul electric coulombian, unitatea de măsură 
corespunzătoare fiind aceeaşi, V/m. 

Integrala de linie a cîimpului electric imprimat, luată între două puncte 
ale unui conductor 


9 


7) == Mla = 7) de £ 
Cig = Uea =f H, ds (2.39) 
1 


* Vezi 1.1.5, 
** Vezi 1,5.0,1, 
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ouă puncte ; ea are dimen- 


otenţial — deci & unei tensiuni electrice — şi 86 


se numeşte forja electromotoare aplicată între aceste d 
siunile unei diferenţe de p 
măsoară în volți*. 


Tntegrala de linie a sumei dintre intensitatea cîmpului electric şi intensitatea 


câmpului electric imprimat: de-a lungul unui contur închis 
$ (3 + 8) i = BT =e = te (2.40) 
AN în 
deoarecett 
d, Băs=0, 
Jr 
se numeşte forța electromotoare de contur***. 
Suma 
E SF E, => E, 


se numeşte intensitatea câmpului, electric în sens larg, prin opoziție cu intensitatea 
cîmpului electric coulombian £, care este numită uneori intensitatea câmpului 
electric în sens restrâns. 

În cazul unui regim nestaţionar, cîmpul electric (în sens restrîns) poate fi 
descompus în două componente şi anume, într-un cîmp coulombian de intensi- 
tate E, şi într-un cîmp electric indus E, care poate fi produs prin variaţia în 
timp a unui cîmp magnetic**** şi care este un cîmp solenoidal. Vom avea deci 


E=E,+E, (2.41) 


şi relaţia (2.40) se va scrie 
pp $ (B, + B, + Ē,) Ts -ùf (Ē, + B.) ās. (2.42) 
r T 


În cazul cînd sursele de energie sînt caracterizate numai prin prezenţa 
unor câmpuri electrice imprimate, (E, = 0), forța electromotoare se reduce 
numai la tensiunea cîmpului electric imprimat, dată de relaţia (2.40), care este 
diferită de zero numai în zonele de neomogenitate ale conturului de integrare 
și anume în interiorul surselor ***** ; forța electromotoare este astfel localizată 


numai de-a, lungul curbei în dreptul cărei i i 
1 7 zul căreia există stările care e iționează 
existenţa cimpului electric imprimat. Su Cl aa e 


* Întrucit relația de definire a forței Ñ 
E neji i a £ jel electromotoare este analoagă cu relaţi „26 ini 
potenţialului electric și deci a tensiunii electrice, unii autori numesc mărin.ea toli De (239) 


tensiune electromotoare ; aceas 
castă denumire è Dare Starts 
imprimat, ; numire ni se pare improprie din însuși rolul pe care îl joacă cimpul 


+ Vezi 1.2.2, 
»** Unii autori o numes 
50 § “|v. PI 
2000 Vezi 3.82. mese tensiune electromotoare de contur. 
orz Vezi 1,5041, 
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Folosind descompunerea (2.41) a intensității cimpului electric într-o 
„componentă potenţială și una solenoidală, relaţia, (2.39) care defineşte forţa 
electromotoare pentru o porțiune degchisă de circuit, se poate pune sub forma, 


êja = Uea = | (H, + £,) ds - (2.43) 


1 


în concluzie, forja electromotoare este integrala de limie a componentei 
necoulombiene a intensității câmpului electric în sens larg; ea depinde, în general, 
de drumul de integrare* și se reduce la forja electromotoare 
imprimată** numai în regimul staționar, cînd H, = 0. =i 4 

În schemele electrice, o sursă de energie electrică se a 
reprezintă prin simbolul arătat în figura 2.10 unde semnul -+ e 
arată potențialul mai ridicat al sursei. În exteriorul uneisurse fig, 2.10. Simbolul 
curentul electric produs de ea circulă întotdeauna de la poten- grafic pentru sursă de 
tìialul mai ridicat al acesteia către potențialul ei mai scăzut. energie electrică cu 
Circulația curentului este în sens invers în interiorul sursei, oi e oscar e 
adică de la potențialul mai scăzut către cel mai ridicat. omon 


2.2.2. LEGEA LUI OHM GENERALIZATĂ 


Curentul electric ce apare într-un conductor prin deplasarea sarcinilor 
electrice sub acțiunea unui cîmp electrostatic Æ este dat de legea lui OHM, 
exprimată prin relația (2.20) 


3=vE; 


sub acţiunea simultană a cîmpului electric £ şi a cîmpului electric imprimat F; 
trebuie să ia naștere un curent de densitate 


3 = v(Ē + F)). | (2.44) 


Relaţia (2.44) reprezintă forma diferenţială a legii lui Onm generalizată. 

Să considerăm o porţiune oarecare dintr-un circuit electric, străbătută de 
un curent şi să presupunem că în această porțiune nu există derivații pentru 
curentul electric. Fie S aria unei secţiuni normale pe axa conductoruluit:, 
Împărţind relația (2.44) cu y şi calculînd apoi integrala de linie de-a lungul 
conductorului, luată în sensul densităţii de curent; 3, între cele două puncte care 
delimitează porţiunea din conductor, se obţine 


2 aj e i i PICE E 
ola! =f Ba +È Bi al (2.45) 
10 o, 1 1 


* Vezi 1,5,9,1, 
+* Cauzele fizice de producere a cimpurilor imprimate au fost examinate parțial în 1.5.9.1, Vezi 
și [12] pag, 125, 
+** Secţiunea S poate fi în general variabilă de-a lungul lungimii conductorului; s 
găsi intotdeauna o relație de forma S = f (L). ;.s poate 
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i cum Z = Const. integrala din primul 


| i 

Tnlocuind în această velație po è cu- 5 

membru al rolățiai (2.45) se poate scrie 
tgal rd IR 
Į E |; yS ie 

i A i rezi Jectrică a porțiunii 

intrucit în rala- respectivă veprezintă toemai rezistența e 

de alt tot” considerată. Relaţia (2.45) devine astfel 


x 


E E Ral = i Băi + | Bat, 


: 


(2.46) 


care reprezintă forma integrală cea mai generală a legii lui Onm generalizată; 


cîmpul electric A putind avea semnificaţia dată de relația (2.41). $ 
i Tinind seama de relaţiile (1.26) și (2.43), relaţia (2.46) se poate scrie 


Rol = Va — Va + 0o = Ma + aiz 


2.2.3. VARIAŢIA TENSIUNII LA BORNELE UNEI PORȚIUNI DE CIRCUIT 
ELECTRIC 


2.2.3.1. Cazul unui circuit deschis. Să considerăm o porțiune de circuit 

şi să examinăm cum variază potenţialul între extremităţile A şi B ale acestui 

conductor, care se presupune a fi supus unui dife- 

. 6 xenţe de potenţial constantă V,—V, (fig. 2.1.1). 

De asemenea să presupunem mai întîi că Vi >F- 

Rezistența unei porțiuni din acest circuit, de lungime 

v, o G [0,1], 1 fiind lungimea totală a conductorului, 
este 


v 
7 S 
Fig. 2.11, Porçjune de circuit în ipoteza că acesta este uniform şi omogen. Fie V 


lectric, A A : X 
Í arain potențialul punctului X, situat la distanța 2 de extre- 
mitatea A a conductorului, Legea lui Onm (2.11) ne permite să soriem 


Vu 
t = — 
RX 
de unde 
Pa, — i: Ro. (2.47) 
* Deoarece în acest enaz dal = dal, 
** R, este rezistența pe unitatea de lungime, 
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Variația potenţialului V în funcţie de distanța v este liniară (fig. 2.12, 0); 
intensi- 


tangenta unghiului de înclinare acestei drepte este proporțională cu 
tatea î a curentului 


IDR i 


Dacă V, < V» se obţine diagrama din figura 212,b v 
i curentul circulă de la B către A ; în acest caz rela- Y 
ţia, (2.4) devine 


Va e E Ba: 


Mărimea Au = - Re = Ri 

se numește cădere de potenţial sam cădere de tensiune 
şi are o mare importanţă practică; fiind omogenă cu 
o tensiune, ea se măsoară tot în volți. 

Să considerăm acum un conductor eterogen 
alcătuit, pentru simplificare, din două porţiuni de 
conductoare omogene, dar de natură și dimensiuni 
diferite (p, l şi S diferiţi) (fig. 2.13). În punctul C, 
de joncțiune a acestor conductoare, apare oO forță 
electromotoare de contact €,, a cărei valoare este egală 
cu diferența de potenţial Vi — Ve (Vi > Və). 

Între punctele A şi B ale acestui conductor se 
menține cu ajutorul unei surse exterioare 0 diferenţă, 
de potenţial constantă V, — Və În ipoteza că 6) 


V, >V va circula prin conductor un curent în sensul Fig. 2.12. Variația potenţialului 


dela A la B; acest curent este acelaşi în ambele de-a lungul unui 
porţiuni ale conductorului și regimul fiind staționar omogen. a) V,>Vzi 
curentul este continuu şi deci 


div 6 = 0. Ji Tai c 


Se poate aplica deci legea lui OHM fiecărėi 
porțiuni de circuit obținîndu-se 


o a a Vuia ae Va i 


i Bi Re 


sau, aplicind o proprietate a proporţiilor egale, 


îm ee AZI A 


2 


i= : 
Ri + R: 


ih AA eat ll Bl 


Rit Ra Ta ER sk Ra 


(2.48) 


conductor 


b) V1 <Va- 


8 


FR ————— 
V pls WB Pez h 


Variația potenţialului între extremitățile Fig, 2.13. Variația. potențialului de-a 


lungul unui conductor 


A și B ale conductorului este dată în figura a) Vi>Vâ; b) Vi<vi. 


eterogen. 
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discontinui- 


233, a; în punctul O forța electromotoare 
avi a eului în sensul curentului. Dacă se presupune că sensul 


de contact produce 0 


forței electromotoare este contrar (Vi < V), atunci 
Vi — V= — b 


şi relația (2.48) devine 
Va = Va + to, | (2.49) 


REIRI 


în acest caz forța electromotoare de contact produce o discontinuitate pozitivă, 
ţialului electric în punctul C în 


(fig. 2.13, b), care conduce la creşterea poten > 
sensul curentului, care circulă tot de la A către B, întrucît V, > Va 


Orice porțiune de circuit electric, 


2.2.3.2. Cazul general al unui receptor. Orice i Z 
şi prin care trece — din această 


la bornele căruia se aplică o tensiune electrică 2 i 
cauză — un curent electric, poartă numele de receptor electric sau numal receptor ; 


invers, un receptor electric, la bornele căruia aplicindu-i-se o tensiune electrică, 

absoarbe un curent electric, poate îi înlocuit cu o porţiune de circuit electric 

străbătută de un curent electric identic (ca mărime şi sens) cu curentul absorbit 

de receptor şi O rezistenţă, echivalentă cu aceea a receptorului și determinată cu 
ajutorul legii lui OHM. 

Să considerăm un receptor care are în circuitul său înseriate un număr 

forță electromotoare 


de surse de energie electrică avind fiecare o anumită 
(fig. 2.14). Generalizîind* relația (2.49) se poate 


serie imediat expresia curentului ce străbate 


receptorul 
Ao Nz 
(o ` V, — Ve + Ze 

Au Eu pa. (2.50) 

Z ER 

X în E3 d 

Agy E2 

BAET Suma Xe este o sumă algebrică în care forțele 
AS electromotoare care produc o ridicare & potențialu- 
f lui în circuit sînt luate cu semnul plus; celelalte 
i7 fiind luate cu semnul minus. O sursă care produce 
Fig. 2.14. Circuit receptor cu surse O ridicare a potențialului are polaritatea sa în 
de energie electrică, sensul curentului; se zice că ea este legată în 


Tr y circuit în serie. O sursă care produce în circuit 

o cădere de tensiune are polaritatea sa împotriva sensului curentului ; se zice 

că eje legată în circuit în opoziţie. 

00 fede 21 | Bursele e, Și e, sint legate în serie, iar sursele e; şi êg 

ture poziţie ; cu aceste precizări, relația (2.50) trebuie scrisă, în cazul 
2,14, 


Vic Va ok ea — Ca — tatea 


Ra ok Ra t Ra Rit Ro 


* Acest lueru se poate fae p 
> face intrucit în orice surs ale 3 3 i ; A 
la contactul dintre două suprafeţe, ce sursă de energie apare un cimp imprimat ca și 
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22.3.8. Cazul unui circuit închis, În cazul unul clroult inchi (Mg. 2,15); 
punctele A şi B se confundă şi Fa = Vaj în acest oaz, vrolapin (2,50) dovine 


Sie 
` PL 


= * 
IR, 


(2.51) 


Pentru a putea sorie această relație, so alege po sohomă un sens cu totul 
arbitrar pentru curentul electric din oirouit; dacă apoi caloulind relația (2.51) 
rezultă o valoare pozitivă pentru curent, sensul ales ar- 
bitrar este corect şi corespunde circulaţiei reale a curon- 
tului în circuit ; dacă rezultă o valoare negativă, sensul 
ales nu este corect şi trebuie deci schimbat. 

în cazul unui circuit închis, circulația curentu- 
lui electric se datorează numai forţelor electromotoare 
din circuit, nici o sursă exterioară nu intervine pentru 
a furniza energie circuitului. Circuitul poate îi conside- 
rat în acest caz ca o sursă de energie — avînd o torță 
electromotoare echivalentă e = Xe, şi o rezistență in- 
terioară R = SR, — închis pe el însuşi. Se zice că o ase- 
menea sursă formează un generator de energie elec- 
trică care funcționează în scurtcircuit; curentul î dat de relația (2.51) este 
curentul de scurtcircuit al generatorului. 

În interiorul unui generator curentul circulă de la potenţialul mai scăzut 
către potenţialul mai ridicat, adică în sens invers celui din receptoare. 


Fig, 2.15. Circuit electric închis. 


2.2.3.4. Cazul cînd un circuit receptor conține și elemente în care fenomenele 
sînt necunoscute sau prea complicate. Să considerăm un receptor în care, în 
porţiunea CD se produc unele fenomene electrocinetice imposibil — sau dificil — 
de descris (fig. 2.16). Este întotdeauna posibil ca această porțiune din circuit 
să fie înlocuită fie cu o diferență de potenţial 
Vi — Vi, fie cu tensiunea corespunzătoare er E 


la borne p Pez pe 


giropas aibes py) 


fie cu o rezistență echivalentă, dată de legea fa) 
lui Omar Ad 
1 


Fig, 2.16, Receptor electric complex. 
Aplicînd legea lui OHM circuitului din figura 2.16, se obţine 


_ Vo Vita Viota 


RL + Ra RAR ! 


de unde aplicind o proprietate a proporțiilor rezultă 


o Wyo Vt (Vip. 


XR 


) 


sau în general 
TROAL E (2.52) 
asi ER 


Dacă circuitul este închis, atunci V; = V, şi relația (2.52) devine 


(i Se = Eu (2.53) 
TENER 


22.4, ENERGIA ELECTRICA DISIPATĂ INTR-UN CIRCUIT ELECTRIC 


2.2.4.1. Circuit omogen. Oonsiderind un circuit omogen de rezistență E, 
sau un receptor electric 8 cărui rezistență echivalentă este R, dacă se aplică 
la bornele sale o tensiune U = V, — Va (Vi > Va); circuitul respectiv va fi 
sediul unui curent electric de intensitate I circulînd de la borna 1 către borna 2. 

ia electrică disipată în acest circuit, într-un interval de timp t, este dată 
de relația (2.23) şi are forma 


W = RI%. 


Prin aportul continuu de energie, conductorul se încălzeşte şi cedează 
călăura în mediul ambiant ; cedarea de căldură devine din ce în ce mai impor- 
tantă, pe măsură ce temperatura conductorului crește. La un moment dat, cînd 
temperatura conductorului a atins o anumită valoare 0, numită temperatura 
de regim, conductorul nu se mai încălzeşte, temperatura sa rămînînd constantă 
și întreaga energie este disipată în mediul exterior — sau ambiant — sub formă 
de căldură ; se zice că, conductorul a atins regimul permanent de funeţionare. 


Ecuația de funcționare a circuitului, cu ajutorul căreia, se poate determina 
legea de variație a temperaturii se obține făcînd bilanţul energetic al sistemului”. 
În cazul de față, vom scrie că energia electrică adusă în conductor de enrentul 
electric într-un anumit timp se transformă integral în căldură, din care o parte 
serveşte la încălzirea conductorului, iar altă parte este radiată în mediul ambiant. 

„Pie G greutatea conductorului, c căldura sa specifică, 0, temperatura 
mediului ambiant, 6 > 0, temperatura conductorului la un anumit moment î, 
A aria suprafeței exterioare a conductorului şi y un coeficient, numit coeficient 
de cedare a căldurii, care depinde de starea suprafeței conductorului (starea 
de polizare, culoare etc.). 

Beriind că, la un moment dat, într-un interval de timp, energia dată conduc- 
yTy Eerma de energia eleotrioă Care serveşte la încălzirea conductorului 
o ani ple = cerea energii termice în mediul ambiant**, se obţine 

i stemului, sub forma 


273 N 
RI’ dt — Ge cedO nA AAt, (2.54) 
> be numeşte bilanţ energet 
gelie calculul ce se face pentru stabilir i ] l 
PF a ea situaţiei energiei relativ la 
su | şi consumul de energie, inclusiv pierderile; el permite o comparare cantitativă ‘alor e 
„met Dienderiie (vezi 2.4.3) i ativă a surselor cu utt 


s+ 
Dacă dilerența de temperatură dintre mediul 


z ambi si condui 
se poale aplica legea liniará a lui imbiaut și conductor 


nu e prea mare, 
Yewion pentru căldura pierdută prin radiere 
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în momentul cînd regimul permanent de funcţionare este atins, 6 = 0,„=—Const. 
deci dO = 0 şi relația (2.54) ne dă posibilitatea determinării temperaturii de 
regim a conductorului; se obţine 


Gai, (2.55) 


Pentru a găsi acum legea de variaţie a temperaturii conductorului, de la 
momentul iniţial t = 0, cînd temperatura lui era egală cu aceea a mediului 
ambiant! 0p, pînă la un moment oarecare t cînd temperatura va fi 0, înlocuim 
valoarea lui RI: din relaţia (2.54) cu aceea scoasă din (2.55) şi se obține 


| 


nA (0 — 0)dt = G-c-d0 
sau 


care integrată între limitele 


ao: 1 — 0,5 0= 00 şi tt OSO 
ne da 


în care am notat 


Mărimea, = are dimensiunile unui timp*** şi se numeşte constanta de imp a 
conductorului. 

În figura 2.17 este dată diagrama regimului de încălzire a conductorului. 

Pentru a atinge temperatura de regim cit 
mai repede, este necesar ca valoarea constantei 
de timp să fie cît mai redusă posibil, ceea ce rezul- 
tă imediat din relaţia, (2.56) ; aceasta se poate reali- 
za dacă se mărește suprafaţa A a conductorului și 
7 și dacă se micșorează greutatea G a conducto- 
rului și se alege un material a cărui căldură spe- 
citică să fie mică, 

Trebuie observat că dacă unui conductor 
dat (p și date) i se mărește secţiunea, pentru 
aceeași lungime și pentru acelaşi curent; tempera- 
tura sa de regim 0, scade gi se mărește durata de 
stabilire a regimului permanent de funcţionare, Fig. 2.17. Diagrama regimului de în- 
ntr-adevăr, în aceste condiţii scade rezistența “Are a unul conductor electric, 


Îi 


* Presupunem că conductorul n-a mai funcționat inainte, deci nu are un „istories*; în 
caz contrar trebuie să socotim temperatura reală a conductorului pe care o avea în momentul nità al 
** În calculele care se fac în electrotehnică, se notează baza logaritmilor neperieni cu ẹ cat À 
a nu se confunda cu simbolul forței electromotoare e. Tiai 
E Fără a Î8£A alaiul aimenalona,; fa În gaan] de faţă necesită noțiuni ce ies din cadrul 
cret Pre Teru mediat intrucit raportul t/t, exponentul numărului e irebuie să fie un 
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i i i adiere A, ca Și gre- 
electrică a conductorului (2 = 3) der ; i 
| e timp â acestuia”. 


aei ; 


un curent I, temperaturi vidicate într-un tir ED rau. 
ului nd invers decit în caz prec 
OU el e disipată prin efect JOULE- 


creşte suprafața 
utatea conductorulu 


orată secţiunea con y | 
? Sed oxpresia (2.26) a puterii electrice 
Leng sub forma . 

P= RD = pio 92 = p982, (2.58) 


unde 9 =19_ este volumul conductorului, se vede imediat că, pentru un 
curent dat J, temperatura de regim este cu atit mai mare cu cât densi- 
tatea de curent ò este mai mare şi rezistivitatea p æ materialului conduc- 
torului e mai mare. i i; 

Aceste condiţii sînt aplicate atunci cînd se proiectează aparate des- 
tinate transformării energiei electrice în căldură (încălzitoare, fiare de căl- 
cat electrice etc.) sau în sudura prin are electric. Alte exemple de apli- 
caţie a efectului JouLE-LENZ le constituie becul electric cu incandescență 
şi siguranța fuzibilă. 

Conductoarele electrice folosite în construirea liniilor electrice sau a 
înfăşurărilor maşinilor electrice etc. se dimensionează pe același principiu, 
căutindu-se ca, în regimul normal de funcţionare, să nu se depăşească o anumită 
limită de încălzire. 


2.2.4.2. Circuit eterogen. Să considerăm acum 0 porţiune de circuit 
care conţine între extremităţile sale şi surse de forță electromotoare ; pen- 
tru simplificare să considerăm un asemenea conductor care are două surse, 
una montată în serie şi cealaltă în opoziţie 

A ERN (fig. 2.18). Un generator exterior menţine 


2 at V constantă diferența de potenţial 
x 
9 / Vas = Vi — Va (V> Va) 
ai 
A i la bornele acestui conductor; un curent elec- 


tric I va circula astfel în conductor, © - 
sul de la A la B. ade pi 


; : Mărimea curentului a ată 
laţia (2.50) și, pentru cazul studiat, este ului Ea dice dată ue 


Fig. 2,18. Circuit eterogen general. 


iau Vii =Aig 
R ; (2.59) 


D 
acă considerăm conductoare cu secțiune circulară avem 


_ ar ri le ot 
2m r La zale 

i - LU) N 
dacă TRR 
n> Taj 
in această relaţie o es 

este gre cific 
greutatea specifică a materialului conductorului Şi r raza secțiunii tui 
secțiunii acestuia. 
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tuia’ 


unde R = ER, = R, + Ra t Ro Relaţia (2.59) se mai poate scrie 


i 


V, — Vas RI — 6 + 02 


înmulțind ambii membri ai acestei relaţii cu intensitatea Z a curentului 
care circulă prin conductor se obţine 


(Vi Vo) =R — aI + el. (2.60) 


Această relaţie reprezintă bilanțul energetic al sistemului dat. 

Primul membru al relaţiei (2.60) exprimă puterea electrică dată cir- 
cuitului de generatorul exterior prin bornele A şi B ale acestuia. 

Termenul RI? din membrul al doilea al relaţiei (2.60) reprezintă pute- 
rea disipată de circuit sub formă de căldură, prin efectul JOULE-LENZ. 

Termenul eZ este puterea produsă de aparatul care dă forţa electro- 
motoare &; acest aparat transformă în energie electrică o energie pe care 
o primeşte sub o altă formă şi o transmite circuitului electric, ridicînd în 
acelaşi timp şi potenţialul electric al conductorului în punctul respectiv. 
Un asemenea aparat — care în realitate poate fi un sistem energetic întreg — 
este un generator. 

Termenul e,I reprezintă puterea absorbită de aparatul care produce 
forta electromotoare €2; acest aparat transformă energia electrică pe care 
o primeşte de la circuit într-o altă formă de energie: calorică, mecanică, 
chimică ete. Un asemenea aparat se numește receptor ; forţa electromotoare 
produsă de un receptor se numește forță contraelectromotoare şi produce 
întotdeauna o micşorare a potenţialului electric al conductorului |în punctul 
respectiv. 

Pentru exemplificare *, să considerăm un circuit format din două conduc- 
toare din fier, separate printr-un conductor de cupru, căruia să-i aplicăm la 
extremităţi o diferență de potenţial Uz = Vi — Va, Vi > V, (fig. 2.19). În 
acest circuit, în afară de rezistențele pro- 
prii ale celor trei porţiuni de conductor, 


mai apar forţe electromotoare de contact. y A FEN nN 2, 
Din cauza tensiunii aplicate, prin acest fe i+ + Fe 
conductor trece un curent J în sensul de la y Ni Isa 7 
A către B; în punctul 0 forța electromo- coa IE 

toare de contact produce o cădere de ten- Fig. 2.19. Circuit eterogen, 


siune în sensul lui Z și deci se produce 
o absorbție de energie electrică. În punctul D, forta electromotoare 
de contact produce o ridicare de tensiune şi deci se produce o energie electrică 
Aceste fenomene se constată efectiv, prin faptul că sudura din punctul C a 
încălzește, pe cînd sudura din punctul D se răceşte, Fenomenul se explică sata 
sudura, din punctul O constituie un receptor, care transformă energia electi ică 
în căldură ; în punctul D sudura respectivă este un generator care transf Sen 
energia calorică a mediului ambiant în energie electrică, i TAR 
Îl oenn]. noesta de încălzire şi de răcire a sudurii dintre două metale 
a trecerea, curentului electric se numeşte fenomenul sau efectul PELTIER. 


* Vezi [91] pag, 143, 
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: í 5 a4+uiră 
9,9,4.3. Conservarea energiei electrice. Energia 50 găseşte re dpi i, 
mai multe forme, că de exemplu energia potenţială, energia cinetică, ene 


£ ă mite legi 
i gi ; ie, Energia se poate transforma după anu Í, 
Sino real bi E e inti f Jeoirik se poate transforma ÎN energie 


intr-o formă în altă; astfel energia e í i 

alona după legea lui JOULE-LENZ ; energia chimică se poate transforma íin 
io electrică şi invers etc. 

monio formările energiei pentru & o 


Omului îi sînt necesare şi el utilizează trans 7 1 ) 
avea la îndemină sub forma Cea mai convenabilă satisfacerii nevoilor sale ; 


astfel, pentru transporturi, pentru prelucrarea materialelor, în scopul obţinerii 


uneltelor de muncă sau celor necesare vieţii etc. este nevoie de energie mecanică ; 
în vechime, această energie era 


furnizată de către om. sau de diferite animale ; 
aştăzi energia este furnizată de instalaţii speciale în care se modifică formele de 
energie ce se găsesc în natură, în forme utile de energie. Astfel în centralele hidro- 
electrice se transformă en 


ergia potenţială a apelor în energie electrică, care la 
rîndul ei pentru a putea fi utilizată, este transforma 


tă în alte forme de energie : 
energie mecanică, energie calorică, energie chimică, energie luminoasă etc. 
În natură au loc deci lanţuri întregi de transformare a energiei dintr-o 
formă ə sa în alta. Toate aceste transformări de energie se bucură de proprieta- 
tea esențială a conservării energiei, care are la bază principiul conservării energiei 
enunțat de M. V. LOMONOSOV. Potrivit acestui principiu, energia nu poate apărea 
din nimic sau să dispară, ci se poate numai transforma dintr-o formă în alta, 
în mod echivalent. Deci energia nu se creează şi mu se pierde, ci numai, se trans- 
formă, bilanţul energetic total fiind întotdeauna echilibrat. 

3 Verificarea transformărilor pe care le suferă energia se face cu ajutorul 
bilantului energetic. Pentru întocmirea unui bilanţ energetic, se procedează în 
felul următor : de o parte se consideră energia (cantitatea de energie) care 
intră într-o transformare oarecare sau care este debitată de o sursă de erergie 
an ; mecra PiS parte se socotește energia obținută la sfîrşitul transformării 
mene g ală primită de diversele receptoare. În afară de acestea, se mai 
sen mină onoreia care în timpul procesului de transformare s-a transformat în 

le energie, diferite de aceea urmărită în transformarea propusă şi 
care nu mai este utilă scopului urmărit. Această energie constituie entri 
transformarea respectivă o pierdere de energie. : 3 


În consecință expresia bilanţului energetic este dată de relația 
W =W +4 Wp (2.61) 


în care W, reprezint i 
„ reprezintă energia s ma inițială ă să fi 
asat Torma tale, resultati după toate a 
; nergi zulta upă transformare, iar W 
A energia, nierdată în timpul 2 pă transformate, Wangi 
à pe: Ael osie pierdută in timpul procesului de transformare adică a 
„ Care n-a putut fi transformată în forma de enereie finală ei 3 


transformat într-o altă formă de energie, A 
Avem întotdeauna 
W, >W, 
iar raportul dintre aceste mărimi 
A Wy 
= (2.62) 


| 
| 
| 
| 
| 


(2.6?) 


se nnmeşte randamentul transformării. 


Tinînd seama do relația (2.61), expresia (2.62) a randamentului poate fi 
pusă și sub formele 


Wi— Wp Wp Wy A 
j= —— = 1 — = 
Wi W, Wi+-Wp 


care arată că randamentul este întotdeauna mai mic decit unitatea. 

În rețelele electrice, oricît de simple sau oricit de complicate ar fi ele, 
apar fenomene electrice în legătură cu transmiterea energiei electrice de la gene- 
ratoare (surse) la receptoare. Transmiterea energiei electrice de la generatoarele 
care o produc — prin transformarea unui fel de energije — la receptoarele care o 
consumă — pentru a o transforma în alt fel de energie — se face prin intermediul 
conductoarelor de legătură între generatoare şi receptoare. Bilanțul energetic 
al transmisiunii energiei electrice într-o rețea se exprimă în același mod, printr-o 
relație de forma (2.61) și anume 


We = SV + 2 (2.63) 


unde 34 reprezintă energia produsă de totalitatea generatoanelor din rețea, 
XW} reprezintă energia consumată de totalitatea receptoarelor din reţea, iar 
Ip. reprezintă totalitatea pierderilor din reţea. 

Dacă prin convenţie se atribuie semnul (+) energiei produsă de un generator 
şi semnul (—) energiei absorbită de un receptor, atunci relaţia (2.63) se poate serie 


EW =0, (2.64) 


în care s-a, considerat; și energia pierdută ca o energie absorbită. 

TȚinînd seama de faptul că bilanţul energetic trebuie să fie satisfăcut în 
orice moment — deci trebuie să fie independent de timp — şi ţinînd seama de 
definiția puterii electrice *, bilanţul energetic poate fi întocmit între puterile 
electrice ce se dezvoltă în diversele puncte ale rețelei sub forma 


2P = 2Pr + Xp (2.65) 
Bau 


ZP = 0, (2.66) 


în care ZP; este puterea produsă de generatoarele din reţea, XP, este puterea 


apso iti de receptoare iar Xp este puterea pierdută în diversele elemente ale 
ețelei, 


„_„ Bi în cazul puterilor s-a convenit să se atribuie semnul plus (+) puterii 
A rpdusă de un generator. Un generator produce o putere pozitivă şi în consecință 
Primeşte o putere negativă; invers, un receptor primeşte o putere pozitivă şi 


pa ae E Me E DI 


E Vezi 91,42, 
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18 — c, 228 


tă în următoarea 


) senţi te fi reda 
produce o putere negativă. Această convenţie poa 


schemă i 
Produs Primit 


Generator + => 
Receptor ag 


i x orului care 

Convenind să atribuim generatorului semnul plus a am aenn k 

este un element antagonist generatorului, va trebui me ri bul teri produse, 
(—); analog, dacă se convine să se atribuie semnul plus (aceste area 
puterii primite trebuie să i se atribuie. semnul sus 4 ei coste ET 
anul ee trebue az te BEA ul algebrie. Astfel, de exemplu, 

înă iutorul regulii semnelor zebrice. AS = za 

„Lage Nim ce semn trebuie să atribuim puterii primită de vn receptor, 


vom avea imediat 

Receptor (—) 

Primit (—) 

(=) x(—)=() 
deci puterea primită de un receptor trebuie să aibă semnul plus, ceea ce cores- 
punde şi cu schema de mai sus. 


în ceea ce priveşte randamentul, acesta poate fi determinat cu una din 
relaţiile 
EPR 


TIR =1 z = =m (2.67 
E Pg EPg Ep 


) 


Să aplicăm considerație precedente la, stabilirea bilanţului energetice al 
unui element de reţea format dintr-o forţă electromotoare în serie cu o rezis- 
tență, la bornele căreia există o diferență de potențial oarecare (fig. 2.20); 
prin acest element de rețea va circula un curent ÎI. 
În funcționarea acestui element de circuit pot apărea 
trei situaţii diferite şi anume : 

a) Diferența de potenţial V 4 — Va aplicată la bor- 
nele circuitului este pozitivă (Va > Va); în acest caz, 
aplicînd relația (2.60) se poate serie 


Fig. 2.20. Element de reţea 7 ) a 
electrică, UI = EI + RE’, (2.63) 
am £ 7 7 7 i fiì 

unde am notati Va — V, = U, sensul curentului fiind de la A la B (fìs. 2.20) 
prin pani energetic al acestei relaţii arată că puterea furnizată din exterior 
J zA Jornele A și B (Pa) este total consumată de elementul de reţea, care în 
ARĂ cae fai pin pl da ă : forţa electromotoare este de fapt rorta contraelectro- 

> a receptorului (acumulator, motor electri i ii 
i J ( f f j ‘trio eto.) rezistenţa R fiind 
rezistența interioară a acestui re n;i iții ] À 
i a acest ceptor; în aceste condiţii termenul RI? r > 
zintă energia electrică transfor yin i E RA ee 
i > & transformată în energie calorică prin ef N 
zi (d n Cu , prin efec JLR- LENI 
ȘI reprezintă deci pierderi de energie, hi , zica e aiaa 

b) Diferența de pe ial V i i 

renja de potenţial aplicată cireni i itivă 
insă curentul eul ih puti i Va y a Wplicută vireuitului este tot pozitivă 
w nvers, Bouaţia de functionare a elementului de 


b 


eia 


rojen se obține din (2.68) în care se in curentul negativ; se obţine 


UI = BI + RI 
Sau 
BI = UI + RI, 


Această relaţie ne arată că elementul de reţea este de data aceasta generator şi 
debitează puterea 
Pe = EI 


care este consumată, pe de o parte de receptorul la bornele căreia este aplicată 
tensiunea U (netigurat în schemă) şi pe de altă parte în pierderile prin efect, 
JOULR-LENZ în rezistența proprie a elementului de reţea. 

c) Să presupunem acum că diferenţa de potenţial aplicată la borne este 
negativă (Va < Vp) iar curentul circulă în sensul forței electromotoare FE 
(de la B la A). Ecuația (2.68) devine 


(—U):(—1)=— PI + RI 
Sau 
EI + UI = RI? 


Această relație arată că atît elementul de rețea cît şi sursa exterioară sint 
generatoare şi ele debitează împreună pe rezistența proprie a elementului de 
reţea, singurul element receptor din circuitul considerat; întreaga energie 
debitată de cele două surse se transformă în căldură prin efectul JOULE-LENZ. 


2.3. BAZELE TEORIEI REŢELELOR ELECTRICE DE CURENT 
CONTINUU IN REGIM PERMANENT 


2.3.1. NOȚIUNI DE TOPOLOGIE APLICATĂ REȚELELOR ELECTRICE 


2.3.1.1. Generalităţi. Topologia sau analisis situs este o ramură a mate- 
maticii care se ocupă, printre altele, cu studiul anumitor proprietăţi ale figurilor 
geometrice ce se'conservă atunci cînd suprafața pe care ele sînt trasate se defor- 
mează. În electrotehnică, la studiul circuitelor electrice, acest mod de a vedea 
proprietăţile figurilor geometrice este aplicat; în mod obişnuit. Astfel, în practică 
studiul unei reţele electrice nu se face pe un desen avînd aceeaşi configurație ca 
rețeaua însăși — care, pentru o reţea de distribuţie urmează traseul străzilor 
orașului respectiv — ci pe o schemă cît mai simplă, echivalentă rețelei date. 

De exemplu reţeaua din figura 2.21,a, care reprezintă situația sa topogra- 
fică, poate fi reprezentată inditerent prin schema din figura 221.5 sau prin 
schema din figura 2,216, tie printr-un alt mod oarecare. Atit din punct de 
vedere topologie cît gi din punct de vedere ul teoriei rețelelor electrice, cele 
trei scheme din figura 2,21 sint complet identice, IN 


2,3,1,2, Elementele constitutive ale unei reţele electrice. Cea mai generală 

< POR P naei ; ` i 9 3 

ci electrică este constituită dintr-un anumit număr de elemente sau laturi 
gate între ele într-un mod bine determinat, invariabil în timp, printr-un număr 
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i i reprezentat printr-o 
5 roțelei poate fi rep 1 
;. Riocaro element sau latură a i. poate îi + SE ET 
ante pe vectra 2.29 şi poate fi constituit tina i dn z $ pe ay 
pala îi otan pAR dintr-o sursă de energie electrică, me ra enl eri 
poeta pai prin forță electromotoare E, şi Deo ua ee a pere grin 
tentat in curentul J, sau o combinație a ac astora. E data 0 este tau 
WATA Asator elemente alo rețelei pot oxista cuplaje electromag 
itatea acestor e 
Jectrostatice. A y FN 
Meot i rtremitäțile unui gmin sonstițole aTa, sean 
i elem i activ dacă conţine surs 
dement poate fi activ d 8 1 en 
ca ai na nu conține surse de energie electrică. 


între bornele sale, 
lectrică, sau pase 


Fig. 2.22. Element constitutiv 
de rețea. 


Fig. 2.21. Exemplu de deformaţie topo- 
logică a unei rețele electrice. 
a Fig. 2.23. Reţea electrică generală. 


Legătura, electrică între două sau mai multe elemente formează un nod. 
Într-o reţea, orice nod poate fi considerat ra o bornă a reţelei. Două sau mai 
multe noduri oarecare legate între ele prin conductoare fără rezistenţă electrică 
se zice că sînt legate în scurtcircuit și se consideră unul singur. Dacă N este 
numărul total de noduri ale reţelei, numărul maxim de laturi sau de elemente 
Lr, ce se pot lega la aceste noduri două cite două, este dat de relația 


a N(N —t1) 
iac Gh BAS —, (2.69) 


Un circuit închis se numește un ochi sau o buclă. 


O reţea oarecare poate fi formată dintr x 
cuplate rerep APRA p | A fo) mată dintr-un număr oarecare de subretele, 
AKERA prin cuplaje electromagnetice sau electrostatice (fi. 2.23) 
O reţea formată numai dintr-o g 3.33). 


singură subreţea se zice că este o retea simpl 
ia e to DUMAL Q 4 Ste O reţea simplu 
neră Rau numai coneză, Rețelele de curent continuu sînt în general rețele 


simplu conexe, 


a E 


» Vezi 344.341, 
** Vezi 3,4,6, 


o n Oreţea se numeşte completă sau isplată,. dacă nu are borne de acces cu exte- 
riorul, adică dacă nu reprezintă o porţiune a unei rețele mai mari sau să fie o 
subrețea. O rețea este incompletă dacă aro asemenea borne, O reţea, incompletă 
se numeşte dipol, dacă aro numai donă borne de acces și multipol dacă are mai 
multe; dacă numărul de bome este, par, reţeaua se numește multidipol ; în 
particular, dacă o rețea are patru borne de acces ge numeşte cuadripol. : 

Orice circuit închis dintr-o reţea electrică formează o buclă gi poate fi 
aleasă oricum în reţeaua respectivă ; o astfel de buclăse numeşte buclă inde- 
sau circuit independent. În fiecare buclă independentă astfel aleasă, 
poate circula un curent electric real sau fictiv (teorema lui MAXWELL*). N umărul 
acestor bucle independente şi deci a curenților care circulă prin ele și care se 
numesc cuvenit do contur sau curenți ciolici sau curenţi de circulaţie! sau burenți 
independenți, care se pot separa într-o rețea oarecare este dat de relaţia ** 


Cp MERA ini AB DN + 8 i (2.70) 


în care Z este numărul de laturi, A este numărul de noduri şi S numărul de 
subrețele ale reţelei date; .în cazul curentului continuu S = 1. 


„+ Ansamblul dè bucle care cuprinde toate laturile reţelei se numeşte sistem 
de bucle fundamentale ; într-un astfel de sistem existenţa unei bucle nu poate fi 
dedusă din cunoaşterea celorlalte bucle fundamentale, iar existenţa oricărei 
alte bucle nefundamentale. a reţelei poate fi dedusă din cunoaşterea laturilor 
buclelor. fundamentale ale sistemului, 

` Două noduri oarecare arbitrar alese în reţea constituie o pereche de 

noduri. Ele pot îi cele două extremităţi ale unui element sau extremităţile unei 

pocabinații oarecare de elemente din rețea; nu trebuie să aparţină la subreţele 
iferite. wi ; - 

Între fiecare pereche de noduri, astfel aleasă din rețea, există întotdeauna 

o diferenţă de potenţial sau o- tensiune între noduri. Numărul de tensiuni între 

noduri: independente, deci numărul de perechi de noduri independente ce se 
pot determina într-o reţea este dat de relaţia ***. 


PEN-S, pif (2.71) 


unde P este numărul de perechi de noduri. i 

_ O pereche de noduii are deci acelaşi rol, în ceea ce priveşte tensiunile, 
ca și o buclă, în ceea ce priveşte curenţii. Se zice că aceste două concepte se 
corespund prin dualitate X***. 

Astfel, într-o rețea electrică trebuie determinaţi cei L curenţi care circulă 
în cele L laturi ale reţelei. Determinarea lor se poate tace fie cu ajutorul a B 
curenţi fietivi, care corespund celor B bucle fundamentale din reţea, fie cu aju- 
torul a P diferențe de potenţial, care corespund la P perechi de noduri ce se 
pot determina în reţea Pook, i ; 


* Vezi [182] Vol, I, pag. 403. 
#s Vezi 2,3,4,1, 
ses H 2.3.4.1, 

#*#s+ În studiul fenomenelor fizice se găsese nenumărate cazuri în care mărimi i i 
sau metode de raționament apar în perechi, între ele existind anumite relaţii Airal alaabo, da 
Astfel, cimpul electric și cimpul magnetic, undele și particulele, tensiunea şi curentul ete ; A WR 
elemente duale, Avantajul găsirii dualității între diversele fenomene constă în aceea că toate ieri 
în. rallonammentele stabilite asupra unui grup de fenomene pot îi aplicate celuilalt grup de anapi a 
A a mai fi nevoie de a mai trece încă o dată prin procesul de creație făcut pentru primul g % 
nomene ; relaţiile respective pot fi stabilite prin simplă analogie. grup de 

reste Vezi 2,3,6 şi 2.3.8, 
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lectrloo se Vor intilni următoarele 


Rezultă dar où în studiul unei rețele e 
demente duale 


buclă pereche de noduri 
latură nod 

curent tonaitine 

curent independent tensiune independentă 
acurtoirouit olroult deschis 
rezistenţă conductanță 


CU. U A . 


i mai departe, enumerare putind fi extinaă oricit, 
a Stațiile To) şi (2.71) constituie ecuaţiile topologice fundamentale ale 


anei reţele electrice, 


23.1.3. Datele fundamentale ale unei reţele electrice. Fie o rețea formată 
din L elemente legind între ole N noduri. Presupunem că, un element oarecare 
ea. L) esto constituit dintr-un generator, de forță electromotoare Ep 
1 în serie cu 0 rezistenţă R, valoarea acestor mărimi putind fi oarecare, 
chiar nulă — simultan sau nu. O latură a reţelei poate fi comună la două bucle 
$ şi k vecine, valoarea rezistenţei laturii comune notindu-se Ry = Res 
O reţea este complet determinată dacă se dă : 
1. O schemă prin care să se indice modul de legare a diverselor elemente ; 
2. Totalitatea surselor din reţea, valoarea forţelor electromotoare cores- 
punzătoare şi poziţia lor; 
3. Totalitatea receptoarelor din reţea, valoarea rezistenței lor echiva- 
lente şi poziţia lor; 
4. Totalitatea rezistenţelor proprii şi comune din reţea şi poziția lor. 


pari 2.3.1.4. Caracterul arbitrar al numerelor L,N şi S. Cele trei numere L 
N şi 8 sint şi ele date fundamentale ale unei reţele şi găsirea lor constituie 
primul pas în studiul reţelelor electrice. Alegerea lor este însă cu totul arbitrară 
şi depinde numai de detalierea la care se doreşte a se me”ge în studiul rețelei 
Astfel, rețeaua din figura 2.23 are L=8, N =8 şi S =3; se pot neglija 
însă la inceput nodurile B, D, F, G şi H şi în acest caz L = 3, N =3, 8 S9 
tisi Bema oae se Mo plic prin aceea că s-au neglijat diferențele de poten- 
ini între B şi 4, D și ' F şi 0, G și C, H şi K. După ce reţeaua sim lificată 
SE piei rezolvată, se poate reveni determinindu-se şi aceste Arasia da 
Într-o rețea e ici alegere žr ÎS 

asemenea o ana TAUER teen ape 5 dă anraje conditie da 
elimina circuitul din mijloc nrin i le at sat n Letea dei sape N 3, se poate 
DE ei in maior E in oc uires inductanţelor de cuplaj, obţinin- 

ace o asemenea operaţie, este necesar întotdeauna 


să if | ti < PEENES 
9 Li z ] ALU | Į 

nu comp 

bt f ue o „că rezultatul it inut 0 1] lic ă Mal mult proble Ma dec At d Că 


Stabilirea relaţiei (2,7 i 

4 4 1 (2.70) se face pori i 

{ LU § Afs p Y A y i 
rețele cu o singură subrețen | ul de la reluţiu corespunzătoare unei 


B' L' NA 
Pentru o rețea cu S subreţele, TA 


i număr ina oa 
Ohține este dat de relația ărul de circuite independente ce se poate 
4 ' 
PT ES A > 
pă B H L y NOAA F VS 
i 7 À 


+ Vesi 8.4.8.2b 


y 


2.3.2. CONVENȚIA SENSURILOR DE REFERINŢĂ IN CIRCUITELE 
DE CURENT CONTINUU 


23.2.1. Convenţia reprezentării sensului pozitiv al curentului eleetrie. 
Fie un circuit electric format dintr-un generator de curent, continuu G de forță 
electromotoare Æ şi avind rezistența interioară R,— reprezentată în schema 
din figura 2.24 în afara generatorului — care alimentează prin două conductoare, 
presupuse fără rezistenţă, un receptor M de rezistenţă echivalentă R. În cir- 
cuitul dat apare un curent căruia îi atribuim sensul 
convențional de circulaţie de la generatorul G către 
receptorul JM. Acest sens coincide de altfel cu sensul 
atribuit — tot convenţional — sensului curentului 
electric de conducţie* . În aceste condiţii sensul de 
circulaţie a curentului în generator este de la potenţi- 
alul mai scăzut către potenţialul mai ridicat, 
curentul îeşind astfel din generator prin borna cu 
potențialul cel mai ridicat. Fig. 2.24. Circuit electric simplu de 

La, receptor sensul de circulaţie a curentului curent. continuu. 
este de la borna cu potenţialul cel mai ridicat către 
borna cu potenţialul mai scăzut, curentul intrând în receptor prin borna cu 
potenţialul cel mai ridicat. 

Sensul de circulaţie a curentului electric — numit şi sensul pozitiv de 
circulaţie sau sens de calcul — se notează pe schemele electrice printr-o săgeată. 


ee 


2.3.2.2. Convenţia reprezentării sensului pozitiv al forței electromotoare şi 
a tensiunii de borne. Forța electromotoare are întotdeauna sensul curentului 
pe care îl generează, deci sensul pozitiv al unei forțe electromotoare este întot- 
deauna de la potenţialul cel mai scăzut către potenţialul cel mai ridicat. Sensul 
acesta se notează pe schemele electrice fie cu o săgeată, fie cu marcarea cu 
semnul plus (+) a bornei cu potenţialul cel mai ridicat și cu semnul minus (—) 
a bornei cu potenţialul cel mai scăzut; nu este o greşeală dacă se fac ambele 
notații simultan. 

În ceea ce priveşte tensiunea, electrică s-a convenit să se definească sensul 
ei pozitiv identic cu sensul de integrare în ecuaţia de definiţie (1.13) a poten- 
ţialului electric, adică de la potențialul mai ridicat către potențialul mai scăzut. 

În aceste condiţii, tensiunea la bornele sursei este îndreptată de la borna A 
către borna B, adică de la potenţialul cel mai ridicat către potenţialul cel 
mai scăzut; sensul pozitiv al tensiunii la bornele sursei este astfel contrar sen- 
ului forţei electromotoare a sursei. 

Tensiunea de-a lungul unei linii electrice străbătută de un curent de con- 
ducţie are același sens pozitiv, ca și sensul de curgere al curentului ; sensul astfel 
ales coincide cu convenţia aleasă pentru sensul pozitiv al tensiunii. 
i ce do da Dorae eE PAA MADIO aa 

zitiv core ză i potenţialul cel mai ridicat către 
borna cu potenţialul cel mai scăzut, aceasta indiferent dacă drumul de integrare 
pe consideră prin exteriorul receptorului sau prin interiorul său, în care caz 
coincide cu sensul de curgere al curentului prin receptor, 


2 Ye 44:24, 
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potenţialul cel mai ridicat către po 
2.33 PROBLEMA GENERALĂ IN STUDIUL REȚELELOR ELECTRICE 


Studiul unei rețele oleotrice — indiferent dacă ate de pe continuu sau 

de curent alternativ — 80 ponto faco din două puncte ( $ ia Zi a ea ip a 
— Reţeaua electrică nu există; se cunoaște tr aseu | pe S SI pia ci 

aibă reteaua — deci schemat electrică —, sarcinile respective și su ia re ele 
sătoare în mărime şi poziția lor pe schemă ; se caută să se d aurar ale 
diverselor conductoare, astfel a rajaan să funcționeze în condițiile opt Ş 
itate cu prescripțiile în vigoare. ern 

Y a el aletria ie se cunoaşte traseul său, diversele sarcini și 


S iğ; pr a tă în stabilirea cir- 
sursele corespunzătoare, schema completă ; problema constă cir- 
culaţ A e] ea diverselor secțiuni 


culației curenților în diversele laturi ale reţelei şi verificarea i pir 
ale conductoarelor prin determinarea căderilor de tensiune in punctele obligate 
ale rețelei. ali a St 

Sub primul aspect problema este în general nedeterminată și nu se poate 
rezolva cu ajutorul legilor şi teoremelor stabilite ; pentru rezolvarea problemei, 
trebuie puse anumite condiţii suplimentare (încălzirea conductoarelor, minim 
de material etc.). Această problemă tace obiectul altor discipline. 

Sub al doilea aspect problema este determinată. Ea constituie obiectul 
studiului rețelelor electrice şi se poate rezolva complet cu ajutorul legilor şi teo- 
remelor generale ale electrocineticii. 

Pentru rezolvarea acestei probleme au fost stabilite o serie de metode 
speciale şi teoreme ajutătoare care vor fi studiate în paragrafele ce urmează. 


2.3.4. METODA TEOREMELOR LUI KIRCHHOFF 


2.3.4.1. Teoremele lui KrırcanorF: Teoremele lui KIRCHHOFF sînt în număr 
de două și se referă, prima la curenţii care circulă în diversele elemente ale 
reţelei, teorema curenților, iar a doua, la căderile de tensiune pe care provoacă 
pipeulația acestor curenţi în diversele elemente ale reţelei, teorema căderilor de 


Din aceste teoreme fundamentale au fost deduse un număr de leme 
care au z scop să le precizeze și mai ales să precizeze modul lor de aplicare. 
E 2) A pa 14 KIRCHHOFF. Prima teoremă a lui KIRCHHOFF se enunţă 

soarele variante mai generale, după cum urmează 


1e um njil R T ) () 

. P care n ră antum nod QAL UN À "erele ] 

A Ba ma cure A 0 t Ă > l (å retele este e vA e UMA 
curenților Care ies dim acel nod i A: e Să 


o) po d 


* Problema stabilirii unei e i 

electromotoare şi a DAU upal epnventii pentru reprezentarea tensiunii electrice, respectiv a torțelo 
Incă o recomandare definitivă d ep unerpu a fost încă definitiv rezolvată, în sensul că nu a î e = tă 
blemă este în studiu la C.E] de câtre Comisia Electrotehnică Internaţională (CETL) A A Da 
problemele de mărimi şi uniti pornite de Studii Nr, 24 al acestei organizații cate Ase i 
convențiilor privitoare la ATRAER magnetice, a întocmit încă din iunie 1960 dai e EL e 
tetelor naţionale din diver > electrice și magnetice, Acest proiecta f 5 TOO Lb a ara 
din p din diverspio làri membre ale GET şi urma si A ae sopua discuţiei comi- 
răspunsurile au ereat insă făcut, La această chestiune au răspuns KERN BARR: at ln TOUNUNOA GRAI 
Mică rezolv pe o serie intreagă de controverse, astfel e a eva comitete naţionale; 

rezolvată, Vezi [18], se; astfel că problema nu poate fi considerată 
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29, Dacă se consideră — în mod arbitrar — spre exemplu, pozitiv un curent 
care întră într-un nod și negativ acela care iese din nodul respectiv, atunci suma 
algebrică: a curenților dintr-un nod este egală cu zero 


SI, +1) = II = 0. (2.72) 


Din caracterul staționar al distribuţiei sarcinilor electrice în cimpul electric 
al curenților continui, rezultă că aceşti curenţi trebuie să fie închişi sau să vină 
şi să plece la infinit* ; în caz contrar, în locul unde ar începe sau s-ar termina 
curentul (sursele şi puţurile de curent), cu timpul ar dispărea sau s-ar acumula, 
sarcini electrice, Din această cauză prin diversele secţiuni ale unui conductor 
care nu are ramificații, intensitatea curentului electric trebuie să fie aceeaşi. 
De asemenea, într-un nod oarecare al reţelei în care se întîlnesc două sau mai 
multe laturi ale reţelei străbătute de curenţii electrici I, (k = 1,2,...,n) trebuie 
să fie satisfăcută prima, teoremă a lui KIRCHHOFF, exprimată prin relaţia (2.72) ; 
în caz contrar, în nodul respectiv s-ar produce o acumulare de sarcini electrice. 

Din prima. teoremă a lui KIRCHHOFF rezultă următoarele leme : 

Lema I. Un curent își păstrează identitatea de-a lungul unei laturi. 

Aceasta rezultă imediat, dacă se presupune că pe latura, respectivă se ia 
un nod oarecare, arbitra» ales și se aplică prima teoremă a lui KIRCHHOFF.. 

Lema II. Fiind dat un curent într-o anumită latură, de intensitate I şi avînd 
un anumit sens de curgere, acesta este echivalent cu curentul —I, direct Opus. 

Afirmația făcută în această lemă rezultă imediat din relația (2.72). 

tr-adevăr, fie pentru exemplificare un nod în care intră doi curenți şi iese al 
treilea; aplicînd relaţia (2.72) se poate serie 


TOO 
sau 
Ihs dit (=la) mE 0. 


între curenţii din laturi, N fiind numărul total 'de' noduri. 
„„„ Curentul dintr-o latură pasivă este egal cu raportul dintre diferența de 
potenţial între nodurile care constituie extremităţile laturii respective şi 


Lema III. Prima teoremă a lui KIRCHHOFF nu dă decât N—1 relaţii distincte 


A i za A ` à 
rezistența acesteia. Cele Mnoduri formează zN (N —1) perechi de noduri, de unde 


dacă se ţine seama de semne, rezultă N(N—1) potenţiale sau tensiuni la noduri, 

Dacă; se pune la pămînt unul din noduri, luînd potențialul său absolut 
egal cu zero, rezultă că. au mai: rămas N—1 potenţiale independente; dacă 
potenţialele acestor N —1 noduri au fosti determinate, atunci diferența de poten- 
fial între două noduri oarecare este dată de relația 


7 cl ? 
TA a 


Și este independentă de potențialul de reforintă adoptat, Or 
potențiale, ales între cele N(N —1) potenţiale posibile, 
determinarea diferenței de potenţial dintre două nodur 
ților din laturile respective, 


ice orup de N—1 
» poate fi folosit pentru 
1 oarecare gi deci a curen- 


* Vezi și 2.1.2, 


-201 


| 


ică i FF ru poate 
Rezultă dar, că într-o rețea electrică, teorema I a lui KIROHHO p 
— N.-1 ecuaţii distincte. } pe T 
s T NUn curent ua intră sau iese dintr-un nod Ta fpr ; HNS 
din suprapunerea unui număr oarecare de curenți elemen $ 


. . A 
> ; ; de- ; laturi, ci ȘI în nod. 
identitatea nu numai de-a lungul unei laturi, ci $ Dis un nod în care, pentru exem- 


plificare, să presupunem că intră doi 


i i şii i i (fig. 2.25). 
4 4 curenţi și ies doi curenţi (fig 

Tie cică aa) relaţia (2.72) se obține 
ne Mu E PA I, dad Ie I 0 

2 


Fig. 2.25. Continuitatea curenților N ecerici elemen- de unde rezultă 
A tari prin noduri. 
: 13 2 du e e a O a aa) 


cărei interpretare justifică lema. , y 4 LA 
7 Lema v Toți Paroni din laturile unei rețele electrice pot fi exprimaţi 


în functie de B = L—N +1 curenți din aceste laturi, numiți curenți independenți 
B, L și N avînd semnificaţiile cunoscute. 

Fie pentru simplificarea demonstrației, o rețea 2 
completă A, B, 0,..., M, cu N noduri, din fiecare 
nod ieșind a, B, Y,-::,u laturi (fig. 2.26). Avem 
evident 


m= E N(N—1) laturi 


şi 
at B Hytte +e 2L, 


fiecare latură fiind socotită că iese dintr-un nod, în 
suma de mai sus, o latură este deci socotită de 
două ori. A 

Din cele « laturi care ies din nodul A, să presu- Fig. 2.26. Rețea complexă. 
punem că ag ajung în nodul B, ag ajung în nodul C, 
ap ajung în nodul D,...,au ajung în nodul M. În acelaşi mod se socotesc 
și laturile care ies din celelalte noduri. 
j Aplicînd prima teoremă a lui KIRCHHOFF diverselor noduri, în nodul A 
intră cel mult «—1 curenţi, în nodul B intră cel mult B—ay—1 curenţi, în nodul C 
intră cel mult y—ac—Po—l curenţi etc. 

Pentru cele N—1 noduri independente, numărul total de curenţi care au 
fost folosiți pentru exprimarea tuturor curenților din laturi este 


(4—1) +- (B—ag— 1) + (p—ao—Bo—l) +... 


care conţine N—1 termeni ; această sumă poate fi scrisă sub forma 


EHP HYT...) (anteo. e aa) (RoBo e Bradt (1). 
(2.73) 
Dacă p este numărul de laturi care iese din ultimul nod, atunci 
a eh oh t= Ly, 
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A parai 


3) 


iar numărul laturilor care pleacă dintr-un nod către celelalte este 


(ap act. Paso) t(BotBo+. FB). = L—y, 


aceasta deoarece suma nu cuprinde laturile care ies din ultimul nod și conţine 
celelalte laturi numai o singură dată. 

Introducînd aceste sume în relaţia (2.73), rezultă că numărul total de 
curenţi independenţi în funcţie de care se pot exprima toţi curenţii din reţea 
este : 


@L—y)—(L—g)—(N—1) = L—N +1 =B. 


Lema VI. Curenţii din laturile unei rețele pot fi priviți ca formaţi, dintr-un 
număr oarecare de curenţi elementari, circulând prin acele laturi şi care îşi păstrează 
identitatea în diversele bucle ale rețelei, cîte una pentru fiecare curent elementar. 

Fie o rețea oarecare (fig. 2.27), la care L = 6, N = 4, S = 1. Conform 
lemei V, în această rețea sînt B = 6—4 + 1 = 3 curenți independenți ; rezultă 


8 2 5 


5 5 
A G 
2 
7 7 
1 
.2) > 6) 
Fig. 2.27. Reţea electrică Fig.2.28. Scheme de curenți independenți. 
buclată. 


că ceilalți trei curenţi pot fi exprimaţi în funcţie de aceștia. Aplicînd prima 
teoremă a lui KIRCHHOFF nodurilor din figura 2.27 se obţine sistemul : 


(A) I—II, —I, = 0 
T php 0 
(0) =I +I; +I. = 0. 


În funcție de trei dintre aceşti curenți 
şti curenți se pot face C3 = 20 combinaţii ; 
dacă se aleg curenții I,, I, și 1; se obține sistemul $ pinati i astia] 


I= II—I» I= I — I; Is = Ii —1s 


schema curenților independenţi fiind arătată în figura 2.28, a 
Dacă se aleg drept curenţi independenţi curenţii 7, I; şi 14 se obţine 


h= hola = h-Ile Ie = Itl, 


schema curenților independenți fiind aceea din figura 2 28,b, şi aşa mai depart 
E i arte. 
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; conform lemei IV 


2.27 
întigura e buclele 


ii din laturile respective au fost arătaiţi: foi 
ei ij pitek identitatea în e Ca Acea şi deci ȘI în 
i um se vede în figura 4. ași b. ; 
repe na d a lui KIRCHHOFF. A doua teoremă A sii dia paie se 
ea sub mai multe variante, după cum urmea ă: Și 
i ună, de ma algebrică a forțelor electromotoare dintr-o buclă este egală cw suma 


algebrică a, căderilor de tensiune, care se produce în aceeaşi buclă 


| 


(2.74) 


EB, = Rule 
9. Variația totală. a potenţialului de-a lungul unui circuit închis este egală 
cu zero 

; DB RI) = 200, V a= 0. * (2.75) 
vin yoni AS sii AASEN TEOTAN; SI 7 a 
sn Tensiuneatoială produsă într-o buclă — datorită. surselor de energie din 
buclă — este egală cu. căderea. totală., de tensiune, din buclă — datorită rezisten- 
jelor din buclă ; această enunțare se; exprimă tot, prin relația (2.74). 

2.3.4.2. Dualitatea ecuaţiilor datede teoremele lui KIRCHHOFF. Ecuațiile (2.72) 

şi (2.74), respectiv (2.75) au fost scribe prin aplicarea teoreinelor lui KIRCHHOFF 
unei reţele puclate comportind surse de energie electrică: cuprinsă în laturile sale, 
care constițuie.€ iversele bucle ale acestei rețele electrice ; aceste ecuații sint deci 
valabile numaipentiu o rețea electrică buclată, cu surse de. energie electrică 


incluse în laturile“sale care formează aceste bucle, şi caracterizate prin forţa elec- 
tromotoare E, a lor (fig. 2.29). Ca o consecinţă a faptului”că fiecare latură are 


1 


Fig. 2.29. Reţea buclată cu“$urse* ` Fig. 2:30. Rețea buclată cu surse 
interioare. exterioare 


CĂ Ea A a a Ph oan rope apare o distribuție de curenți, 
; aturile reţelei. şi prin difer i 

Rl, fite oni noduri oarecare ale a li RIA 7 Paz 

2 mp0 reţea, buclată mai poate fi concepută şi ca fiind alin ă 

; AP RO ANA al. PO n [ „ca 1l ia nentată sSurs 

IE rele Cieero așezate în afara laturilor rețelei buclate (fig. A A de pina 

TEM P A cu SUL A pe care îi injectează în “nodurile arela Dat Ana A 

culație de curenți, TERN EER E S retelei apar ojah 

două noduri oarecare și prin valoarea O Pa igrapareiimtrs 

Ur 


oarecare gi pentru 0 buclă 
4 oarecare cele dd Ui teoremë ale 
lui KIRCHHOFF pot fi BCIIse în cele două CAZUL astfel NP 


Schema din fig. 2.29 | 2 
Ba eorona Dă 0 |T S) an T 
TE E Place E aa atasa cal miau A) 
PS ii: Teorema. LI | 2N y ERI] a 0 Aa 


Se vede asttel.că cele două grupe de ecuaţii se corespund prin dualitate, elemen- 
tolo corespondente fiind 


B — J 
RG 
I> U 


Oa o consecinţă a acestei dualități, se poate enunța următoarea teoremă : 
Între două noduri oarecare ale unei rețele electrice, o sursă de energie elec- 
trică de forță electromotoare constantă E — independentă de curentul pe care 


J 


9 


3 I apoi! SI st 
Fig. 2.31. Transformarea echivalentă a surselor. de energie,electrică. 


îl debitează — , legată în serie cuo rezistență R, poate fi înlocuită cu o sursă 
de energie electrică de curent constant J — independent de diferența de poten- 
țial la bornele sale — , legată în paralel-cu conductanța G = t piad Ma 
Într-adevăr, pentru cele două circuite din figura 2.31, prin aplicarea teore- 
melor lui Kmonnorr se pot şerie relațiile : i 
— pentru circuitul a 


YAUSI A aaa . 
gp A ih à t LEU 
— pentru: circuitul b i nea a a ii ? t Da il RS 
TETE A EN F 
sau E OAE A EO S iA (2.17) 
3 di : VESS ) 
sau ; Si 
G 


Din. relațiile (2 76) şi. (2.77) se PEPEO relaţia.ce trebuie să existe într 

, (2.77) se, apia, să existe între forta. elec- 
tromotoare T și curentul injectat J ; considerînd de exemplu, a doua an (T0 
Şi pinînd seama de a doua relaţie (2.76);şi de. relaţia RG = 1, se obţine 


Di 


J = a sau A = RJ, ja (2.78) 
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id i it al surget de f rță g 
enmi ë mai numeşt ] şi A FEN ne uploironit BE e 10 ele 
( iri n k à A = A 5 j i za 
ze Ret i= R ei enunțate cate $ ea adevăr ată ȘI se enunță în ace 
A ip CA a ‘miel d 7 4 a 
; i į i E 2.3] Lo Azi 41] ZEIEN i m 
Se obişnuieşte a se sp ne că în cazul 8 chemei din figu 8 se Te dea nt ` 
wn gi ettor e tenk i TA ya ! r de lé ginnëé r în caz scheme! b din acesag 
rato d inne SAUL O SU să de tensiune, iat în ul i $ jett : 
fign A sei p | in à unge råtor de curent sau o gurs de cureni sat un njector de 
ipnrå ge reprez t ne rA ts ñd rA f d 


entrent. 


leetrice, 
Inc la ealeulul reţelelor electrice 
oremelor lui KiInCHHOFF E cate 
eg ine e laturi şi V noduri, problema ce POTE e asil ii 
jerih paei L curenți care circulă in cele L laturi ale rețele 
e „ce 
de circulație. 
Aplicind prima teoremă 
N ecuaţii de forma 


a lui KIRCHHOFF la cele N noduri ale reţelei, se obțin 


Zí, = 0, 


intre isp ii sînt distincte*. 

ntre care numai P = N — 1 ecuaţii sin | 
7 Aplicind a doua teoremă a lui KIRCHHOFF diverselor bucle ce se pot separa 
în reţea, se obţin M ecuaţii de forma 


IRI, = ZE 


dintre care numai B = L — N + 1 sînt distincte ea. 
Se obțin astfel 


ecuații distincte, suficiente pentru determinarea celor L curenţi care circulă 
prin laturile reţelei şi care urmează a fi determinaţi. 

Pentru ca sistemul de ecuaţii ce se obţine din aplicarea celor donă teoreme 
ale lui E mCHBOFF să nu constituie un sistem de ecuații omogen, care să conducă 
la soluţia banală a tuturor curenților din rețea egali cu 
zero — ceea ce nu corespunde situației reale a unei re- 
țele care conţine forțe electromotoare —este necesar ca, 
ecuaţiile ce se scriu prin aplicarea celei de-a doua teoreme 
a lui KIRCHHOFF să se obţină prin parcurgerea tuturor 
laturilor reţelei cel puţin o dată, adică să se aplice 
această teoremă la ochiuri fundamentale. 


2,3,4,4, Exemplu de calcul, Pentru exempliticarea, 
metodei de calcul cu ajutorul celor două teoreme ale 
lui Kmonuorr să considerăm o rețea formînd o punte 
Wuyuearsrone (fig. 2.32) în care, fiind date rezistențele şi 
tensiunea aplicată la bornele 4 şi R, trebuie să se 
determine curenții din laturi, care sint în număr de sase. 
Vor fi necesare devi şase ecuații distinete, i 


fig. 2.32, Reţea electrică în 
fermă de punte Wheattone 


* Contor lemel Iy 
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as 


N DD 


imi Să 


Reţeaua dată are L = 6 laturi și N = 4 noduri; ecuaţiile topologice sint 


B-N 13 MBeI-—N+1=3 


Prima teoremă a lui KIRCHHOFE va da trei ecuații pe care le obținem apli- 
cînd relația (2.72) la nodurile a, b şi d, arbitrar alese ; se obțin ecuațiile 


(a) Î+1=1 
(b) I, + I; r L 
(4) 1, +I; = L, 


Cea de-a doua teoremă a lui KIRCHHOFF va da de asemenea trei ecuații, care 
se obțin aplicînd relația (2.74) buclelor abd, bed și abe U 


(abda) RI, + RI, — R, I, = 0, 


0, 


|] 


(bedb) RI, — Rl, ART 


(AabeBA) Rih de tod U 


Il 


Sistemul rezolvat va da expresia curenților căutaţi ; astfel pentru curentul 
care trece prin latura * bd se obține 


u RR; — RR, ; 
(Rı + Ro) [R:R; + R; (Rz + Ro) + RIR; (Ra + Rl 


I; = 


2.3.4.5. Circuit serie. Cuplarea în serie a rezistențelor. Fie rezistențele 
R, (i = 1, 2, .. ., n) legate în serie şi formînd astfelun circuit alimentat de ten- 
siunea U (fig. 2.33). Curentul în circuit fiind Z cu sensul pozitiv corespunzînd 


Fig. 2.33. Circuit format din rezistențe electrice legate 
în serie, 


tensiunii aplicate U, conform relaţiei (2.73) teorema a doua a lui KIRCHHOFF dă 


U = Rl + Rl t ee FRI S (Ra Rar e HRY 
Be deduce imediat 
= ae IA LB Pai, 
RUA RO R 


* Numită diagonala galvanometrului, 


ĵ n notat 
în caro atn ne (2.19) 


RaR thit + Ka 
à è A veziatonța eohivalontă t oirouituluil dat. i 
Sa Poo W Rozultù dar, că rezlstenja achivalentă a mart 
2 multor vezistonțe legato în sorio esto egală cu suma 
acestor rezistenţe. 

93.4.0. Circuit derivație, Cuplarea în paralel a 
rozistențolor Fio roziaten polo W(i=1, 2 -s n) legate 
în paralol * gi formind astfel un circuit alimentat de 
tensiunea U (fig. 2.34). Curențpii din fiecare rezistență 
Pe 200 Rea eteetrică cu so determină imodiat prin aplicarea legii lui OHM, 

careure legate în derivație, găsindu-se 


U U U 9 
d = — I = SoC I > s (2.80) 


Carentul total dat de sursă se obţine aplicînd prima teoremă a lui KIRCHHOFF N0- 


guu comun; se obține 


, i 1 1 1 U 
=l P t =U he F = —, 2.81 
ID dat Ss R, t Ra l | Ra R (2:85) 
în care am notat 
1 iEn 1 
— m oje = mte oe [e 3 9 89 
R Ri t Ri i | Ra (2.82) 


unde R reprezintă rezistența echivalentă a oirouitului dat. 

În consecință, rezistența echivalentă a mai multor rezistente legate în derivație 
este egală cu înversa sumei înverselor acestor rezistențe. 
A í poaa rezistenței echivalente se obține mai simplu cu ajutorul conduc- 

te or. Într-adevăr, înlocuind în relația (2.82) rozistențelo prin conductanţele 
corespunzătoare se obține p= 


GA Har + (2.83) 


Cunose ur ; 
i aene curentul en I dobitat de sursă, curentul absorbit de una din 
i e ii se obtine împărți r ` i ca va N $ 
(2.81); se găseste părțind una din volaţiile (2.30) prin relația 


I, TD hi, a.) (2.84) 


* Sou în derivație 


g 


a Ph 


în cazul particular a două rezistențe, din relația (2.81) se găsește 


BiR 2.85} 
Ki FR ( 
şi 
R R 
a fa = 1 2.86 
f RHN a In+m ( } 


2.3.4.7. Determinarea tensiunii între două 
noduri. Să considerăm două noduri oarecare, A 
şi B, dintr-o reţea şi fie Uuz tensiunea între aceste 
noduri considerată prin aer (fig. 2.35). Aplicind 
teorema a doua a lui KIRCHHOFF circuitului: AA, 
B,BA se obţine 


Sa RU 


san Dra SS UI) (2.87) 
i : Fig. 2.35. Tensiunea electrică între 
două noduri oarecare. 


şi rezultă Uza = (Bi — F Ia). 


În această relație tensiunea între nodurile A şi B are sensul indicat în 
figură, iar în suma, din membrul al doilea, atît forţele electromotoare cât! şi 
căderile de tensiune se iau cu semnul lor. 

2 3.4.8. Bilanţul energetic într-o retea 
complexă. Cele două teoreme ale lui KIRCHHOFF 
dau posibilitatea stabilirii bilanţului energetie 
într-o reţea complexă. Fie reţeaua complexă din 
figura 2.36, care este formată dintr-un număr 
oarecare de laturi, fiecare avînd o anumită rezis- 
tență şi fiind străbătute de cîte un curent. Unele 
sau chiar toate laturile au forțe electromotoare. 

pie Vu, Va---» Vi: Va potentialele 
Fig. 2.36, Rețea electrică complexă. electrice ale nodurilor a, b,... jy.. -y raportate 

: toate faţă de un acelaşi potenţial de referință. 

Aplicând prima- teoremă a lui KIRCHHOFF la toațe nodurile reţelei, se vor 

obţine relaţiile 


ED, 20, ED = 0, ED = 0i ED =. 


a Înmulţind fiecare din aceste relaţii cu potenţialul nodului respectiv şi 
adunind, se. obţine 


V, (ZI) + Vi (Ih VEI e bt Va (Oa = 0 (888) 
Grupind această relație în raport cu curenţii caro cireulă în diversele 


laturi, se obeervă că fiecare curent din reţea intervine în relația (2.88) de două 
ori și cu semne diferite, aceasta întiucit; fiecare din curenţii respectivi iese 
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ii . relaţia (2.88) 
dintr-un nod şi întră în nodul adiacent laturii corespunzătoare ; t 
dovine astfel P A 


E bu Vol Te 


À : ; I 
; i ile a şi b etc., lar Uav ab 
A e tensiunea între noduri / ae îi 
este ori tai ih elementul ab eto., astfel că relația (2:89) po 


ne S P=0, (2.90) 


1 


t p p p p f Ax . 
A u 


i ă, diver- 
acesteia vor Îi necesar generatoare, iar altele necesar coif a că, dig 
sele puteri din această relaţie sînt afectate fie de semnul plus 


ì ivi iei erji electrice“. i 
us, potrivit convenției semnelor puterii el e 5 3 
i plină seama de relaţia (2.87), care dă tensiunea dintre două noduri 


oarecare ale unei reţele, relaţia (2.90) poate fi scrisă 
n n 
BI= SRI. (2.91) 
3 


în această relaţie termenii HI reprezintă puterea diverselor aparate din 
reţea şi sînt afectați de semnul plus, atunci cînd aceste aparate sînt generatoare 
şi de semnul minus, atunci cînd aceste aparate sînt receptoare ; termenu de 
forma RI? reprezintă întotdeauna puteri consumate, în general sub forma de 
pierderi nerecuperabile de energie în reţea. 

Relaţia (2.91) reprezintă o altă formă de prezentare a bilanţului energetic. 

Bilanţul energetic trebuind să fie întotdeauna satisfăcut, întocmirea lui 
constituie o verificare a calculului unei reţele electrice, oricare ar fi metoda de 
calcul utilizată, 


2.3.5. METODA SUPRAPUNERII EFECTELOR 


Această metodă se bazează pe principiul suprapunerii efectelor enunțat 

de HELMHOLZ : Suprapunerea mai multor stări de echilibru ale unui sistem dă o 
stare de echilibru a sistemului. Aplicat circuitelor electrice principiul suprapunerii 
efectelor se enunță astfel: Intensitatea curentului în oricare din laturile unei 
KA eetri liniare oarecare, completă, alimentată de un număr oarecare de 
Jote su în polare, este egală cu suma algebrică a curentilor ce ar fi produşi în 
ră de Jiccare din forțele electromotoare, dacă ar functiona independent 
Aplicarea principiului suprapunerii efectelor la circuitel cÀ > 
bazează pe faptul că, în general rezistenta electri E N A 
este independentă de intensitatea aa a Sa i Con 2n oroa ratns anos 
baza teoremelor lui Krnonnorn sînt; TARS 90.9 A a o seen 
Justificarea metodei ge obține seriind 4 


care sursă în parte și adunind apoi rezultat 


coremele lui Kmonnorr pentru fie- 
utilizare, 


ele, de unde rezultă şi modul ei de 


* Vezi 2,2,4,3, 
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Avantajul acestei metode constă în aceea, că nu mai este necesar să se 
serie şi să se rezolve ecuaţiile rezultind din aplicarea teoremelor lui KIRCHHOFF 
şi rezultatul se poate obține printr-o simplă adunare. } 

i Pentru a ilustra metoda, se va da un exemplu, care va fi tratat atit prin 
metoda teoremelor lui KIRCHHOFF cit și prin metoda suprapunerii efectelor. 

Fie o rețea electrică formată din două gene- 
ratoare G, şi G,, de forţă electromotoare K, și Hy, 
avînd rezistenţele interioare R, și Ra, debitind 
împreună pe o rezistență R (fig. 2.37). Se cere 
să se determine curenţii debitaţi de generatoare 
şi curentul absorbit de receptorul R. 

Ecuațiile topologice ale reţelei sint 


P =N — i= 1 


B=L—N++1=2. Fig. 2.37. Reţea electrică. 


Teorema I a lui KIRCHHOFF aplicată nodului ace dă 
I+la=l. 


Teorema a II-a a lui KIRCHHOFF aplicată circuitelor abfea şi cdfec dă 
BE, = RI + RI, 
E, = R, I, + RI. 

Rezolvînd acest sistem de ecuații se găseşte 


SE RR) Ea RE VE (R + R) E, — RE, pe RE, + RE: 
RER o RRNA RD RR, + R (R, + R) 


Utilizînd acum metoda suprapunerii efectelor, se procedează astfel: 


Se face mai întîi E, = 0. În acest caz generatorul G, de rezistenţă interioară 
R, debitează pe rezistențele R, şi R legate în paralel. Curentul Ji debitat de 
acest generator se determină cu ajutorul legii lui OHM şi se găseşte 


E, (R+ RE 
RR RR +R(R +R) 


Aplicînd relația (2.86) se găseşte expresia curenților debitaţi de generatorul G 
în rezistențele It, gi R; se găsește A 


acu pia 879 on ORE DR pe E cale A ea 
R+ Ra Rar RU ot Ra) Rob Ra RR R(R+ RR)? 


semnul minus provenind din modul arbitrar cum a fost ales sensul curenților 
pe schemă, 
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cind în intreaga rețea 


Păcind apoi Wi = 0 Și vepetind olotila ian irin 
debitează generatorul Ga 80 găseşte in acela 


H R maj a > 
A R R) E oin PI n d = Ţ NEN h Ha) 
poe i A 2 atat Rut 
ard PRL HN i 
IREA, 


tt ' Ta e ÎL = a Rua ——— 
De în RPR RiR, + R(t + R) 


4 Suprapunind acum efectele se găsește 


(R+ RDB — RE. 


R wturin stă (R RE. RE.. -i ma 
MR) cari ra a la = lar la RiR, + R (R, + Ra) 


~ RR + R(Rut R) 
RE, + RE 
FE Ra Ra +R (Ru Ro) 
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F yat 


I=I' +I" 


A A „1 KIBCAHROPE. 
adică tocmai rezultatele obţinute şi. prin, metoda teoremelor lui KIRCHHOFF 


3 


2.3.6. METODA BUCLELOR 


2.3.6.1. Principiul metodei” buclelor. 'Această “metodă, numită metoda 
circuitelor independente sau a curenților de contur sau a curenților ciclici a lui, 
MAXWELL, se bazează pe faptul'că, în laturile unei reţele oarecare, curenţii respec- 
tivi pot, fi.exprimați în furiaţie de. un număr mai mie de curenți aleși în mod 
arbitrar*. A 
„.. Cele P = N — K ecuaţii scrise la noduri dau posibilitatea să se determine 
"P curenţi în funcţie de restul'de -: ai 


di t Li Li 


curenți care circulă în laţurile reţelei. MAxwarra arătat** că aceşti curenți 
pot fi determinaţi numai cu ajutorul a B ecuaţii (B < L) care se pot obţine 
alegind din reţea un număr de B bucle şi făcînd să circule în fiecare din aceste 
bucle un curent fictiv. Aplicînd acestor bucle cea de-a doua teoremă alui KIRCH- 
HOFF se obţin cele B ecuaţii căutaste.Curenţii reali din laturile rețelei se obţin 
Apoi prm suprapunerea acestor curenţi: 

Metoda are avantajul că reduce problema, la:rezolvarea unui sistem de 
B ecuații liniare între divergii curenți fictivi, care întotdeauna sînt m 
decit numărul de ecuaţii liniare T care forme 
reali, dedus cu ajutorul ce 


ai puţine 
ază sistemul de ecuaţii al curenților 
lor două teoreme ale lui KIROHHOFF, 


TEUN 
* Vezi 2.3,4 lema Y 
** Vezi [182] p. 406 
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2.3.6.2. Stabilirea metodicei de lucru. Fie circuitul din figura 2.38, la 
care se cunosc forțele electromotoare şi rezistenţele gi urmează să se determine 
curenții şi circulația lor, Beuaţiile topologice ale acestui circuit sînt 


(peN-1=3 


(B=L-N4+1=8. 


K 


Aplicind teorema I a lui KRCHHOrT 
sé obţin următoarele trei ecuații 


în nodul a: — I—II, +I;=0, I) 
în nodul b: + I—II; +I=0, (II) 


EU AI 4 5 
în nodul c: + I; +I,—I=0. (III) Fig. 2.38. Calculul unei rețele prin metoda buclelor. 


‘f 


Cu cea de-a doua teoremă a lui KROHHOFF se obțin celelalte trei ecuații : 


pentru bucla adba: Ril + Rola Rily = But B (IY) 
a. Aa) m GI ai PRE cate 

petru bucla bdeb: ÀR, + Èl + Èh = Di + E v) 

pentru bucla abea: Rl, + RI + Rele = Ei. (VI) 

Tae CU Te DOR A a Dale vă T PT AD La al as ști) : 


n. Se.aleg. apoi, în mod arbitrar, B =.3. curenți, din cei L.— 6. curenți 
necunoscuţi ; alegerea se face astfel încît curenţii respectivi să corespundă 
curenților dintr-o latură a buclelor independente alese. Notînd aceşti curenţi 
ëi litera: J, von vea E fie a a rep i 


ken T= Iy lsi Ia aa e haie aa 833) 
Arator RiR ` at $ , 
Din primele trei ecuaţii se obţine 

ră Ia => In — Le = i — a 
Bigr te T= h S Mda (2.93) 
0.1 19 = Is Ar la re Ja armă Js | 
Înlocuină în ultimele, trei ecuaţii: vechii onvenţi, prin egalii lor în funcție de 
noii curenţi, se obţine 


Ray rr Ra (J, Ia) t Ra (Id) Ei Bi 


ER; (R E + Pola + Bo (Ig d) BAD 


Ras Ry (Jy Jg) = Ra (Ja ds) ki 


i ă 
i î ji nti, rezultă 
Ordonind acum aceste ecuații in raport cu nol curenți, 


RJ, = Bi + E; 
RARER RERI, R Z PEA (2949) 
SR R j iu 
A (m T = —8: 
ie 


inută ici i i J, este 

bservă că în prima ecuaţie astfel obținută, coeficientul H ov hi T 
on ma, rezistențelor care formează bucla (1), coeficient titrat, 
$ pe rezistența comună buclelor (1) și (2), ia pen aE m CA ape 
Sie cual cu rezistența comună buelelor (1) Și (3) F au vad i ap 
ÎN ee a două cati Notind P, = Pi + Pi P= et” 


i ITI) 
Ry, = Rt hat Ry Ro = ko Rus = Es, 
Ra = Rat Rs + R, Ra = Rs Ras = Re, 
Rz = Ry + R; + Re Ra = Rs, Rz = Re, 


sistemul de ecuații (2.94) se va scrie 


Ra — RJ —RyJ3 = E, i 
Ra, + Boala — Rss = Em (2.95) 
z Rad: pr. Rae + Ras 3 = Ea. 


Din sistemul de ecuaţii (2.95), rezultă că cei trei curenţi arbitrari Jı Ja şi J, dau 
fiecare căderi de tensiune într-o buclă formată din cite 3 rezistenţe legate în serie ; 
aceşti curenţi sînt curenţii independenţi din cele B = 3 bucle alese în circuit 
(fig. 2.38). 

Rezolvarea, sistemului de ecuaţii (2.95) determină valoarea şi sensul de 
circulaţie al celor trei curenţi independenţi aleși — Jı, Ja, Jg — care, introduşi 
în relaţiile (2.92) şi (2.93), dau curenţii reali, căutaţi, din reţea. 

A Rezumînd, folosirea metodei buclelor se face în modul următor : 

— Se fixează în mod arbitrar sensul curenților I, necunoscuți, din laturile 
rețelei. 

— Be aleg în rețea B bucle fundamentale ; acestea pot fì desenate pe o 
schemă separată. 

2 — În fiecare din aceste bucle, circulă cite un curent independent, sau 
ciclic sau de contur, J, al cărui sens de circulaţie se fixează arbitrar. 

A Pentru fiecare buclă în parte se aplică teorema a doua a lui KIRCHHOFF, 
RTA e, în cirouitul respectiv produc căderi de tensiune şi curenţii cielici 
, n. bluclele vecine, cu care bucla considerată are rezistenţe comune, semnul 
eror căderi de tensiune fiind dat; de sensul de circulație al buclei vecine în 
T y n. 3 siro, £ ie mp4r 1200 x reziste J a ì ` ` ` 
paners en ne pen da ciroulație prin acecași rezistentă a curentului cielie din bucla 

erata : dacă cei doi curenți au acelaşi sens, căderea de tensiune respectivă 
are semnul plus ; ea are se inus în cas i ir 

Į t are semnul minus în oaz contrar. 

Be va obţine astfel un sistem de B ecuații liniare de forma 
RaJa d- RJ 

aa lat rre RJ, ) (â A 
ja) a } | b RaJa E, (j L3 B) (2.96) 
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ÀA ra ei 


PS ai 


5) 


unde 


R, este rezistența totală n buclei j, 
Ri, — rezistența comună dintre buclele j şi A, 
E;  — suma algebrică a forțelor electromotoare co se gisesc în bucla j, 
J; — curentul ciclic, independent, din bluclu j. 
— Se rezolvă apoi sistemul respectiv, determinindu-se curenții eichel 
independenți J; ( = 1,2... B). 
— Curenții reali Z, (è = 1,2,...D) din laturile rețelei se obţin făcind suns 
algebrică a curenților ciclici care trec prin latura respectivă, 


«pa Me POR B 
Fm SO. G SORON ) (2.04) 
` DA a E 


unde coeficienţii Cp, pot avea una din valorile 0, + 1, aceasta depinzind de 
sensul arbitrar ales pentru circulația curenților independenți, valoarea zero 
ya apărea acolo unde circuitul respectiv nu conține o anumită latură. 

Pentru ca sistemul de ecuații (2.96) să prezinte o oarecare simetrie, care 
să permită o verificare rapidă a scrierii lor corecte, este necesar a se urma o 
anumită tehnică în stabilirea lor. Astfel, deşi alegerea circuitelor independente 
este arbitrară, este recomandabil ca : 

— fiecare latură a reţelei să intre cel puţin odată în aceste circuite ; această 
condiţie este obligatorie; 

— două laturi ale reţelei să nu comporte curenţi identici, în afară de 
cazul cînd ele aparţin aceleaşi bucle ; 

— să se aleagă acelaşi sens de circulaţie pentru curenţii circulind în cele 
B bucle independente ; 

— cele mai simple circuite independente şi deci ecuaţiile corespunzătoare, 
se obțin atunci cînd circuitele independente alese sînt; bucle simple ale rețelei 
date, cu alte cuvinte, cînd aceste circuite separă reţeaua dată în ochiuri. În 
acest caz curentul dintr-o latură este format din cel mult doi curenţi indepen- 
denţi. 

În aceste condiţii determinantul coeficienţilor necunoscutelor (deter- 
minantul rezistenţelor) este simetric faţă de diagonala principală, care este 
formată din rezistenţele proprii ale buelelor alese, celelalte elemente fiind 
rezistențele comune diverselor bucle ; aceasta se poate vedea cu uşurinţă din 
exemplul tratat, examinind ecuaţiile (2.95). 


2.3.6.3. Exemplu de aplicaţie. Fie de A 
rezolvat același circuit din figura 2.37. Re- 
teana avind B = 2 bucle, se vor alege două 
circuite independente (două bucle) (Fig, 2.39). A, 
Sistemul de ecuații corespunzător este 


(R, + Ra), — RaJa = B, — Ea 
— RJ, + (Rit R)dJa= E Fig, 2.39, Aplicarea metodei buelelor, 


care rezolvat dă 


J, = Bt ho Haz hh, i Rby t Rba 


Jas s 
RR + RU -F Ra) RiR t RR t R 


şi rezultă A 
RE (Ab Ribin, 
Rt R) E RE, lg Jyt Jj = h Rae RO 
D= E RR t RR Ro) 


RE, + Ribi a, 


I; = J= R Ra H R (Ri + Ra) 


adică aceleași rezultate., 


2.3.7, TEOREME ASUPRA REȚELELOR ELECTRICE COMPLEXE SERVIND 
HA LA CALCULUL ACESTORA 


2.3.7.1. Teorema lui Vasny. Într-o rejea buclată, peitota pormula poring 
dintr-un acelaşi nod se pot adăuga forţe electromotoare an 42 E i Ara 
între ele ca mărime și avînd, același sens, fără ca prin acestea se Y s 
sitatea curentului și sensul acestuia în diversele ramuri, ale repe 2 IN 

Într-adevăr, dacă se consideră reţeaua 
dată alimentată numai de sursele identice, mon- 
tate în laturile concurînd în nodul comun şi 
avind toate acelaşi :sens faţă de acest nod, dacă 
se calculează curenţii prin metoda puclelor 
(fig. 2.40) va rezulta că, în sistemul de ecuații 
corespunzător, membrul al doilea este nul 
pentru toate ecuaţiile ; aceasta deoarece, unele 
circuite nu au forțe electromotoare, iar altele 
au forţe electromotoare egale şi de sens contrar 
astfel că suma lor este nulă. În aceste condiţii 
sistemul are soluţia unică 


Fig. 2.40. Teorema lui VASH Y. 


Ia =0. (j= 1,2,... m) 


Rezultă că acest montaj nu dă'nici un curent în laturile rețelei. 


Suprapunînd acum această rețea peste rețeaua inițială, rezultă că monta- 
rea de surse de forțe electromotoare egale în mărime şi sens pe toate laturile 


concurînd într-un nod oarecare, nu modifică imi i i i 
A l D ică cu nimic circulaţia curenților 
în diversele laturi ale reţelei date. i s 


E i A lui VAsHY se utilizează pentru pasivizarea unor laturi ale unei 
? ite, obţinindu-se astfel o rețea care poate fì calculată mai usor avind 
mai puține surse de energie, Sanet 


F LT De a reciprocităţii a lui MAXWELL. Dacă o 
a font în latura AB a unei retele oleotrice pasive produce um cure e 
u latura CD, reciproc, o forță ciectromotoare I) gală au Mat EA 0 
aia ua, oa OD Aa in MR] Aa Ù cu precedenta în mărime 
PA, a ALD UN coment Lan egal ou prece- 


forță electromotoare 


De asemenea, dacă î 
9 aBemenea, dacă între două noduri oare ) 
se aplică um oirouit eleotrio for out oavocave M şi N ale unei rete late 
e printi Da etate for mat dintr-o sursă de fortă eleotrorm Aiae Salate 
a un curent J al cărui efect este de a produce în y t a vă 
` a : Wre alle doui 
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moduri oarecare P și Q o diferență de potențial AU, reciproc, introducerea unut 
curent suplimentar I între nodurile P şi Q va produce între nodurile M şi No 
creştere de potențial AU, 

Demonstrarea acestei teoreme se face 
aplicind metoda circuitelor independente, Fie 
pentru aceasta, circuitul din figura 2.41. Scriind 
sistemul de ecuaţii (2.96) în ipoteza că în tot cir- 
cuitul nu există decit sursa de forță electromo- 
toare din latura AB, se obţine 


Rudi — Rieda — Rasa — Ri Ja = Bas 


— Rad, In Roada Ta Ros Js =0 

—Ra Jı — Rss Ja + Ras Js — Rada = 0 

— Ru, — Rasa + Ruda = 0, 
în care rezistențele R, şi Ry sînt determinate 
conform definiţiilor dates. Curentul din ramura gt 
CD este ) Eco 

2) 
T = J; = =, Fig. 2.41. Leoreita reciprocă a lui 

în care 


Roa Roz 0 | 
Ero Ra ET. a A Ras Han 
Ru 0 Rys 


şi A determinantul rezistențelor. Mutind acum sursa în latura CD; sistemul 
de ecuații este același cu deosebirea, că forța electromotoare se va găsi în membrul 
al doilea al celei de-a treia ecuaţii ; calculînd curentul din latura AB se găseşte 


las: = Jı == Ra 


în care 
— Bia  — Rs  — Ru 
A = Ra — Ry 0 Bop: 


ORE Ru 


mi 7 4 
Pinînd seama că Dap = Bop Și Du = Ry, rezultă 


A, ma As, 
cei doi determinanți fiind transpuşi unul celuilalt, Rezultă dar 
Ian = Ion, 


teorema fiind astfel demonstrată, 


> Vezi 2,3,6,2, 
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A tă în schema a (fig: 9.41) are aceeaşi valoare ca şi rezistența 


E 
à Ra = F7 

măsurată în schema b, adică 
R = Ra 


sau luind conductanțele, inversele rezistenţelor, 
G = Gu. 


i rezi recipr ezistențele de transfer 
Rezistenţele Rya = Ra se numesc vezistenţele reciproce sau T t 1 
între laturile 1 şi 2; în mod analog Gia = Ga se numese conductanţele reciproce 
sau conductanțele de transfer între laturile 7 şi 2. 


2.3 7.3. Teorema transferului maxim de putere. Un receptor de rezistență R, 
conectat la bornele A și B ale unui circuit de alimentare oarecare, absoarbe 
puterea maximă dacă rezistenta sa este egală cu rezistenţa 
uh IA totală a circuitului de alimentare văzută prin bornele A 
şi B. Fie un circuit format dintr-o sursă de energie 
electrică, avînd forța electromotoare E şi rezistența 
interioară R, care alimentează un receptor de rezistenţă 
R, prin două conductoare de rezistenţă totală F, (fig. 
2.42). Curentul debitat de sursă şi absorbit de receptor 
este dat de legea lui OHM 


Fig. 2.42. Teorema trans- 
ferului maxim de putere. 


PE ea 
Rag + R 


unde s-a notat 


Ran = R+ R 


è 


i reprezintă rezistența totală a circuitului de ali ş 
pi ke B, ţa totală a circuitului de alimentare văzută prin bornele 


Puterea absorbită de recept 
o ` j ; ; e a 4 
expresia ptor este dată de legea lui JOULE-LENZ şi are 


PIERI? m e 
(Ran + Rh? (2.98) 
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este ugor de văzut că, pentru orice valoare a lui R, P >0. Puterea absorbită 
de receptor este nulă cind R = 0, corespunzind funcționării receptorului (sau 
circuitului de alimentare) în scurtoirouit gi cînd H = co, corespunzind funcţio- 
nării receptorului (sau circuitului de alimentare) în circuit deschis sau în gol; 
între aceste două valori puterea absorbită de circuit va avea o valoare maximă 
care se determină anulind derivata expresiei (2.95). Se găseşte 


AP Ran + RR Rin t RET (Ras ME — 
AR (Ran + R) (Ras + R) 


de unde rezultă 
R = Rap: 


Puterea maximă absorbită de receptor va fi deci 


E? 
mar Epi 4 REA 
Curentul în circuit fiind în acest caz 
Taan 
2RaB 


2R4B 


astfel că randamentul transmiterii de energie este 


Rezultă dar că, în general, condițiile optime de transfer de energie (randament 
maxim) nu coincid cu condiția transferului de putere maximă. 


2.3.7.4, Teorema lui THÉVENIN sau teorema generatorului echivalent. Dacă 
între două borne A și B ale unei rejele oarecare, între care există o diferentă 
de potențial U ap, se leagă un receptor de rezistentă R, receptorul respectiv va 
fi străbătut de curentul 


U, 
Tia a, A 
4 Rant R (2.99) 


ay k t L ii p a 
A AB egte egziste uf f 4 ă ute rnn bor nele A Y R vnavule o 
in LATE [i nja re elei v Y - ant a inir 
ducer (NA receplor ului, toate su sele din Li ețea fiind Sour totr cuitate, 
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Pentru demonstrarea teoremei lui THÉVENIN Re utiliz 


norii ofectelor; la b 
Pa e atatea) K introducindu-se in acelaşi ti 
egală și de sens contrar on tensiunea Uyy de Ja borne 


Fig, 2.43, Rețeaua dată şi schema echivalentă 


rea de echilibru a reţelei: date nu este schimbată, iar 


în aceste condiţii, sta hi 
prin receptorul R montat; între bornele A şi B nu va trece niciun curent. 
Se pasivizează acum rețeaua dată — suprimindu-se 


toate forțele electromotoare ; tensiunea Up de la bornele 
A şi B a rețelei este nulă. În serie cu receptorul FE se 
leagă însă o forță electromotoare ; 


E = Vp 


egală și de același sens cu tensiunea Up, existentă înainte 
de pasivizarea reţelei (fig. 2.44, b). Curentul care circulă 
de data aceasta prin receptorul R este dat de legea Tui 
Onu și este 


Rap + R 


Dacă se suprapun cele două stări de funcționare 
ale rețelei, se obţine a treia stare de funcționare a acesteia 
(fig. 2.44, c) în care cele două forțe electromotoare intro- 
duse — egale și de sens contrar — se anulează reciproc 
și prin receptorul legat între bornele A şi B va circula un 
curent dat de relaţia (2.99). 


Fig. g. Teorema lui pornta o rejea electrică oarecare, avînd două 
ni j $ AANA docent 
Hév. male A'gi: B, poate fi înlocuită cu un circuit echi- 


valent format dintr-o forță electr î ) 
fi lintr-o forță electromotoare E" în serie: cuwo 


vez 5 val ) 
= istenţă A pearen rne eleotromotoare II" este egală cu tensiunea existentă 
a bornele A ș ale reţelei date, iar reziste "est eatalenid Y 
h ezistența R' este egală cu reziste vețelei 
între punctele A și B, toate forţele eleotromotoave ale s A, n i botu ein 
pet poa e surselor din rejea fiind seurt- 
Pie un circuit oar i i 
; oarecare gi cireuitul său echi Î 
) chivi ) sensul e 
mai a n, Pat a na AA er zi în sensul celor enunțate 
ÎN ansing M pa Aconte, pes să tie echivalente, este necesar 


în oiroui nai, > 
prin aceste borne, în sourtoirouit, să fie preia desohis, și curentul debitat 
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oază er mm 
6) , 2,43) e leagă recep- 
orele A gi B. alo reţelei red CD so Ieoh ot E 


le reţelet date (fig 2.44) d); 


Lup = a 2 (2.99) 


Din teorema, lui THÉVENIN rezultă următoarea con- 
borne 


~ Din rezolvarea circuitului dat, în circuit deschis, rezultă imediat; 


(2.100) 


Fig. 2.45. Transformarea unei rețele 


complexe, 
x 
a) 
În scurtcircuit avem : 
— pentru circuitul dat (fig. 2-45, a) Li = = 
— pentru circuitul echivalent (fig. 2.45, b) 
T'i = T (2.101) 


Aceşti doi curenți trebuind să fie identici, rezultă = = de unde, ţinind 
1 


seama de relaţia (2.100), se găseşte R = Rh, ceea ce justifică afir- 


maţia făcută. 

Circuitul echivalent poate fi considerat; ca un generator de forţă electro- 
motoare E” și de rezistenţă interioară R’. Se zice că reţeaua dată a fost înlo- 
emită între două borne ale sale, A şi B, printr-un generator echivalent de forţă 
electromotoare B', determinată cu relaţia (2.100), şi de rezistenţă interioară 
R', determinată cu relația (2.101). 

Generatorul echivalent poate îi determinat pentru o reţea, oricît de com- 
plicată, fie prin calcul — din aproape în aproape —, fie prin măsurători — 
determinîndu-se tensiunea la borne, la mersul în gol şi curentul de seurteirenit 
la borne. 

Utilitatea practică a teoremei lui THÉVENIN constă în aceea că, fiind 
dată o reţea rezolvată, se poate determina curentul într-o rezistenţă suplimen- 
tară ce s-ar adăuga acestei repele, fără a mai fi necesar să se calculeze din nou 
întreaga reţea, 

i Teorema lui 'PufveNIN nu este aplicabilă, decit în cazul rețelelor electrice 
iniare, 


2,3,1,5. Teorema lui Nonton, Dacă la două borne A şi B ale unei retele 
fariseo se leagă o conduotanță G, tensiunea la bornele acestei conducianțe este dată 
e relaţia 


l4 : 
U Ea AB se 9 9 
AB üis tG (2.102) 


acestea fiind 
curentul debitat de rejea 
în bou Arie et == 00) iar Qag este conductanja RTE ; Pata 
mentă rin bornele A și B, înainte de a introduce conductanța G, 10a 
rețelei fiind gourteivenitate; 
eoreme se poate face di 
Iata A ton iei Jat teoremei lui THÉVENIN ; 8€ poate 


prin bornele A și B, 


rect prin metoda suprapt- 


ii efectelor, analog demonstraţ 
aR direct la relația (2.102) pornind de la relația ( 
vinin. Într-adevăr avem succesiv 


2,99) a teoremei lui THÉ- 


1 
— Uan 
U RI RUDE DU e GanUap _ ABS 
21 YA AD = Rant R To a Gap + G Gap + G 


în care Gp este conductanța echivalentă a rețelei între bornele A şi B, iar 
Gun Uas = lasse este curentul de scurtcircuit la aceleași borne. 3 

Din teorema lui NoRTON rezultă următoarea consecință *; între două 
borne A și Bale unei rețele electrice, o sursă de tensiune **, de forță, electromo- 
toare E fără rezistență interioară dar legată în serie cu o rezistență R, poate fi 
înlocuită cu o sursă de curent de intensitate I șuntată cu o conductanță G, fără 
ca parametrii electrici la bornele A și B — tensiunea la borne U, și curentul 
I, debitat prin aceste borne — să se schimbe, între mărimile caracteristice ale celor 
două surse existând relaţiile 


T=GE şi GR=1. 


i Pentru a arăta aceasta, să izolăm din 
rețea o sursă de forță electromotoare, fără 
rezistență interioară, legată în serie cu rezis- 
- tența R (fig. 2.46). Acest element este străbă- 
put de un curent I şi, în consecinţă, la bornele 
sale va exista o tensiune U,; elementul debi- 

Fig. 2.46, Sursă de tensiune, tează în rețea, prin bornele A şi B un curent 


I,. În cazul sursei de tensi 
E A ] ensiune avem I = F, 
astfel că aplicind teorema a doua a lui KIRCHHOFF se obţine È 


MED RI = D:— RI 2.10: 
> 2.103) 
de unde rezultă i 
na E = U, 
ze., (2.104) 
Punind 
E 
S= ly (2.105) 
n a E III 
* Numită de | arte mulţi autori teorema lui NORTON, 


++ Vezi 29.746. 
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curentul de scurtcircuit al sursei gi 


DGG (2.106) 
R 


admitanța proprie a sursei, relația (2.104) poate fi scrisă 
hele- 0U, (2.107) 


Sursa de curent este reprezentată în figura 2.47, în care generatorul 
de curent debitează curentul de scurtcircuit Z, al sursei de tensiune și are la 
borne şuntată o admitanță egală cu admitanța acesteia. 


Demonstrarea identităţii celor două surse constă 
în a arăta că tensiunea la bornele AB şi curentul de- 
bitat prin aceste borne, în cazul sursei de curent sînt 
aceleaşi ca şi în cazul sursei de tensiune. 

Aplicind prima teoremă a lui Kirchhoff nodului A 
din figura 2.47 se obţine 


1, =I. — GU, 


dică tocmai relația (2.107). Împărțind acum relația 
2.107) prin G şi ţinînd seama de relația (2.105) şi Fig. 2.47. Sursă de curen t- 
2.106) se obține 


700097, 
Dai U, su U,=B-—RI, 


adică toemai relaţia (2.103). 


2.3.7.6. Generatoare de tensiune și generatoare de curent. Fie o rețea 
electrică oarecare, a cărei structură nu se cunoaşte şi care debitează prin două 
borne oarecare pe un receptor exterior de rezistență Ra 
cunoscută (fig. 2.48). Prin măsurarea tensiunii la 
borne U şi a curentului 7, pe care îl debitează cînd 
sarcina exterioară variază, se poate determina legătura 
ce există între aceste două mărimi şi care poate fì 
redată prin funcţia 


U = î(12) (2.108) 
Fig. 2.48. Generator electric 
cu structură interioară necu- numită caracteristica externă a reţelei, 

noscută, Relaţia funcțională (2.108) nu se poate exprima 

analitic, decit în anumite cazuri particulare, aceasta 

din cauza particularităţilor fizice de care depinde atit rețeaua dată cit şi sarcina. 
Ea poate fi obținută însă grafic pe cale experimentală, 

În cazul cînd curentul absorbit de rezistența receptorului — presupusă 
variabilă continuu între zero şi infinit — variază liniar, se zice că rețeaua ne- 
cunoscută constituie o rețea liniară, În aceste condiţii, relaţia tunoţională (2.108) 
poate fi aproximată, cu suficientă exactitate, prin expresia liniară 


U=MU+NI, (2.109) 


i itui 

Aceasta rovine la a considera Că în circuitul constitu 
i sareină, toate elen 
> ga ei determinarea par 


BA să presupunem că generatorul funcţionează în gol (Er = 
7, = 0 şi relația (2.109) devine 


ametrilor M şi N din relația ( 
00) ; în acest caz 


U, =M = P, 


ară a tensiunii la borne la mersul în gol; 


unde am notat cu E valoarea particul (BR, = 0) a de 


3. punind generatorul să. funcţioneze în scurtcircuit 
U =% remulti 


i i cină la scurtcircuit, iar simbolul 
rezintă valoarea curentului de sarcină 1 rtc Zap 
R. Dna evidenţă natura dimensională, de rezistenţă, a parametrului N. 
* $ Cu aceste notații, relația (2.109) devine 


H U =E — Rel. 


Conform teoremei lui THÉVENIN acest generator poate fi reprezentat prin- 
tro forță electromotoare Ho, fără impedanţă interioară, legată în serie cu rezis- 
tenţa 


iza e Ed 
Iso 
unde I,. este curentul său de scurtcircuit (fig. 2.46). Prin convenţie, un astfel 
de generator se numeşte un generator de tensiune constantă la borne, mai pe scurt, 
generator sau sursă de tensiune. 

" Este evident că o astfel de sursă nu poate exista în realitate, deoarece nu 
se poate realiza tehnic un generator a cărui rezistență interioară să fie riguros 
nulă. Noţiunea de sursă de tensiune este deci o simplă ficțiune, utilă însă pen- 
tru reprezentarea și calculul schemelor electrice, ea permițind reprezentarea 
unui generator real sub forma unei surse de tensiune constantă (ideală) carac- 
terizată prin forța electromotoare Mo în serie cu rezistenţa Re, aceste mărimi 
avind semnificaţia și valorile precizate anterior. 

Conform teoremei lui NORTON, generatorul liniar poate îi reprezentat prin- 


tr-o sursă de curent constant Z, de conductanţă interioară nulă, legată în 
parale] cu conductanţa i 


Taa 
G= aa 
i Ep 
fig, 2.47), Prin e i rener ` 
(i s pi dă E ATAR lo ua Mal i ganer Ro se numeşte un generator (sau 
scurt, sursă de curent *. O astfel sursă esti 
de asemenea o sursă fictivă, uti MEI aine aaa 
stivă, utilă însă în calcul irouitelor tri i 
ES t PEP 2 ul cirouitelor electrice prin me- 


ee 


Pen d Li v Li ) j 
è tru sursa e eurent a mal fo PUSA § anumiron d roto. e cure > 
sl pre pu ă și d Li © le în ector d ur ni, denumire ceva 
.. Vezi 2,3,8, 
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Trecerea de la o sursă de tensiune la o sursă de curent şi reciproc se 
face prin relaţiile (2.105) şi (2.106). 


2.3.3. METODA PERECHILOR DE NODURI 


2.3.8.1. Principiul metodei pereebhilor de noduri. Această metodă se bazează 
pe faptul, că între două noduri oarecare ale unei reţele electrice oarecare, în 
care există o circulaţie de curenţi, există întotdeauna o diferență de potențial; 
dacă aceste noduri constituie extremităţile unei laturi, cunoaşterea diferenței 
de potenţial respective şi a rezistenţei laturii conduce imediat la găsirea curen- 
tului care circulă prin latura respectivă. 

În consecință, fixarea arbitrară a unei perechi de noduri într-o rețea pune 
imediat problema găsirii diferenței de potenţial între aceste noduri, întoemai 
cum fixarea arbitrară a unei bucle în reţea pune problema găsim curentului 
în acea buclă; rezultă că determinarea tensiunilor perechilor de noduri într-o 
reţea poate conduce la rezolvarea problemelor puse acelei reţele. 

Numărul perechilor de noduri independente ce se poate stabili într-o 
rețea este dat de relația (2.71) 


P=N-S; 


în cazul circuitelor de curent continuu S = 1. 

Metoda are avantajul că reduce problema — ca şi metoda buclelor — 
la rezolvarea unui sistem de P ecuaţii liniare între potentialele a N — 1 noduri, 
potenţialul celui de al N-lea nod fiind considerat ca potenţial de reterință 
şi luat; în general egal cu zero, care de asemenea sînt mai puţine decit cele 
L ecuaţii liniare care se obţin prin aplicarea celor două teoreme ale lui KIRCHHOFF. 

Alegerea, între metoda buclelor sau aceea a perechilor de noduri pentru 
studiul circuitelor electrice depinde de numărul ecuaţiilor ce sînt de rezolvat. 

Astfel dacă B < P, este mai avantajos să se utilizeze metoda buelelor, 
iar dacă B > P, este mai avantajoasă metoda perechilor de noduri. În aceste 
condiții, numărul necunoscutelor ce urmează să fie determinat este întotdeauna 


n SE 1 5 CE 3 sa ` 
mai mic sau cel mult egal cu —L, această din urmă situație apărind atunci cind 


B = P; în acest din urmă caz se alege indiferent care din metode, 


2,3,8.2. Stabilirea metodicei de lucru. Pentru a stabili metodica de lucru, 
să considerăm tot rețeaua din figura 2.38, pe care să o traastormăm astfel 
ca să se poată aplica metoda perechilor de noduri. Trebuie observat de la început 
că, utilizînd cele N — 1 noduri, la fiecare din acestea se va serie o relație între 
curenți dată de teorema I a lui KIRCHHOFF ; pe de altă parte, cunoscind poten- 
țialele la noduri, pentru a găsi curentul respectiv va trebui să împărți diferenta 
de potenţial corespunzătoare prin rezistența elementului sau să inmulti aceeasi 
diferență de potenţial cu conductunța respectivă, Transformarea retala Ta 
consta deci, din înlocuirea în schema dată a rezistonţelor prin conductanțe şi a 
Burselor de tensiune prin surse de curent, Biootuind această operație se obtine 
schema din figura 2.49. 


a9 R 


-. Å 
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prima teoremă a lui Ke- 


Punin la ] = 0) și aplicîind 
anind nodul D la pămînt (Vo = 0) şi aplic 
onnorr nodurilor A, B, 0, se obține 


a 0 -Va rula — Va) Ga VALL, 
0, Vi- Ya) La O Fe T-T) = ic ÎN 


— 8 (Vo — va) Gl Vo = Va) G o — ph) Iy 


Ordoninà în raport cu potenţialele Y Vp Şi Vo, aceste ecuaţii devin : 


(6, + G + G) Va Ti GV z i — G, Ve = —I—la 
? a, Va + (0a + Gs + G) Vs A ea AR (2.110) 
—G, Va Er Gs Vz + (Ga +04 +66) Vo F I; aiz T: 


Se observă şi în acest caz că; în prima ecuație obţinută, coeficientul lui 
V, este egal cu suma conductanţelor care se întîlnesc în nodul A, coeficientul 
potenţialului V} este egal cu conductanța care leagă nodurile B şi A, iar 
coeficientul potenţialului Vo este egal cu conductanţa care unește nodul C 
cu nodul A ; membrul al doilea al primei ecuaţii este egal cu aportul curenților 
daţi în nodul A de sursele de curent respective etc. 

Notînd 


—I1, — la = lao I, = In, I + Is = Ic, 


Gaa = + Ga H05, Gaz = 65, Gac = Ga, 
Gap = Ga + Gs + Ge, Cra =, GU Bg 
Goo = Ga + Ga + Ge, Cca = G, Gos = Gs: 


sistemul de ecuații (2.110) capătă forma 


GaaV a — GanVn — GaoVo = Ia, 


—GpaVa + On Va — Goo Vo = In, (2.111) 
—GoaVa e al GonVa sie Goo Vò zi: TA ) 


analogă cu aceea a eucuapiilor (2,95). 


Rezolvarea sist i 

i stemului de ecuaţii (BL 

potenţialelor celor trei noduri S 1), Qeterming valorile şi semnul 
F p] Li 


raportate la potenţialul de referință 
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ales, cu ajutorul cărora se pot determina diferențele de potenţial la extremită- 


tile fiecărei laturi și apoi curenţii căutați, 

Este uşor de văzut; că metoda se 
aplică în acelaşi mod și dacă rețeaua are 
sursele de energie şi receptoarele așezate 
în nodurile sale şi reprezentate de curen- 
ţii pe care aceste surse şi receptoare îi 
injectează sau ejectează în reţea; mem- 
prul doi al ecuaţiilor (2,111) reprezintă 
tocmai aceşti curenți, 

Rezumind, folosirea metodei pere- 
chilor de noduri se face în modul ur- 
mător : Fig. 2.49. Schema rețelei transformată, 

— se transformă schema dată 
într-alta echivalentă în care sursele de tensiune au fost înlocuite prin surse 
de curent şi rezistenţele prin conductanțe* ; 

— se aleg în rețea N — 1 noduri, în mod cu totul arbitrar, al V-lea nod 
se leagă la pămînt, luîndu-se ca nod de referință. Aceste N — 1 noduri for- 
mează cu nodul de referință, P perechi de noduri arbitrar alese ; 

— se presupune că la fiecare pereche de noduri, există o diferență de po- 
tential V; — V, avînd un anumit sens de polaritate de asemenea arbitrar ales ; 

— pentru fiecare nod în parte se aplică teorema I a lui KIRCHHOFF. Se 
va obține astfel un sistem de P ecuaţii liniare de forma 


CR CV IG Va = T(N 152,2) (2113) 


(== 


în care: 
Gu reprezintă conductanța totală a laturilor care converg în nodul N; 
Ga — conductanța laturii care uneşte perechea de noduri N şi n; 
K — tensiunea independentă la bornele acestei perechi de 


noduri ; ea corespunde cu potenţialul nodului N în cazul 
cînd toate perechile de noduri s-au considerat în raport 
cu nodul avînd potențialul de referinţă ; 


n 
In = + Y Guy Beste suma curenților produși de surse referitoare la no- 
1 


dul n, Hy; fiind forţele electromotoare respective; 
— Rezolvind sistemul de ecuaţii (2.112) se găsesc potenţialele Fy ale 
tuturor nodurilor din reţea. A 
— Onrenţii din reţea se determină apoi, aplicind legea lui Omu fiecărui 
element în parte, 

„2,3.8,3. Alt mod de stabilire a metodieei de lucru **. Să luăm, în reţeaua 
din figura 2,38, ca necunoscute auxiliare diferențele de potenţial între nodurile 
a, b, o şi nodul d, acesta din urmă fiind presupus legat la pămînt, deci cu po- 
tenţial nul, Fie deci V, V, și V, potenţiulele ucestor noduri. Seriind pe fie- 
care latură curenţii în funcţie de tensiunea la bornele laturii respeotive, se 


obţine ; 
l= h(t V, + Di); Ia = 0a V t Di Ia = G (— Vr t) 
l, = (V, = Vot Ma) I = (Yr — Vai Ta = Qa (F — Fro). 


; 


+ În eai > juig 

ul cind sursele de energie și receptoarele sint p 

a J ) § date prin cure 
noduri, se transformă seche pein AR 
Lă 


nții corespunzători la 
ma dată, numai prin inlocuirea reziste Mor ` 0 ‘ 
d í i gbemi Į roz slenţelor prin conductanţe, 


Aplioind prima teoremă a lul Kmo 


(a) 


p nodurilor d b pi c, Be obţine : 


Î + l~- I, = 0 


(0) -I +t 1, — le =0 


(0) 


înlocuind în aceste expre 


ține 


G, (Va + Ei) 


—G, (—Y, + Es) + G; (VY, z 1G) 


G, (—Ve + Fs) zi Gi 


sii valorile curenților sta 


+ G (Va “ai V, ap Pi) ga 4; (Ve Ei 


Te e 1 100 


bilite mai SU, Be ob- 


VJ =0 


are AEA Ta 


(Va == Vo = DB) = Gs (Vi — V,) = 0 


sau, ordonind în raport cu potenţialele necunoscute se obține 


(6, + 6, + G) Va 


Gs Hia A (Go + G; SF Gs) V, 


EG, Y, 


— 4 V, 


R j tp’ 
~C V, = Gi- E, —G Ea 


_G,V,=GE: 


G, Vp (Ga Gu t Ge) Ve = Ga Bs E GE 


adică exact sistemul (2.110) obţinut pe altă cale. 
Se observă uşor că metoda perechilor de noduri corespunde — prin dua- 
litate — metodei buclelor, în care elementele duale sint : 


Metoda buclelor 
Bucle independente : 


B=L-—N-+S8 
Curent de buclă independent 


Curent în latură 


A doua teoremă a lui KIRCHHOFF. 


I; b; 


Ala 

TNA 

Fig, 2.50. Aplicarea metodei perechilor 
da noduri 
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Metoda perechilor de noduri 
Perechi de noduri independente 


P=N-—S 


Tensiune la pereche de noduri indepen- 

dentă 

Tensiune la bornele laturii 

Prima teoremă a lui KIRCHHOFF. 
2.3.8.4, Exemplu de aplicaţie. Să rezolvăm 
circuitul din figura 2.39 prin metoda perechilor 
de noduri. Transformind schema dată conform 
regulilor generale, so obţine schema din fieura 
2,50, Oircuitul dat aro N - 


2 noduri ; deci vom 
avon P N | l 


ecuații.  Considerind 
nodul B legat la pămînt, ecuația respectivă este 


(Git aa 1+0Q)V, IRR 


i 
i 
i 


f 
l} 
j] 
Į 
$ 
$ 
| 
| 
| 


şi deci, 


+ + 
EE earn (2.113) 
G +G +G 
Vom avea 
R UR E+ RE 
1 1 a R, E, + Ri Éz 
£ =Q V, = îsi — 3i E 
“e SIR peaa R, Ra + R(R + Ra) 
AER R 


Pentru a determina contribuția în curent a fiecărei surse, Vom calcula 
mai întîi curentul pe care îl absoarbe fiecare conductanță proprie æ surselor 
de curent, pe care scăzîndu-l apoi din curentul dat de injectorul de curent, 
găsim curentul căutat. 


Avem astfel: 
RIRE H RYE R RE, + R Ea 
de —G, V= > CeT SAC IA Ee 2 i 
R, RR + R(R, + Ro) Ra R, R+ R(Rı + R) 
Rezultă 
E R R E, + R Es __ (R+ RE, — RE, 


TAE T Rei = 
R AR R R ARa Rut fi 


Ah, 1 Ey Rima RERE ia (R4 R) E, RE, 
als 10 RR RIT AR RRR RO E E) 


adică aceleași valori obținute și prin celelalte metode. 

OBSERVAȚIE. În cazul particular al unei reţele care comportă numai 
o singură pereche de noduri la care sînt legate un număr de laturi — active 
sau pasive —, diferența de potenţial dintre aceste noduri, care serveşte la de- 
terminarea curenților din reţea, se poate determina imediat scriind prima teo- 
remă a lui KIRCHHOFF la unul din noduri. 

Pentru ilustrarea metodei, să o aplicăm exemplului simplu tratat mai 
înainte și a cărui schemă este reprezentată în figura 2.39. Curenţii din 
cele trei laturi sint: 


D= Fu Lua = @ (Ei — Va) 
“ 
E E, ~= Uar + n 
L=7 eiia GaBa — Uan), (2114) 
Uan 


= QU, 
R an 


Aplicind prima teoremă alui Kirommorr unuia din noduri se găseşte 
Ltl = 


sau 


GB, — Uan) 4 Q (D, — Uas) = GU s 


ando rezultă 
de V Galia t Gala , 


Uas = G, d+- Ga HG 
care este tocmai relaţia (2.113). ; ME. 
Curenții se dotermină acum cu relațiile (2.114) găsindu-se astfel 
QE, + Gala) g C Gu) Ei — Gala. 
n= e(n, za) GA +G+6 


sau, înlocuind conductanţele şi efectuînd calculele, se găsesc tocmai rezul- 
tatele anterioare. 


2.3.9. METODA TRANSFIGURĂRII CIRCUITELOR ELECTRICE 


2.3.9.1. Transfigurarea în cazul circuitelor stea şi triunghi. Metoda 
transfigurării circuitelor electrice constă în a transforma oO reţea, sau o 
rţiune din reţea, complicată într-o reţea mai simplă, fără ca prin aceasta 
distribuţia de curenţi sau de tensiuni să se schimbe în restul reţelei. În 
acest mod, calculul curenților în rețea se poate face mai uşor, reyenindu-se apoi, 
prin operații inverse, la rețeaua inițială şi găsindu-se astfel mult mai sim- 
plu circulaţia curenților căutată. Transfigurarea nu se poate aplica decit 
asupra unei rețele sau element de rețea pasivă, adică în care nu există vreo 
sursă de energje electrică oarecare. 


Un exemplu imediat de transformare îl constituie înlocuirea unui grup 
de rezistențe Ri (= 1, 2,..., n), legate în paralel între două noduri A şi 
B ale unei reţele, printr-o rezistență unică R dată de relaţia (2.79) 


1 ni g 
pda 


cu ajutorul căreia, aplicînd relaţia (2.81), 


U i se pot calcula imediat curenții 
în diversele rezistenţe 


1, =1— (2 RM) 


Pentru transfigurares i aia epice : . 
a unui oiro r i intr e PE RE 
i mentul de l A ta oirouit în triunghi înti unul în stea sau 
RERNA a ded ra pea trebuio să îndeplinească condiţia ca cele două 
circuitul dat gi circuitul transformat — să aibă aceleaşi poten- 


Îi Don Ait Talaoticoh UUL Aonlh Eaa aă ai 
s ; ă i ocuire ireuit stea o 
triung i sau invers lasă neschimbată situaţia edi ea in Voda a 
; Pie intr-o retea oarecare un triunghi ABC care tr io săfi ia ră 
figurat în steaua OABC (fig, 2,51). Pe Ai Au) caro trebuie să fie trans 
reţelei să nu se schimbe prin transti, aa 5 > (Ale belea Sarana 
anstiguraren respectivă, să presupunem că 
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nodul C nu este legat la reţea. În aceste condiţii, curentul, care intră prin 
nodul A, iese integral prin nodul B, oricare ar fi configurația reţelei, stea 
sau triunghi. În aceste condiţii gi diferența de potenţial între nodurile A și 
B este aceeaşi. Dacă Rap este rezistenţa totală a 

circuitului stea între nodurile A și Bai Rapa este 
rezistența totală a circuitului în triunghi între 
aceleaşi noduri, atunci condiția enunțată se 
exprimă prin relaţiile 


fsc 
Fig. 2.51. Circuite stea și triunghi. 


şi deci 
Ram = Rapa (2.115) 


Este uşor de văzut că 
Ram = Ba + Ro 


R Rag (Rao + Rca) . 
ABA > 
Rap + Rao + Rca 


din relaţia (2.115) rezultă deci: 


R Rgo + R 
Pride iR aB (Rao ca). 
Rag + Rao + Roa 


Analog, izolînd pe rînd nodurile A şi B, se va găsi 


R 
Rp AL Re = BO (Roa+ Ran) 
Rap + Rau + Rca 


Ri ERAI Roa + (Rap + Rao) , 
Rap + Rpo + Roa 


4 Din aceste relații se obțin apoi fie rezistențele circuitului în stea — Ra, 
z he — în funcţie de rezistenţele circuitului în triunghi — Ras Rac 
Ha, —, fie invers. Se găsește astfel * ă ii ez 


dă Ran Roa 
m de zace taie ct x ` 
Rant Raut Roa 


ARĂ Rne Ran 
AR (2.116) 


-3 
Rant Inot Roa 


Roa Rro 
lo ai [PA SATI U 4 
Ran + duo d Rea 


* Helaţiile obținute fiind analoa 
age cu acelea site în caz sea a be ii E 
procedeul de rezolvare este același, Vezi 1. but PRIP w aanl reaatvärli vojaletor electrostatice, 
a 
`] 
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| q Juin, 
Ri» = Ra să Ra Az P 


| Ralo, (2.117) 
Rao = Ra + Ro y Ra 


Rola , 


Roa = Ro + Ra ~ fip 


pentru rezistențele triunghiului în tuncțio de rezistențele stelei. 


î] 1 u- 
2.3.9.2, Transtigurarea în cazul general. a gai Daaa g A 
area se poate face numai asupra Plati are Elnia Ale 
ji |2 gate prin rezistențe radiale, astfel 

2 că asemenea circuite pot fi oricind 
| á separate din reţea. 

3 Fie un circuit stea cu n re- 
zistențe radiale OA, OB,.-.-, ON 
(fig. 2.52); acesta poate fi întot- 
deauna transfigurat într-un circuit 
poligon cu n virfuri* şi format din 


j 
ji 


Fig. 2.52. Circuite electrice stea și poligon, 


n (n =) 


a 
Ca ED 9 


rezistențe unind cele n vîrturi două cîte două și din care nodul O este eli- 
minat **. 

„Fie Ro (j=1, 2,..., n) rezistenţele radiale ale circuitului stea şi 
D=, 2,.. ., n) potenţialele celor n virturi ale circuitului poligonal şi 
deci ale nodurilor corespunzătoare din rețea. 

"i Dacă U, este potențialul nodului O, atunci curenţii care intră în 
versele laturi ale circuitului stea sînt daţi de relaţii de forma 


U; — Uo 
RA 


i == 


(=, 2... n) (2.118) 


Aplicind teorema I a lui Kironnorr la nodul 0, se obțin 


XI, = 0 (î=l, Daia n) 
san, finind seama de relapin (2,118), so ponto sorie 
i] Uj x 1 
N d U “< fi € 
Dm Vo Pm Yak dan) (2.119) 
* Virfurile cireyitului poli axir 
in vejeava generali. poligon sint extremitătilo razelor eireuitului stea şi constituie noduri 


Pepi f 
Teona lul Iun poneralizală de A. Rosen, 
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a ra a ea ra 


| 


Punind 


1 1 
aaa ED mi ș =] V vie 2,120 
af (j s dy M) ( ) 


în care X, este rezistența stelată a circuitului stea corespunzătoare nodului O, 
din relația (2.119) se deduce 


U ; P 
aii D ze (j = 1, 25... n) 


Introducind această valoare în expresia (2.118) gi luind pentru mai 
multă claritate sub semnul sumă indicele % în loc de j, se obține 


Ap aa -=E (GSN) 


1, = ao aa L (jk=1,2,...,n) (2121) 


>, arătind că sumarea se face pentru k Æ j. 

Pentru ca cele două circuite să fie echivalente, este necesar ca în nodul 
jG =1, 2,..., n) al circuitului poligon să intre același curent ca şi cel 
corespunzător nodului respectiy din circuitul stea. 

Aplicînd teorema I a lui KIRCHHOFF nodului j (j = 1,2,..., n) din cir- 
cuitul poligon, se obține 


ih 1 U (pasii Proces A) 
I == IINA: = U ——— a 2 a ? 3 2.122 
2 >, Rir DI Ri DIR IFK ( ) 
__ Onm curenţii I, (j = 1, 2,..., n) 
circuite, rezultă că relațiile (2.121) şi 
avea deci identic 


trebuie să fie identici pentru ambele 
(2.122) trebuie să fie identice. Vom 


1 1 R, k=l, 2 n 

Dna Ta 18 pa pas (2.123) 
Rik R; Rio jk 
gi 
RUSTER Ur (Î, b =l, a... n) sake 
Din T ia Er na TAR (2.124) 
Din ultima relație rezultă 

La - i 9 19x 
Riy Rio Rio (2.125) 
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Ramiai. (U k=l, a sh) (2.126) 
SNRA jk 
Intoducind această valoare in relația (2:123), aceasta devine o iden- 


RRA ; : ea 
ate atatia (9.123) indică regula de calculare & rezistenţelor din circuitul 


À ì rezist ircuitul stea. 
n atunci cnd se CUNOSC rezistenţele din circuitul st MRI 
e tiu, aplicind relaţia (2.126) unui circuit triunghi (fig. 251), se găseşte : 


= i 1 i 4 Raha 
Ran -RaRa (a Ba + Rs + Ro 


adică prima relație din grupul de relaţii (2.117). i 
Transformarea inversă, adică transfigurarea unui circuit poligonal intr-un 
armit stea, este posibilă numai dacă cele două circuite au acelaşi număr 
de rezistenţe. Aceasta conduce la relaţia 


1 
n =p Ab — 1), 


care este satisfăcută decit pentru n = 0 şi n = 3, ceea ce înseamnă că o 
asemenea transfigurare nu este posibilă decit pentru circuitele triunghi sau 
stea cu trei raze. 

în cazul general, circuitul poligon are cu 


1 1 a 
nn 1)— a = zan — 3) 


laturi mai mult decît circuitul stea, ceea ce conduce la un număr egal de 
relaţii independente care trebuie să existe între rezistenţele circuitului poli- 
gon, pentru ca o asemenea transformare să fie posibilă**. În general ase- 
menea condiţii nu sint satisfăcute în practică. Š KA 


= Adunind membru cu membru relația (2.125) rezultă 


AL = Ro = A 
2 = 2j h kamt a 
Rik Ri Rao g jae R 
Ținind seama că 
1 1 1 à 
_ mH (j, È EE RARR 
| Rio Ro Rio AER 
se obține 
1 | 1 1 
5 ik. 1 Ro 
a zm (J, X 1, 2 n) 
Rik Rio Ro A R o Ria 4 à i 
jo 
»e Astfel, in cazul tran À | 
t ansfigurării unui cironit tet 
> P À t” ètragon mtr ireui A t 
testele circuitului tetragon trebuie să îndeplinească Aer ti arăt azi stea cu patru raze, rezis= 
` entare 


Ria Ru = Ras Ra 


Ry Ra 


i 
i 
i 


Un cag, în care transtiguratea unui circuit poligon într-un circuit stea 
este posibilă, este acela în care laturile circuitului poligon au toate aceeaşi 
rezistentă. 


Fie un circuit poligon cu n vir- 
furi avind Ša (n — 1) laturi de rezis- 


tenţă egală R, (fig. 2.53, a). Dacă se 
aplică acestui cireuit — între nodurile 
J şi n — o tensiune oarecare, circulaţia 
curenților între aceste două noduri se 
va face pe mai multe căi şi anume, 
direct de la nodul 7 la nodul n printr-o 
rezistenţă R, şi pe n — 2 căi în paralel Fig. 2,53. Circuite electrice cu rezistențe egale: 
de rezistenţă 2 R,. Rezistenţa rezultantă a) poligon ; b) stea 

echivalentă va îi 


2Rp 
Sy n—2 2 
R= =- E; 
R 2Rp non? 
ES 


Fie circuitul stea echivalent avînd n raze de rezistență egală R, 
(fig. 2.54, b); rezistența rezultantă între două vîrfuri oarecare este 


Ra = 2R. 


Pentru ca transfigurarea să fie posibilă trebuie ca 


RETR 
adică 
1 > = 
R, =— R, (2.127) 
n 


În practică, un circuit poligon perfect simetric 
nu poate fi realizat. Se poate totuşi obține o trans- 
figurare cu suficientă aproximație dacă, în locul 
circuitului poligon real, se consideră un cirenit po- 
2) A ligon avind toato rozistențele egale cu media aritmetică 

I, a rezistențelor civreuitului dat, Valoarea rezistențelor 
laturilor radiale nle circuitului stea echivalent este 
A g dată tot de relația (2,127), în care R, este înlocuit 

cu valoarea mediei aritmetice a resistențelor, 


hy - M s 
g) EE e 2,3,9,8, Exemplu de aplicaţie. Ne propunem 
4 8 


să caleulăm, folosind metoda transtigurănii, curenții 

care ciroulă prin laturile civouitului din figura 2.54, a, 

în care toate elementele au aceeași rezistentă R = LO, 

Fig. 2.54, Calculul unui circuit Circuitul fiind alimentat de la o sursă de tensiune, fără 
utilizînd transfigurarea, rezistență interiowă, avind H = 23V, 


I) A ome p 
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a circuitului intre bor- 


vom oloult mai intii rezistenta echivalentă 
osto aplicată sursă: 

e IA ale două triunghiuri, AND si BNO, m stelele | 
i | 


— Mvanstigurăm 
NAND şi N,BNO, avind fiecare laturile egale și egale cu AN, = Airi 


= AQ, Se obţine oirouitul din figura 9.54, b. 
$ 


— Rezistenţa 
1 1 5 
DON, => +1 +57 
N DON: = 3 pihe = 


este paralel cu rezistența 


1 1 2 
NNN: =— a el 
ANE A 3) 
rezistența lor echivalentă este 
255 
373 
NN = 2 - =—a- 
ANEI 2 
ERIE 
Se obţine circuitul din figura 2.54, C. 
— Rezistenţa i 
AN,N,B = 1 4 10 + 1 _ 20 
Sai 3 2 198 
este legată paralel cu rezistența 
PANBI LOS 
rezistenţa lor echivalentă este 
24 
1: z 
Ras = = = as Q 


care este ȘI rezisten i i ntă t întrea Į y W ale 
y AI») a echivale t oa i i À 
$ Ñ gul u ome uit li “vit prin borne le 


— Curentul debitat de sursă este 


— Acest curent se împarte între rezistențele AB şi AN,N,B (fig. 
2.54, c), găsindu-se 


Ianas = 45 — 24 = 21 A. 


— La rîndul său, curentul Iaxuxp se împarte între laturile N,N: 
şi N,DON, (fig. 2.54, b), găsindu-se 


w |a 


In, = 21 Sag 15 A 
şi 
Ix pon, = 21 — 15 = 6 À. 


— Pentru a găsi curenții în laturile celor două triunghiuri, vom serie 
egalitatea diferenţei de potenţial între vîrfurile circuitelor în stea şi în tri- 
unghi. Se găsește astfel (fig. 2.54,aşi b) 


Ran Lan = Ran, Lan, + Erw Ix 


sau numeric, 


INTAI 21 re 215 =12 V 


și deci 
Ia = 12 A. 
Curentul Iup se determină aplicind teorema I a lui KIRCHHOFF nodului 
A; 
Ian t Ian t la > 1 
si deci 


lup 345 —24—12=9A4, 


Curentul Iyp se determină ca și curentul Tay. Avem 


Rypnlyp = Rux dyn, — Ryp Ix 


sau. numeric 


1 e, 
igo m 10) 0 =3A. 


) i Se găseşte 
Oa verificare se aplică teorema 1 a lui KIROHHOFE nodului D. Se gases 


Dn Tipa +o oa. 


Curentul Zyy SC determină ca și curentul Law. Avem 


1 : Lip 124. 
1. În = A In tg Inma gA + > 15 = 12 A 


eS z E pa Va “ECO 
Curentul Ip se determină aplicând prima teoremă a lui KIRCHHOFF 


nodului C; se găseşte 
iog S Yi SEAD 2A 


Tot aşa se procedează și pentru curentul Iov, găsindu-se 
DI io 9684. 


Sensul curenților este arătat pe cele trei scheme din figura 2.54. 


2.4. APLICAREA CALCULULUI MATRICEAL LA STUDIUL 
CIRCUITELOR ELECTRIOZDE CURENT CONTINUU 


2.4.1. GENERALITĂŢI 


Problemele pe care electrificarea le pune inginerilor electricieni şi oame- 
pilor de știință sînt din ce în ce mai numeroase şi mai dificile, pe măsură 
ce electrificarea pătrunde tot mai adînc în toate domeniile de activitate ale 
omului. Varietatea acestor probleme, numărul parametrilor care intervin, 
al mărimilor care trebuie determinate, este atît de mare încît calculul manual 
devine inoperant; locul lui a fost luat de calculatoarele de diverse tipuri. 

Dar nici calculatoarele, oricît de perfecționate ar fi ele, nu pot îi 
de mare folos, dacă pentru rezolvarea problemelor noastre folosim meto- 
dele vechi de calcul. Astfel* dacă ar fi să se rezolve un sistem care com- 
portă n = 26 grade de libertate, de exemplu o reţea electrică în care sint 
de determinat 26 de curenți independenţi, aplicind metoda clasică a lui 
ORAMER, trebuie efectuate (n + 1)! = 27 tœ 10%? înmulţiri. Tinind seama 
că nn calenlator electronic obişnuit poate efectua cirea 2600 înmulţiri într-o 
secundă, pentru efectuarea celor 10% înmulţiri vor fi necesari ** 


J 103? : A 
œ 1016 ç 
2,6: 1039: 3,2- 10 mi 


* Vezi [103]. 


Pt 1b = 3,6: 10? s și 1 an = 365:21:3,0:105 92.107 s 


ah pda calculul matricea, aceeași problemă rezolvată va necesita 
numa 


n? 20 17 576 
pt mas 


a aie 6000 operaţii, 

pe oaro acelaşi calculator le efectuează în cel mult trei secunde”. 

i Calculul matriceal aro aplicații gi în problemele de investigații, ca 
de exemplu la stabilirea schemelor echivalente ale unor anumite montaje 
mai complicato sau la găsirea unor soluții imediate ale unor probleme cu 


mai multe grade de libertate, dintre care unele nu sint necesare problemei 
studiate, : 


2.4.2, METODA GENERALĂ DE REZOLVARE A PROBLEMELOR DE FIZICĂ 


Calculul tensorial şi calculul matriceal permit efectuarea unei sinteze 
remarcabile, a tuturor aplicaţiilor electricităţii. Utilizind limbajul mate- 
matio, fizicianul reduce la minimum numărul legilor experimentale, nece- 
sare studiului unor fenomene analoge. La rindul său, inginerul poate exprima, 
printr-o singură formulă, un şir de fenomene sau situaţii de funcționare 
ale unui sistem oarecare. 

Inginerul este, prin specificul său, un organizator al muncii. Perfee- 
ţionînd mereu mijloacele de producţie, el a reușit să aşeze munca pe baze 
ştiinţifice. Era evident că el trebuia să-și organizeze și munca lui de crea- 
ţie folosind mijloacele de investigaţie cele mai perfecţionate. 

Entităţile fizice absolute nu intră direct în formulele matematice pe 
care le utilizăm. Aceste formule exprimă o legătură numai între măsurile 
acestor mărimi şi ele au fost stabilite din numeroasele observaţii ce s-au 
făcut asupra acestor măsuri, folosindu-se matematicile. 

Unul dintre obiectivele matematicilor este exprimarea unui număr 
cît mai mare de idei prin cît mai puţine simboluri. Pornind de la acest 
obiectiv, inginerul apelează la calculul tensorial pentru a reprezenta, prin 
forma sa simbolică, ansamblul unui fenomen sau al unui sistem oarecare. 

Astfel, considerînd un circuit oarecare, format dintr-o rezistenţă şi 
o sursă de energie electrică, printr-un şir de măsurători directe se poate 
găsi legătura care există între aceste mărimi şi curentul electrice ce stră- 
bate rezistenţa, legătură ce se exprimă printr-o serie de valori numerice 
și care pot fi înscrise în tabele sau redate în anumite grafice. Investigația 
se reduce, prin urmare, la simple operații aritmetice, iar cercetarea feno- 
menului este dificilă, 

Se recurge atunci la simbolizarea algebrică, înlocuind fiecare serie de 
valori numerice asemenea, printr-un simbol potrivit; în acest mod, toate 
rezultatele aritmetice cuprinse în tablou vor apărea condensate într-o sin- 
gură formulă 


Ri = e, (2.128) 


Dacă acum circuitul considerat face parte dintr-un sistem organizat 
— 0 rejea sau o maşină electrică — studiul acestui sistem nu se poate face 


* Nici un caleulator electronic, de tipul cel mal modern, care execută 2000000 operații pe 
secundă nu poate fi de folos, timpul reducindu-se în acest caz la 10% ani, 
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este deci necesară, 


le mărimi în tablouri potri- 
tä printr-o 


decât foarte greu cu ajutorul ecuaţiei algebrice (2,128); 
utilizarea unei alte simbolizări. Aşezind diversele n i 
vite — matrice — legătura dintre diversele mărimi va fi exprima 
ecuație matriceală 


[R] [i] = [e]. (2.129) 


Rouaţia (2.129) reprezintă astfel, în mod simbolic, legătura care există între 
aceste mărimi într-un anumit sistem bine definit, 


Mergind cu generalizarea mai departe, pentru a putea studia toate 


regimurile rețelelor electrice se recurge la calculul tensorial și se consideră 


generalizarea relației (2.129) prin relația tensorială de forma * 


Za iP = ea (a, B= ZALI n) (2.130) 
B 


în care Zag urmează a fi precizat. 

Această ecuație însă nu mai este suficientă pentru studiul proble- 
melor noastre. Este necesară o relație care să dea legătura dintre diversele 
elemente ale sistemelor şi trecerea de la un sistem la altul. Această relație 
constituie tensorul de transformare. 

i Calculul tensorial nu este, deci, un procedeu de calcul, ci numai un 
mijloc de investigaţie cu ajutorul căruia se poate pune în ecuație o anu- 
mită problemă dată **. 

În ecuaţia (2.130) tensorul Z apare sub forma unui operator cu aju- 
torul căruia vectorul ¿ se transformă în vectorul e. Tensorul Z diferă de 
A ina electric (static sau în mişcare, curent continuu sau alternativ 
Å -) A alt i el sa, explică comportarea totală a sistemului ; nu este 

ecesar să se facă analize fiecărui caz în parte. Problema se studiază astfel 
într-un hiperspaţiu complex. 

Pentr j it si ri ici 

kt ntru a studia acum un anumit sistem electric, este suficient a-l 
proiecta pe un anumit sistem de axe de coordonate. Dacă sistemul sau 
ansamblul de circuite cărora li se poate aplica legea lui OHM exprimată 
Ain relația generali Giao) este static, nu există deplasare de circuite anele 

port cu celelalte, fiecărui circuit în parte îi cor i 

ID € $ e îi corespunde o : ă axă 
ectie Se obține ! pa p anumită axă 
> astfel ecuația matriceală i i i 

i > K a sistemului sub forma ce: 

mai generală, dată de ecuaţia (2.129) şi ù iea 
A se . i problema 'ezolvă pi Site 
geometrie euclidiană cu m Ma) Lp a se rezolvă luerînd într-o 

Pentru rezolvarea i d Ă 
A 5 mai departe a probl i particulare : À 
siderat se va utiliza calculul ENNI Fii eraelee Tei cica pre 8, CE GON 
respunzâtoare avind forme diferite în raport i aroN] seic pi Aaa E sad 

Rezolvarea numeri Ap. ropordigu probieana care sa, stadii. 

, merică a problemei se fac 'anstormi : 
ceală a sistemului considerat ri cae a transtormind. ecuația, matri- 
fiecărui circuit în parte, Rezolvind acest gouan algebrice corespunzătoare 
ajutorul calculului matriceal, se obțin sie ride de ecuaţii, direct sau cu 
mul considerat, alorile numerice care satistao siste 
* Vezi 2,4,34, 
e Vezi [91] pag. 324, 


++ În cazul cind circuite 
este același, insă Ata e youilele sau portiuni de cirouit sint în mişcare relativă, proc 
CREK Vezi [17] pag. 12 prolecție pe care trebuie să-l alegem RANE ü A 
: i bil, Vezi [17]. 
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2.4.3, TENSORII FOLOSIȚI IN STUDIUL CIRCUITELOR ELECTRICE 


2.4.3.1. Reprezentarea diverselor mărimi prin tensori. În problemele 
de electrotehnică, la studiul circuitelor electrice se utilizează, în general, 
tensori de ordinul zero, întîi și al doilea şi numai arareori tensori de ordi- 
nul al treilea, 

Prin tensori de ordinul zero, sau scalari, se reprezintă puterile, ener- 
gitle etc. 

Prin tensori de ordinul întîi, sau vectori, se reprezintă tensiunile, 
curenții etc, 

Prin tensori de ordinul al doilea se reprezintă în general impedan- 
jele şi admitanţele circuitelor electrice* și elementele constitutive ale aces- 
tora. În circuitele de curent continuu rezistențele și conductanțele sint repre- 
gentate prin tensori de ordinul al doilea. 


2.4.3.2. Premisele de bază pentru utilizarea calculului tensorial la 
studiul circuitelor electrice. Pentru a se putea utiliza calculul tensorial la 
studiul circuitelor electrice, este necesar să se adopte unele premise de bază. 
Aceste premise sînt : 

a) cei L curenţi din laturile unei reţele sau B curenţi independenți 
din buclele aceleiaşi reţele constituie componentele unor vectori într-un 
spaţiu cu L (respectiv B) dimensiuni, fiecare latură (respectiv buclă inde- 
pendentă) constituind o axă de referință în acest spaţiu, numit spaţiul 
laturilor, respectiv spaţiul buclelor ; 

b) cele N potenţiale la nodurile unei reţele sau P tensiuni indepen- 
dente la perechile de noduri ale aceleiași: reţele constituie componentele 
unor vectori într-un spaţiu cu N (respectiv P) dimensiuni, fiecare nod (res- 
pectiv pereche de noduri) constituind o axă de referinţă din acest spaţiu, 
numit spațiul nodurilor) respectiv spaţiul perechilor de noduri; 

c) forțele electromotoare din laturile unei reţele, tensiunile la bornele 
acestor laturi sau forţele electromotoare din buclele independente consti- 
tuie, de asemenea, componentele unor vectori în spațiul buclelor; tot astfel, 
curenţii injectaţi în nodurile unei reţele constituie componentele unui vector 
în spaţiul nodurilor; 

d) trecerea de la curenţii din laturi la curenţii independenţi din bucle 
sau de la potenţialele la noduri la tensiunile perechilor de noduri consti- 
tuie o schimbare de sistem de referinţă, în general singulară ; 

e) pentru o aceeași reţea, oricare ar îi sistemul de referință utilizat 
și orice transformare s-ar face, puterea electrică în rețea este un invariant. 


2,4.3,3, Veetorii curent și tensiune. Totalitatea curenților din diver- 
sele laturi ale unei reţele electrice sau a curenților independenţi din buclele 
aceleiași reţele, curenţii injectaţi din exterior în nodurile reţelei, cum şi 
forțele electromotoare care se găsesc în această reţea, tensiunile la extre- 
mităţile laturilor reţelei, tensiunile aplicate în diversele puncte ale rețelei, 
formează în calculul tensorial aplicat la studiul reţelelor electrice, compo- 
nentele unor tensori de ordinul întîi, vectorii de curent şi vectorii de ten- 
sume, 

Din punct de vedere tensorial, vectorii care reprezintă curenţii şi ten- 
siunile sînt diferiţi, ceea ce se poate arăta simplu prin comportarea pe care 
aceste mărimi o au în raport cu forma cironitelor, 


* Vezi 4,3,4, 


16 — 0. 228 


o de reţea, de exemplu două rezistențe. 
tunci căderea de tensiune la 
căderilor de tensiune 
în parte; curentul care străbate 


Să considerăm două element 
A Ši tat R a; 
Dacă legăm cele dou rezistențe în serie, 
Dai e Xivouitulul asttel format este egală cu sumă 
ce se produce la bornele fiecărui olement 


cele două clemente esto însă același. | 
Dacă însă legăm în paralel cele două rezistenţe, tensiunea la bornele 
cirenitului astfel format este identică cu tensiunea la bornele fiecărui ele- 
ment în parte, pe cind curentul care trece prin circuit este egal cu suma 


curenților care trec prin fiecare element în parte. NE 
în consecință, vectorii curent şi tensiune trebuie să fie vectori de 
natură diferită. Astfel, dacă se defineşte unul din aceşti vectori covariant, 
este necesar ca cel de-al doilea să fie definit ca vector contravariant ; atri- 
buirea caracterului de covarianță sau contravarianță unuia sau celuilalt 
din vectori este pur arbitrară. Prin analogie cu mecanica, se obișnuiește să 
se considere sarcinile electrice drept coordonate şi în consecință curenții 
electronici ca viteze, iar tensiunile (sau forţele electromotoare) ca forțe. 
în aceste condiţii, vectorii de curent vor fi contravariamţi şi diverşii curenți 
din elementele circuitului vor trebui să fie consideraţi drept componentele 
contravariante ale acestui tensor; analog, diversele forţe electromotoare 
sau tensiuni din rețea vor trebui considerate componentele vectorului cova- 
riani de tensiune. 

Această alegere pur convenţională îşi va găsi totuşi o justificare prin 
aceea că formulele de transformare a vectorilor de curent şi de tensiune 
la schimbarea sistemului de referință sint analoage cu formulele corespun- 
zătoare transformării unui vector covariant, — pentru vectorul tensiune — 
şi corespunzătoare transformării unui vector contravariant, — pentru vec- 
torul curent. 


În lucrarea de faţă a fost adoptată această convenţie. 


2.4.3.4. Tensorii impedanță şi admitanță. T i i : 
proprii și mutuale* dintr-o reţea foicaiză un oea P PA AE 
„he Cal) „i CE ae pot fi puse într-o matrice cu nè elemente. 
and produsul e acta „dintre impedanță şi produsul a doi curenți, în 
a din retea ință m şi u, se va obţine un invariant — puterea 


* Vezi [17] pag, 15, F i X d 
dată prin RE, IAT pag Forma cea mai generală a unei impedanţe dintr-o rețea statică poate fi 


7 1 
Zi = Rik + PLin + — Sin 
p 


und d 
p= Pr este operatorul de derivare și 


= fo ) dt operatorul de integrare; dacă j= & 
; dacăj= k, 


impedanța este j e 
proprie cire respec 

TAK J circuitului respectiv; dacă JÆ k, impedanța este mutuală int ireui 
-o i ală între circuitele 

În cu continuu p = 0 și Sp = 0 şi deci 

Z in Riy 
şi avem rezistența proj 
9 proprie a circuit ă j | 
cultele j și k dacă j + k, cuitului dacă j = k și rezistența comună — sau tual 
sau mutuală între cir- 
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a giic 


Avem deci 


Za i’ © = Za je ił, 

Dar 

l me Bat si e [= BB 
şi deci 

Za è (Y = Zan B% BP 4’ t 
de unde rezultă 
Za = Bå B Zap 
adică o transformare de forma corespunzătoare tensorilor de două ori coya- 
rianți, 

Totalitatea admitanțelor*, proprii şi mutuale, dintr-o rețea formează 
un tensor de două ori coniravariani. Demonstrația este analogă preceden- 
tei; avem 

Yo BE, = VE, Ea 
Q 
BATA E = Ag E, 
deci 
Yo E, B, = Xe A A} P, E, 
de unde rezultă 


Y° = Ag A} Y° 


adică o transformare de forma corespunzătoare tensorilor de două ori con- 
travarianți. 


2.4.4. METODA BUCLELOR. PRINCIPII DE CALCUL 


2.4.4.1. Convenții şi definitii. Studiul rețelelor electrice cu ajutorul 
calculului matriceal şi tensorial se face urmînd anumite reguli şi făcînd 
unele convenţii, valabile pentru orice rețea. Unele din aceste convenții sìnt 
identice cu acelea stabilite mai înainte; altele vor fi arătate pe măsura dez- 
voltării expunerii. 

Se numește rețea dată, reţeaua care urmează să fie studiată; pentru 
rezolvarea, acestei reţele se poate folosi metoda buclelor** dacă B < P — sau 


* Vezi [17] pag 15. Admitanţa se poale exprima sub forma cea mai generală prin expresia 


YI = Gik + p QR + 1 TVk 
p 
vnde Ta reprezintă inversele echivalente ale inductanţelor proprii şi mutuale (vezi [17] pag. 80), 
discuțiile în raport cu J și k fiind aceleași ca şi în cazul impedanţei, 
În curent continuu p = 0 și Da = 0 și deci 
Yik = Gik 


** Vezi 2,9,6, 
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metoda perechilor de noduri —daă P<B-Bși? fiind date de 


ecuaţiile topologice ale reţelei**. Că ? 
Reţeaua în care se transformă reţeaua dată cînd se utilizează; metoda, 


buclelor se numeşte rețea bucle, iar aceea în care se transformă reţeaua dată 
cînd se utilizează metoda perechilor do noduri se numeşte rețea noduri. 
Ecuația de funcţionare a unei reţele bucle se traduce prin ecuaţia 


matriceală 


[e] = IZI.[il, 


în care [e] reprezintă matricea forțelor electromotoare din diversele bucle 
independente, [è] matricea curenților circulind în aceste bucle şi [Z] matri- 
cea impedanţelor proprii şi mutuale ale 107%, 

în schema, relaţiei date se convine ca sensul 
curentului, în diversele elemente, să se noteze cu o 
săgeată sau cu cifrele 1 şi 2 aşezate la extremită- 
tile fiecărei rezistențe (sau impedanţe) proprii a 
elementului respectiv, sensul curentului fiind întot- 
deauna de la 1 la 2 (fig. 2.55); ca o consecinţă, di- 
ferenţa de potenţial rezultată în fiecare circuit- 
închis, între două puncte oarecare ale acestui cir- 
cuit, este pozitivă tot în sensul indicat, adică de 
la 1 la 2. 

În rețeaua buclă (buclele independente), pro- 
venită din rețeaua dată, sensul curentului din 
s $ diversele elemente (bucle independente) poate fi 
oricare şi este ales arbitrar ; aceeaşi considerație este valabilă şi în ceea ce pri- 
veşte forţele electromotoare în diversele bucle. 

Dacă se consideră o buclă din noua rețea (fig. 2.55), fiecare element al ei 
poate fi socotit ca sediul unei forțe electromotoare fără rezistență interioară. 
Fiecare din aceste forțe electromotoare poate fi considerată ca o componentă a 
vectorului de tensiune [e']a noii reţele, avînd acelaşi sens ca şi elementul din care 
face parte. 

Componentele vectorului de tensiune [e'] sînt egale respectiv cu suma 
tuturor tensiunilor care se găsesc de-a lungul unei bucle închise ; astfel, fiecare 
componentă a lui [e'] poate conţine mai multe forțe electromotoare. 


Fig. 2.55 Buclă. 


2.4.4.2, Reţeaua primitivă. Reţeaua primitivă este reţeaua de bază pentru 
un anumit tip de reţea ce urmează a fi studiată. Ea a fost introdusă de Kront*** 
pentru a ușura studiul tipului de reţea considerat şi pentru a putea da cerce- 
tătorului posibilitatea de a scrie mai uşor matricile de bază ale reţelei ce urmează 
a fi studiată, De asemenea, reţeaua, primitivă poate constitui un punct de plecare 
de la care, prin schimbarea de sisteme de referință adunate, să se ajungă mai 
ușor la ecuaţiile de funcţionare ale reţelei date şi deci la posibilitatea determin- 
nării parametrilor căutați, 


* Vezi 2,3,8, 

++ Vezi 2,3,1,2, 
+++ În curent continuu [Z] = [R], Vezi 2,4,8,4, 
*+++ Vezi [157] pag. 85. 
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ea eri re E 


Forma reţelei primitive poate fi oricare şi ea depinde de tipul rețelei care 
se studiază. Pentru o reţea bucle , cea mai simplă reţea primitivă ce se poate 
construi este aceea formată din B bucle independente, fiecare avind o forță 
electromotoare proprie şi o rezistenţă proprie (fig. 2.50). În această rețea, 
numărul de laturi coincide. cu numărul de 


bucle şi în consecință caracteristicile sale to- aa Ann 
pologice sint B = Lgi P = 0. Blementul de- m C 
terminant al unei astfel de rețele este numă- PT lata 
rul Z de laturi, 
Matricele elementelor acestei reţele O >) 
rimitive, [e], LR] și [è] se scriu imediat, e, 2 


iar ecuaţia ei de funcţionare este 
[e] = [R] . [i] 


Sint probleme în care se poate renunţa la rețeaua primitivă, scrierea, 
matricelor respective făcîndu-se imediat. În alte probleme se poate alege ca 
reţea primitivă o reţea, ce corespunde unui caz particular al problemei conside- 
rate sau o reţea care a fost complet rezolvată în alte împrejurări şi a cărei soluție 
se cunoaşte. 


Este greșită ideea că rețeaua primitivă este aceea care se obţine din rețeaua 
dată operind asupra acesteia într-un anumit mod : rezultatul obţinut poate fi 
absurd. Trebuie reținut că, în studiul unei reţele se merge de la rețeaua primi- 
iivă către rețeaua dată și niciodată în sens invers. 


Pe măsură ce metodele de calcul matriceal aplicat la studiul rețelelor 
electrice evoluează, rolul reţelei primitive devine din ce în ce mai puțin impor- 
tant. Noţiunea aceasta de reţea primitivă, care a avut un rol fundamental în 
stabilirea metodicei de aplicare a calculului matriceal la studiul circuitelor 
electrice — elaborată de G. KRON — merită a fi amintită din punct de vedere 
istorie. 


Fig. 2.56. Reţea primitivă buclă, 


2.4.4.3. Matricea de conexiune. Aplicarea metodei buclelor la studiul 
rețelelor electrice echivalează cu transformarea reţelei într-o altă rețea, mai 
simplă, prin faptul că numărul ecuaţiilor utilizate pentru găsirea curenților 
necunoscuţi este mai mic. Dacă i” (k = 1, 2, ..., L) sînt curenţii din laturile 
rețelei date gi î^ (à = 1, 2, ..., B) curenţii din buclele noii reţele, aceşti curenţi 
pot fi consideraţi ca fiind componentele a doi tensori de ordinul întîi, unul în 
spațiul (L) al curenților reali din laturi şi al doilea în spaţiul (B) al curenților 
fictivi din bucle, În consecinţă, transformarea reţelei echivalează cu o schimbare 
de sistem de referință, din spaţiul (L) în spaţiul (B). Numărul de axe al siste- 
mului de referință este egal cu numărul de grade de libertate ale sistemului 
respectiv, Această, transformare se poate face prin relaţia 


== D 3 
it = X o (hal 2 su d: 


Tensorul O% este tensorul de transformare, iar ecuaţia (2.131) este ecuaţia 
de definiție a acestui tensor, 

B-a arătat că, pentru a obţine curenţii reali din laturile reţelei, d? (k = 
=> 1,2, ..., L), Be face suma algebrică a curenților oiclioi, è (àA = 1, 9,. A 


* Vezi 2,3,6,2, 
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(2.97) 


care treo prin latura respectivă, obţinîndu-se relaţia algebrică 


it = D 0 i 


coeficienții 04 pot avea una din valorile 0, + 1, aceasta depinzind de 
în eul arbitrar AR An civeulația curenților, atit a celor din laturile reţelei 
cit şi a celor din buclele independente ; valoarea zero apare numai acolo unde 
latura respectivă nu este străbătută de curentul unei anumite buele. i 
Seriind ecuația matriceală a sistemului de ecuații algebrice format din 
ecuaţiile (2.97) se obţine 


[i] = [0]. li] (2.132) 


Matricea [0] se numește matricea de conexiune ; ea ar 


laturile rețelei între ele. f 3 , 
icea de conexiune este identică cu matricea tensorului 


Rezultă dar că matri enti i 
de transformare. Determinarea acestor două entități matematice se va face 


deci în acelaşi mod. 
Pentru stabilirea matricei de conexiune se scriu ecuaţiile algebrice (2.97), 


adică se serie curentul din fiecare latură a reţelei date (vechii curenţi) în funcție 
de curenţii ciclici independenţi ce se pot stabili în reţeaua dată (noii curenţi) ; 
aceasta se face uşor aplicînd prima teoremă a lui KIRCHHOFF fiecărui nod al 
retelei date. Matricea coeficienţilor curenților independenţi (ciclici) — noii 
curenți — este matricea de conexiune căutată, iar elementele sale componente 
constituie componentele tensorului de transformare. 
A Matricea de conexiune este, în general, o matrice singulară (B < L) şi 
deci nu are inversă. În acest caz se zice că transformarea respectivă este singulară. 
2 4.4.4. Formulele de transformare. Fiind dată o reţea oarecare cu n laturi, 
avind rezistenţele laturilor R,, (j, k = 1, 2, -+ n) cu j = k şi Rip 5 pentru 
reţelele de curent continuu, unde este simbolul lui KRONSECKER**, iar în diver- 
sele laturi avînd forțe electromotoare e; (j = 1, 2, ..., n), se construiesc pentru 
această rețea matricile forțelor electromotoare şi a rezistențelor 


ată cum sint legate 


Ai i, 9 3 n 
1 e 1| Ru 
2 02 ; Roz 6 
E, m Bepe 
J| e; EE Ri | 
Sa 
| | 
| | 
E7 ss] 
ne, n| TAPA] 
. iute ine ; 
În virtutea Lemel IV asupra primei teoreme a lui Kimcnnorr, Vezi 2.3.4.1 
1 pentru j= k | să y 


+ Zym 
A O pentru j£ k, 


246 


am h a 


7n 


N re pp 


DĂ de 
reţelei 
unde 


tt din 


2.132) 
legate 


orului 
+ face 


2.97), 
ancție 
enţi) ; 
od al 
— noii 
nente 


L) şi 
ulară. 
laturi, 
pentru 
diver- 
entru 


| 
| 
i 
f 
| 
| 
f 
( 
| 


Dacă se construieşte în acelşi mod şi matricea ourenţilor care circulă prin 
diversele laturi — tie [°] această matrico — pentru o irita rețea nu cata 
permis să se serie : 


lo] = LR]: [i] 


produsul [R]; [è] reprezentind căderea de tensiune pentru fiocare latură com- 
ponentă a rețelei, adică 


[R]: [i] = [u] 
şi [u] z [e] în general. 

Să presupunem că facem o schimbare de sistem de referință, definită prin 
tensorul Oğ, ale cărui componente se determină aşa cum s-a arătat în paragraful 
precedent. Ne propunem să găsim formulele de transformare ale tensorilor for- 
telor electromotoare şi rezistențelor corespunzătoare acestei schimbări de sistem 
de referinţă. 

Orice rețea, oricît de complicată și oricât de întinsă ar fi, trebuie considerată 
ca un sistem închis, în sensul că în interiorul lui se aplică principiul conservării 
energiei. În consecinţă, oricare ar fi schimbarea sistemului de referință privind 
această reţea, energia totală în reţeaua respectivă rămîne un invariant al 
acesteia *. 

În consecinţă, oricare ar fi transformarea efectuată se poate scrie 


P = fej B] = ele B] =... (2.133) 


Relația de conservare (2.133), împreună cu relația (2.132), dă posibili- 
tatea să se găsească formula de transformare pentru tensorul fortelor electro- 
motoare. Într-adevăr, introducînd valoarea lui [] din (2.132) în relația (2.133) 
se obţine 


[e],- [C] [6'] = [e]: [i] 
sau 
[e'] = [0], [e] (2.134) 


operația suprimării factorului [i] fiind posibilă, întrucît tensorii [e], [e°] şi [C] 
sint constanţi **. 

Pentru stabilirea relaţiei de transformare a tensorului de rezistență, se 
pornește de la un caz particular și anume de la acela al unei transtormări nesin- 
gulare : transformarea unei rețele bucle într-o altă reţea cu structură topologică 
identică, În acest caz, ecuaţia de funcţionare a relației, dată do relația (2.130), 
scrisă matriceal, 


[Z] [îl = [e] (9.135) 


* Stabilirea formulelor de transformare a tensorilor de forță olootromatoare şi rezistență se 
poale face și fără postularea Invarianţei puterii electelee [188], [72]. Principiul conservării energiei 
stă însă la baza transformărilor ce se produce în sistemele noastre energetice; el trebuie să stea și la 
baza studiului tensorial al rețelelor electrice de orice fol şi în consecință găsim că esto mal 
natural a se porni de la acest principiu pentru stabilirea relațiilor de bază ale calculului, postulind 
in consecință invarlanţa puterii electrice, a 

Aceasta se poate arăta direct on ajutorul calculului matriceal. Vozi [97] pag. 308. 

**+ Vezi [17] pag. 326. 
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ua dată. Se zice că, într-o astfel de rețea s 
i i i tele tensorului [e] sint 

wea lui OHM. În relația (2.135) componen ensorului | 

i eilti onoare din diversele bucle independente ale circuitului şi analog 

pentru tensorii de impedanţă şi curent. 
Pentru a găsi relația matriceală de legătu 
reţele se porneşte de la relaţia (2.135), pe care o 1 
n z (0) — transpusa matricei de conexiune ; pinin 

(2.132) şi (2.134) se obține 


[Cl [e] = [e'] = [OJ (ZI- [0N i]. 


devine un invariant; pentru reţea 


ră între impedanţele celor două 
înmulţim la stînga în ambii 
d seama de relaţiile 


Întrucit această ecuaţie trebuie să reprezinte legea lui OHM în rețeaua: 
transformată, aplicind deci relaţia (2.135) relaţiei transformate, se obține 


[e] = [Z] [i] = [0]: Z] C] i] 


de unde rezultă * 
[Z'] = [0] [Z] [C] (2.136) 


care este relația matriceală căutată. ; 
În cazul particular al curentului continuu 


[Z] = [F] 


şi relația (2.136) se poate scrie sub forma 
[R] = [C]; ; [R] [0]. 


Relația (2.135) a fost stabilită într-un caz particular al unei transformări 
nesingulare a unei rețele bucle ; ea este totuşi adevărată şi în cazul unei trans- 
formări oarecare, singulare sau nesingulare, rețeaua dată fiind oricum. Acest 
lucru este arătat în literatură pe diverse căi ** şi în consecință, în această 
lucrare, acceptăm această afirmație fără altă demonstrație. 

cazul utilizării calculului matriceal ca atare în studiul rețelelor electrice, 
formulele (2.134) şi (2.136) de transformare la schimbarea sistemului de refe- 
rință se pot stabili direct, fără postularea invarianţei puterii şi a legii lui ORMEEE. 

Fie o rețea în care se cunosc forțele electromotoare interne [e], tensiunile 
aplicate din exterior [u,] și impedanţele proprii şi mutuale ale laturilor [Z]. 
Fie [4] tensiunile între extremităţile fiecărei laturi şi [î] curenţii din laturi. 
Pentru această, reţea, se poate scrie, pe baza teoremei a doua a lui KIRCHHOFF, 


[e] — [wa] — [u] = [Z] [i] (2.137) 


Din punctul de vedere al algebrei liniare, această ecuaţie reprezintă siste- 
mul funcţiilor liniare 


([6] — [a] — [u]) 


* Factorul [1] poate fi suprimat, toate celelalte i 
a £ at, » > matrice avind elementele constante 
** Vezi [17] pag. 33 și bibliografia indicată acolo, S te a 
»s* Vezi [112, 189, 73), 
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faţă de vectorul [i]. La schimbarea sistemului de referință, definit de relația 


(2.132), în noul sistem funcția liniară ([0]— [w] — [w"]) pe obține din prima 
prin înmulţirea la stînga cu transpusa matricei [0], adică 


fe) — [u'4] — [e] = COJ ([e] — [na] — [u]) = COl (ie — iwal) — LON [w] 
înmulţind relaţia (2.137) la stînga cu [0], se obține 
© iO (le) — lee] — [Oe lu] = C0 [Z] i] = (0k [Z1 £01] (2.138) 


deoarece 
[4] = [0] E] 
Punînd 
[0], [Z] [0] = [Z] (2.139) 


şi pinind seama că în rețeaua buclelor tensiunile nodurilor sînt nule 
[u'] = [0]. [u] = [0] 
relația (2.138) se poate scrie 


[e'] — [ua] = [C] ([e] — Dual) (2.140) 
În cazul cînd [4] = [0] se obține tocmai relația (2.134). 


Observăm că relația (2.140) este mai generală decît relația (2.134), iar 
relația (2.139) este chiar relația (2.136).* 


2.4.4.5. Reguli generale -de calcul al rețelelor electrice prin metoda 
buclelor. Pentru calculul rețelelor electrice cu ajutorul calculului matriceal 
prin metoda buclelor se pot stabili următoarele reguli generale, aplicabile ori- 
cărei reţele: 

_ a) Se trasează cu îngrijire o schemă a reţelei etichetindu-se elementele 
Zas --., numerotindu-se extremităţile şi indicîndu-se forțele electromotoare 
din reţea, 

b) Be numără nodurile, laturile şi subreţelele. Se deduce numărul de bucle 
independente din reţea cu ajutorul ecuaţiei topologice (2.70). 

Se introduc în schema reţelei un număr de curenţi independenţi i”, i$, 
i, ..., egal cu numărul buclelor, Sensul acestor curenţi, indicat prin săgeți, 
este ales în mod arbitrar, Acesti curenţi se numesc noii curenți. 

c) Be calculează curenţii reali care ciroulă în laturile reţelei — denumiți 
vechii curenți — în tuneţie de noii curenţi, cu ajutorul primei teoreme a lui 
E TROHHOLP, 

„d) Be seriu relaţiile existente între vechii curenţi și noii curenţi şi se deduce 
de aici matricea de conexiune [C], 


* 'Trebule observat că, în acest caz s-a postulat relația (2.139) în locul relaţiei (2.133) și s- 
utilizat a doua teoremă a lui IKCincunore in locul legii lui Oum, Mal ( pia 


unei f 
(2. 134) și (2.136). 
J) Din 


rii i [Z] ale rețelei date— direct sau prin intermediul 
í a Be ore matela CMe dit per (e'] și [Z'] cu ajutorul relaţiilor 


ecuația de funcţionare a reţelei (2.135) 


[e] = (2). [i] 
se deduce 
[i] = [Z] [e], (2.141) 


atrii z'\-> existind întotdeauna în rețelele electrice. : 
aiee ; ui relaţia (2.131) se deduc curenţii din fiecare latură a reţelei date 


[i] = [0] [i] 
cu relația (2.84) scrisă matriceal 
[Uz] = [Z]-[i] — [e] (2.142) 


se determină diferența de potențial la bornele fiecărui element al rețelei și, în 
sfirșit, cu relația 
P = [e] [i] (2.143) 


puterea absorbită de rețea. Ă 

g) Bînt cazuri cînd nu interesează decit o parte din curenţii unei reţele. 
în acest caz se elimină curenţii care nu interesează, utilizîndu-se pentru aceasta 
proprietatea de compunere a matricelor. Să presupunem că matricele reţelei 
date au fost descompuse după cum urmează : 


. 3” E] o Ad = 
W= ZI 


n MEA] 
ză 


[23] [2] 


Ecuația matriceală a reţelei poate fi scrisă 


TI _ Ee E, 
BmAARG 


de unde se deduce: 
[e] = [2] i] + [Z] [is] 
[e3] = [24] [i] + A] is]. 
Pentru a elimina grupul de curenţi [is i 
j mrenţi [ia] din aceste ecuaţii, se procedează 
Ea poor, in metoda eliminării : din relația a doua se a È |, OERA S 
uce în prima ecuație a sistemului și se obţine, după efectuarea calculelor, 


[64] — [241 (Ze (es) = (UZ — UZ UZ ZN i; 
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punind 
Ip [e] = [ei] — [ZA]: (ZA 1-a] 
şi 
[2"] = [2] — [22]: [Z117 [Z5] 
se obţine 


[e] = (2). [i] (2.144) 


o ecuaţie de tipul (2.135), care rezolvată în raport cu [i] dă curenţii căutați, 
fără a ne mai preocupa de ceilalţi curenţi din reţea. 

„Singura grijă care trebuie avută la efectuarea acestui calcul este ca, atunci 
când se descompune matricea [Z], matricea [Z',] să fie o matrice pătrată, pentru 
a i se putea calcula matricea inversă. 

OBSERVAȚII: 1. În cazul cînd expresia (2.144) conţine ea însăși mai 
multe variabile din care urmează a se elimina o parte, operaţia de mai sus se 
poate repeta. 

2. Calculul mastricelor inverse poate fi evitat dacă se elimină necunoscutele 
una cîte una, deoarece — în acest caz — matricea [Z] se reduce la un singur 
element. Operația necesită însă mai mult timp. 

3. Pentru a conduce calculul mai departe, trebuie să se cunoască consti- 
vuţia elementelor rețelei şi mai ales să se precizeze scopul urmărit. Acestea depind 
de modul de funcţionare al rețelei electrice, curent continuu, curent alternativ, 
regim permanent, regim tranzitoriu, expresiile impedanţelor, forţelor electro- 
motoare şi ale curenților avînd forme de exprimare diferite în diversele cazuri ; 
ele vor fi indicate la capitolele respective ale lucrării. 

În cazul curentului continuu, la funcționarea unei reţele în regim perma- 
nent, problema se reduce la rezolvarea unui sistem de ecuaţii liniare între 
numere reale. 

Metoda, este extrem de avantajoasă în cazul rețelelor complicate și cînd 
se dispune de maşini de calculat adecvate. 


2.4.4.6. Interconeetarea reţelelor în metoda buelelor. În cazul unei reţele 
complicate nu este necesar să se înceapă studierea ei de la o rețea primitivă, 
formată din elemente simple. Se construiesc nişte reţele primitive, constind 
din elemente din reţeaua dată, care se pot studia mai uşor şi care apoi se conec- 
tează între ele în așa fel, încît să se obțină reţeaua dată. 

O altă problemă o constituie realizarea de reţele noi din elemente deja 
studiate. 

Operaţiile acestea, de combinări de reţele — fie în cazul studiului unei 
rețele date, fie în cazul realizării unei reţele noi — se pot numi sinteze de circuite 
electrice, Operaţiile de sinteză de circuite electrice constituie unul din marele 
avantaje ale metodei matriciale de a utiliza în mod permanent calculele deja 
efectuate, 

Studiul unei reţele complicate se mai poate tace şi făcînd analiza cireuite- 
lor, operaţie care constă în a separă rețeaua într-un număr oarecare de circuite, 
care urmează a fi studiate separat, după care se intereonectează în locurile unde 
au fost separate, Pentru realizarea acestei operații se cer anumite precautii. 
Studiul analizei circuitelor electrice face obiectul a numeroase memorii * şi 
nu se face în această lucrare, 


* Vezi [112, 234], 


R, şi Ra (tig. 2.57), care mu fost studiate în 


ură pina ] şi [ù] pentru rețeau 


ealabil Şi la care se cunosc matricele respective [e], [Z 


preal 
i i Tù] pentru reţeaua a doua. j 
oN RAN UAN de jena Ra ale acestor două rețele sint 


[le] = [2] [i] 
[ea] = -+ [Zal: [ia]. 


Ansamblul acestor reţele poate fi 
exprimat de asemenea printr-o singură 
ecuație matriceală de funcţionare, întocmai 
cum se exprimă funcționarea unei reţele 
primitive formată din circuite indepen- 
dente. Această ecuație este 


[e] = [Z]: [i], 


în care 


R | la] 
Re | [ez] 


R ahidi eA KAI 
s Z — 1 À $ -5 1 — ă 
froot za tal 


le] = 


presupunînd că între cele două reţele nu există vreo inducţie mutuală. 

Se interconectează acum cele 
două reţele într-un mod oarecare, 
bine determinat, obţinîndu-se astfel 
rețeaua complexă R ce urmează a fi 
studiată (fig. 2.58). 

În această reţea, care are L la- 
turi, N noduri şi S subreţele, vor fi 
B=L— N + S curenţi indepen- 
denți, care pot fi aleşi în mod ar- 
bitrar. Fie «(a = 1, 2, ...,B) aceşti Fig. 2.58. Reţea interconectată. 
curenţi. 

„ Curenţii din celelalte laturi se determină imediat cu ajutorul primei teoreme 
d porno şi se găsește astfel repartiţia diverșilor curenţi în laturile reţelei 
Matricea de conexiune [0] se determină în mod obişnuit, seriind vechii 


curenți în funcție de noii curenţi ; matric ci i și 
C ; cea de conexiune poate fi şi ea descom- 
pusă în două submatrice, sub forma i 


care în general nu coincid cu ma 


primitive alese, tricele de conexiune individuale ale reţelelor 
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Pentru calculul mai departe al rețelei interconectate care se studiază, se 
aplică regulile generale de calcul indicate în paragraful 2.4.4.5, obținindu-se 
toate elementele rețelei. Astfel, dacă se notează cu [e], [Z] și [1] matricele 
noii reţele, se obține: 


[e] = [0] [e]; [Z']= [0] [Z]-[0]; [le]=(ZI-li] 
şi rezultă 
[i] = [Z']-[e']; 4] = [0]-[5]; [UL] = [e] — [Z]: [i]; 
P = [e] W]. 
OBSERVATIE : Se poate ţine seama de faptul că matricele inițiale ale 


reţelei interconectate sînt matrice compuse, ceea ce ușurează calculul. Se obţine 
astfel 


Ba a ea 
[e'] = | [0]; | KA |- R, B = [0] la] + [C2] [e] 
şi 
Ie di 
Ri a RAZA] R,| [04] 
[Z'] = | [0], | CAR RR [Z] Jal CC 


=> KOI [2]; [02] AF [02]: [Z]; [C2]. 


2.4.4.7. Exemple de aplicatie. 1° Pri- 
mul exemplu de aplicaţie*. Dîndu-se re- 
țeaua din figura 2.59 în care 


R,=19; ii = OAD MADIO, 
R,=69; R, =29Q; e= = 220V. 
Se cere să se determine : 
a) curenții din diversele laturi ; 
b) puterea absorbită în rețea ; 
k c) diferența de potențial la bornele 
fiecărui element, 
Rezolvarea acestei probleme se face aplicînd în întregime regulile enunțate 
în paragraful 2,4,4,5. 
TA Reţeaua are B = 5 F 3 + 1 = 3 curenţi liberi, Fie EA aceşti curenți, 
ora le dăm un sens arbitrar în schema rețelei, Scriind curenţii din laturile 


Fig, 2.59. Reţea electrică de studiat. 


* S-au Juat exemple simple de calcul pentru a putea fi verificate şi pe alte căi. 


vețelei în funcţie do aceştia sô obţine 


dat 
it 
S= te 


= 


bt 


Matuicele forţelor electromotoare şi ale impedanţelor reţelei date sint 


a b c d f 


PUTRE a 1 ME 

b b wE N 
le]=e| WV; Hie ay 5 Q. 

a | 220 EES 6 

f |220| ï 2 


Matricele forțelor electromotoare şi ale impedanțelor noii rețele se deduc 
din acestea prin aplicarea relaţiilor (2.134) şi (2.136). Se găseşte 


T po E RU 
p | 220 pl al 2 
[e'] = q V; Pl=a 2| s8| 5|2. 
r | 220 r 5 7 


Curenţii din rețeaua transformată se calculează cu relația (2.141). Pentru 
aceasta este necesar să se calculeze inversa matricei [Z']. Se găseşte 


E m pa 
i pl sil 14| 10 
(ZI: = aaa] 56| —40 |S. 
r 10 | —40 60 
Rezultă 
PR i ii? i 
p| 31]—14] 10) p]220| pl aa] 
[4] = RE a BAC 1 9 P| 41 | 
220 q T14) 56 — 40 3 q Sig —54 A 


DE 


r| 10l- 20| r[220| +|70 
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De aici se deduc: 
a) Curenţii din latura reţelei, cu relaţia (2.132) 


p q r 
a lyi i a |—54 
ST IRI ae A ac 
| [i] = e i | | da |Es Size o alte) | A 
facea papa | ID | | 010 Terei 
Chhai i d| 41 
Î | 1 Ja | 70 
at b) Puterea absorbită de reţea, cu ajutorul relaţiei (2.133) 
2 
iP. aj 24 420 W 
j 70 
| e) Tensiunea la bornele fiecărei laturi, cu ajutorul relației (2.142) : 
a 
| a li ta”! 
e | b | | b zi 
| [U] = e | C 
| d|220| d 
| f |220| f 
| 
| 2° Al doilea exemplu de 
aplicație. Fie de studiat reţeaua 
a cărei schemă este dată în 
- figura, 2.60,a. Pentru rezolvarea, 


| œi alegem reţelele primitive din 
| figura, 2.60,b şi e, care se rezolvă 
in prealabil. Astfel, luînd pentru 
| rețeaua primitivă R, curenții 
independenţi î* și î?, iar pentru 
| rețeaua primitivă R, curenţii ù 
Și 11, se găsește 


[i a | | 
[a] = l V; 
[ie 28) 
A o il) 
[Zi] =% |.2R E: | 
? I—RI| 2R 


(A,) (Ra) A 


b) c) 


Fig. 2,60, Rețea electrică interconectată de studiat. 
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o 
W= a | = 


aceste rețele pr 


SO d 
3h 


2R 
—2R|_AR 


0 


imitive astfel, încît să obținem schema 


N = 4, 8 = 1, deci 


lei ile t le noii reţele sînt Z = 5 ZA 
rețelei date, relai e ce KERNE i gi 4 (fig. 2.60, a). Seriind vechii 


Interconectind 
B=3 Algem rti independenţi î”, 
curenti (curenții 
Tar 
Part 
= şi rezultă [0] 


Pentru reţeaua înterconectată avem 


s | 
ele] 
ga = p TZ = 
le] Ă a MA şi [Z] = 
d 


Aplicînd relaţiile (2.134) și (2.136) se 


m) E 
el=a) E |V şi [Z]= 
h | E 


din rețelele primitive) în funcţie de noii curenţi, se obţine 


m n k 


o 20] II 
-A OD =] t0], 
, eS | | [021| 
a| -1| -1 
a b c d 
Dpr ERIE | 
b ER R | la. 
0 $ 3R|—2R| 
d _|—28| 48| 
găseşte 
m n k 
m| 6 5 | 2 
nj 5 alg PRI 
EAE 


Din ecuaţia (2.135), de funcţionare a reţelei, se deduce valoarea curenților 


din buclele reţelei cu relaţia (2.141) şi apoi 
Este necesar să se calculeze inversa matricei Z’. Se găseşte 


curenţii din laturi cu relaţia (2.132). 


IA] 2,| 


ea SE E A TA c 
TA = E EG 
25 R o 
—2| —2! 11 
şi curenții ciclici independenţi 
isk o m m k 
mi”) MAEN e: 
i B, E i 11| —2| mia i i m|) 
T În tig | = 4 — = [2 
| Tak IA | 14| —2| "nai cz pa BI ea 
k |i k | —2| —2| 11 ki îi ji 
L v k E | 


St z 


aa 
Ci 
nii 


32). 


„Pentru determinarea curenților din laturi va trebui să se determine in 
realabil expresia acestora în funcţie de curenţii 5”, i” gi î* pentru a găsi matricea 
- de conexiune corespunzătoare. 


Se găseşte 
m m k 
Si 1 il 
=" 2 1 
i =i şi [0] =3 Ll» 
SU ae AD 23 Şt 4 E e | eri 
5 = în 2 în EN EI Sa | 
de unde rezultă : 
Mm n k 
ait iji AL al ij 
9 |42 2 1 m| 1 2 1 
j d ROBIE E La: 
= 3|= — = —— A, 
[i] = 3.|â2|=a IN elum lR 
aAA A —1| —1|—l k|T| 4| —9 
DNAS ial 5 2 
Puterea disipată în reţea, este 
mn k m|il 
TA —| 1 E 9 E? 


r [7] 


OBSERVAŢII: 1. Metoda se aplică în acelaşi mod oricît de complicată 
ar fi rețeaua de studiat; și oricîte reţele primitive s-ar lua. 

2. Problema se poate pune și sub forma unei sinteze de reţele : fiind date 
reţelele R, (k = 1,2,...n), pentru care se cunosc matricele [e,] şi [Za], să se 
studieze reţeaua obţinută prin interconectarea acestor reţele într-un anumit 
mod bine determinat. Rezolvarea este aceeași ca şi în cazul examinat mai înainte. 


2,4,5, METODA PERECHILOR DE NODURI. PRINCIPII DE CALCUL 


2.4.5.1. Matricea de conexiune. În metoda perechilor de noduri“ calculul 
curenților din laturile reţelei active date se tace înmulţind diferența de potenţial 
la bornele fiecărui element; al reţelei cu admitanţa corespunzătoare. Deci neou- 
nogcutele problemei sînt; tocmai aceste diferențe de potenţial, al căror număr 
este egal cu numărul L al laturilor reţelei. 
„Determinarea acestor diferențe de potenţial se poate tace cu ajutorul a 
P diferenţe de potenţial independente, arbitrar alese, numărul P fiind dat de 
ecuația topologică (2.71) 
P=N-—Ñ. 


+ Vezi 2.3,8, 


17 ~- 0.298 


i rnele 
pa en oy [au etate iau 
i datei cu Pa (A To otențis i iderate drept 
oa a T See île diferenţe de potenţial D pi dale 
mia tele unui tensor monovalent, primele în Panin ni aice 
S perechilor de noduri, trecerea a la E T Sr eae T e ET 
i i i e de sistem de referință, poa 
sonigae asa NO oaie un tensor covariant, această transformare este 


nită de relația e K) En 


(j= 1,2,- <- D) (2.145) 
(= il Pi op) 


Tensorul K} este tensorul de transformare şi ecuația (2.145) este ecuaţia 
iniți tui tensor. e 4 j 
= Ma obține diferenţa de potenţial la extremităţile unei A (i 
poate aplica teorema a doua a lui KIRGHHOFE unui circuit închis care să i p, Aa 
diferențele de potenţial independente ; în aceste condiţii determinarea 
lor de potenţial se face cu ajutorul ecuaţiilor algebrice 
B,- SEE 
(j F 1,2,- - D) (2.146) 
(a= 1,2,- P) 


în care coeficienții Kà pot avea una din, valorile 0, + 1, aceasta depinzind de 
sensul arbitrar atribuit diferențelor de potenţial la bornele laturilor și a acelora 
arbitrar alese : valoarea zero apare numai acolo unde latura respectivă nu face 
parte din bucla aleasă. i 

În aceste condiții ecuația matricială a sistemului (2.146) este 


[E] = [KE] - (E). (2.147) 


Matricea [K] se numeşte şi în. acest caz matricea de conexiune şi este iden- 
tică cu matricea tensorului de transformare ; determinarea, acestor două entităţi 
matematice se va tace deci în acelaşi mod. Procedeul este, în consecință, acelaşi 
ca în cazul metodei buelelor* : elementele matricei de conexiuni sint coeficienţii 
necunoscutelor sistemului de ecuaţii (2.146). j 

Şi în cazul metodei perechilor de noduri, dat fiind că în, general P < L, 
matricea de conexiune este singulară şi deci nu are inversă: transformarea 
respectivă este singulară. 


u 


2.4.5.2. Matricele necesare în metoda perechilor de noduri şi formulele 
de transformare. Dacă G; (j = 1,2,..., L) sînt conductanţele proprii ale la- 
turilor reţelei și J* (k = 1,2,..., N) curenții care se injectează în nodurile 
rețelei și care pot fi fie curenții care alimentează rețeaua, fie curenții de scurt- 
circuit ai surselor din reţeaua dată**, se pot construi matricele [G] şi [J |, prima 
— matricea de admitanță — fiind o matrice pătrată, nesingulară, a doua fiind 
o matrice coloană. Dacă se construieşte şi matricea diferențelor de potențial 


la extremitățile laturilor rețelei date, se obține iri ă 
s matricea coloană [E]. Dă 
reţeaua dată, și în acest caz nu este permis să se scrie pi tale 


[J] = [6] : [2] 


* Vezi 2,4,4.3, 
«5 Vezi 2.3.8, 


această relaţie reprezentind curenţii reali din laturile rețelei și nu curenţii 
injectați în noduri. 


Postulind şi în acest caz invarianța puterii sub forma 7 
P = (1, [E], (2,148) 


unde 1 sînt curenţii din laturi şi consideriînd o rețea completă — perechi de 
noduri **, pentru care ecuaţia de funcţionare este 


H ]= [6]: LE], (2.149) 


întrucât în acest caz [J] = [I], printr-un calcul analog cu cel fâcmt la metoda 
buclelor, formulele de transformare căutate sint 


[7] = [K]; - [J] (2.150) 
[F] = [K]; [G] [K] (2.151) 


Aceste formule de transformare sînt valabile fie că transformarea rețelei este 
singulară, fie că este nesingulară***, 


2.4.5.3. Reţeaua primitivă. În cazul metodei perechilor de noduri, 
reţeaua primitivă este rețeaua care este formată din, L circuite deschise, avind 
2L noduri şi deci L perechi de noduri (fig. 
2.61), cele două extremităţi ale circuitului 


a jf 
deschis formează o pereche de noduri prin 
care intră şi iese un curent. Două noduri 
g Ez gh 


| 
la două elemente de noduri nu formează | 
o pereche de noduri. Mărimile caracteris- 
tice ale unui element din reţeaua primitivă 
necesare pentru calcul sînt G — conduc- Fig. 2.61. Reţea primitivă noduri. 
tanţele elementului, T = J — curentul care 
străbate elementul şi E — diferența de potențial ce apare la cele două extre- 
mităţi ale sale datorită trecerii curentului prin element. Caracteristica to- 
pologică a unei asemenea reţele este 


P=N-—S=L şi i3 = 
Ecuația de funcționare a unui singur element din această rețea primitivă 
este dată de ecuaţia J = G : E. Cum în această relaţie nu este cunoscut, el se 
deduce prin relația H = G~! - J. 
Pentru întreaga rețea primitivă ecuația de funcționare este 
[J] = [¢]; [E] 


adică relația (2.149); rezolvarea problemei constă deci în găsirea matricei [E] 
din ecuația (2.149) cu relația 


[2] = [6] [J]. (2.152) 
* Dacă J sint curenţii de alimentare reali injectaţi în noduri, atunci expresia (2.148 
zintă puterea reală din reţea; dacă J sint curenţii de scurtcircuit al surselor, ct edi (că AVA 


reprezintă puterea de scurteireuit a surselor, o mărime fără sens, 
** Vezi [17] pag, 83. 
*** Vezi [17] pag. 87, 


7 t atitea 
O Sa i de noduri este reţeaua care are to 

2454. sei grai din reţeaua dată, făcînd în aceon 

perechi de a tăietu ri astfel încât rețeaua să devină arborescentă (fig. 2. ). 

B-L- + 2.4.5.5. Reguli generale de a 

| 4. rechilor de 


elor prin metoda pe i 
A a pentr calculul rețelelor electrice 
' | prin metoda perechilor de noduri, cu aju- 
torul calculului matriceal, se pot da urmă- 
toarele reguli generale, aplicabile oricărei 
reţele : Hi 
a) Se trasează cu îngrijire schema 
rețelei de studiat, etichetîindu-se elemen- 
: é) tele Y**,.. -3 numerotindu-se extremită- 
ţile şi indicîndu-se sensul curenților care 
Fig. 2.62. Rejea complet perechi de noduri (b); circulă în fiecare latură. 
Baal) b) Sursele care alimentează reţeaua 
i receptoarele din reţea sînt plasate în nodurile reţelei şi sînt reprezentate prin 
i ţi — respectiv ejectaţi — prin nodurile respective, J$,. . - Căroră 
mod arbitrar semnul plus sau minus. În practică se convine să 
se (curenţii injectaţi). 
cu metoda, perechilor de noduri, o 
reţea avind surse cu ajutorul teoremei lui NORTON 
se transformă sursele de tens laturi în injectoare de curent. 
ine] Se determină numărul de perechi dente cu ajutorul 
relației (2.71) 


` 
2 


P=N-—S. 


Ea d) Se introduc în reţea tensiunile independente E. . -» numărul lor 
fiind egal cu cel al perechilor de noduri independente ; se indică sensul arbitrar 
ales al acestor tensiuni prin săgeți. 

e) Se calculează tensiunile reale la bornele fiecărei laturi în funcţie de 
aceste tensiuni independente, cu ajutorul celei de-a doua teoreme a lui KIRCHHOFF. 

f ) să deduce matricea, de conexiune [K]. 

g scrie matricea [J] a curenților injectați la noduri şi matricea [Y 
În eul cînd aceste matrice nu se pot serie direct, se recurge la a 


P Se calculează matricele [J'] şi [Y'] cu ajutorul relațiilor (2.150) şi 


Din ecuația de funcționare (2.149) 
N D1 = [Y1 E 
A= N: 
Cu aceste relații se deduce apoi 
— œ relația (2.147), tensiunea la bornele fiecărui element : 


[B] = [K]: (7) 


— curentul din fiecar ; 
din fiecare element se calculează scriind relația 


UI + W) = (FI [2] = (Y1: (KI [E] 


lor 
trar 


153) 


de unde rezultă 
II] = (PILE) W] = Y] E] ET- 9] (2.154) 


i) Pentru conducerea mai departe a calculului este necesar să se cunoască 
cum sint constituite elementele reţelei şi scopul urmărit. Procedeul este același 
ca şi cel indicat în metoda circuitelor independente*. 


2.4.5.6. Exemplu de aplicaţie. Exemplul 
tratat în cazul metodei buclelor** este mai 
indicat a fi rezolvat prin metoda perechilor de 
noduri, întrucât 


P=3—1l=2<3=8B 


Cu datele respective, transformînd re- - 
țeaua dată conform regulii cunoscute***, se Fig. 2.63. Reţeaua transformată. 
obţine rețeaua din figura 2.63. 

Punînd nodul C la pămînt, diversele tensiuni din reţea sînt cele din 
figura 2.64. 

Luînd pe E, şi E, ca tensiuni independente, se poate serie 


Ba = E, = Ea DA a PE] 
E, = Ea | 1 
B,= E; pacer ji ea 

E, = E; a | 1 
TE: PEN 


Atribuind semnul (+) curentului injectat 
în noduri şi semnul (—) curentului ejectat de 
nod (curentul care iese din nod), se obţine 
matricea curenților injectaţi la noduri 


4 a 
b b 
1 110 
[le E a ga | Au : 
d | —110 G || cat ! Fig. 2.64. Tensiunile la bornele elemen- 
A 330. f 3 telor din rețea, 
întrucît 
A 220 110 n 22 
JI === a A ȘI J! = 9 = l10 A. 
6 3 2 
* Vezi 2,4,4,5, 
** Vezi 2,4,4,7, 
wi Vezi 2,3,8, 
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|. Ice E RE 
în spaţiul perochilor de noduri matricele curenților injectaţi şi a conduc- 
tanței se Si in acestea, prin aplicarea relaţiilor (2.150) şi (2.151). Se găseşte 


110 o 3 

J]= == 

W] g g si 

şi 

[A d 
A i]! c! 51| —30 
EI RER 
: 30 a' |—30| 50 


Tensiunile independente în spaţiul buclelor se calculează cu relația (2.152) ; 
pentru aceasta este necesar să se calculeze inversa matricei [4]. Se găseşte 


c GP 
+] 50 | 30 
e= e 
55 d'| 30 | 51 
Rezultă, 
0! d! 
1] 50 | 30 „s ; 
iza  € 100 ce S| a 80 |, 
55 d'130 |51 9 Pl a cls |" 


Se deduce acum, 
__— aplicînd relaţia (2.147), tensiunile la bornele fiecărei laturi 


EKO d' 
a 1| —1 a | 54 
b blaa 27) b | 26 
a arsa -| 0 >] Soane 
[2] = o 1 S DIET te 
zei pe] Qi 20 atita 
(tă [ai — 4|36 
J AEN 


ne~ 
şte 


| 


— aplicind relaţia (2.154), curenţii din laturile reţelei 


a| 30 a| 54 CZE IT dac la 54 
snap Za RN pa Ra 
Pa | loja [ej la 
d 5 d| 26 aj] a] a 
p Basea A A A ET 


semnul (—) care apare în fața curentului J’ arată că el este contrar tensiunii F, 
al cărei sens a fost luat arbitrar. 


2.5. SISTEME DE CIRCUITE ELECTRICE NELINIARE ÎN CURENT 
CONTINUU 


2.5.1. GENERALITĂȚI 


Funcționarea unei rețele electrice de curent continuu trebuie să satisfacă 
întotdeauna cele două teoreme ale lui KIRCHHOFF. Dintre acestea, teorema a II-a, 
exprimată prin relația (2.74) 


DE = RI 


dă legătura dintre elementele constituitive ale rețelei — surse, receptoare și 
conductoare — și curentul ce circulă în reţea. În această ecuaţie parametrul R 
este în general constant. În acest caz, în conductoarele respective, studiul 
curentului electric se face considerîndu-se legea lui Onu aplicabilă, ceea, ce echi- 
valează cu ipoteza că în aceste conductoare există o proporţionalitate între 
densitatea, curentului electric în mediul conductor și intensitatea cîmpului 
electric respectiv, exprimată prin relaţia diferenţială (2.20) 
= yE, 
sau prin relația integrală (2.11) 


U=RI. 


În conductoarele metalice, această lege se realizează cu destul de mare 
precizie, din care cauză grupa metalelor dă categoria de conductoare numite 
liniare. Celelalte corpuri solide dau, în marea lor majoritate, tot conductoare 
liniare ; în lichide, deplasarea sarcinilor electrice şi deci circulaţia curentului 
continuu are loc, cu unele excepţii, în concordanţă cu legea lui Onm. În gaze 
însă, curentul electric nu se supune acestei legi, nici chiar cu aproximaţie. 

Un conductor în care circulaţia curentului electric nu se supune legii lui 
Onm se numeşte nelimiar. 

„Există, în afară de gaze, numeroase alte corpuri care dau conductoare 
neliniare, La aceste conductoare, parametrii lor caracteristici sînt variabili în 
raport cu o mărime oarecare ca timpul, tensiunea electrică aplicată la borne sau 
curentul care le străbate, temperatura, tensiunea mecanică — pozitivă sau 
negativă — la care sînt supuse etc., fiecare dintre acestea în parte sau simultan. 
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ivi -v rezistența R, din relaţiile (2.11) 

itate şi conductivitatea y vespectiv rezistența 4e, d apa 

şi (2 i SAE OVI de starea fizică a conductorului chiar și pentru metale, 

care în general sint considerate liniare. — 3 E surle de d iție 

Alte materiale, ca anumite compoziţii ceramice, strat Do aie ohlar 
între metale şi oxizii lor, nu se supun de loc A (si şi (2.20), nic 

dițiile externe sint riguros consta €: ; 3 è 

= eitn onki elementelor de circuit electric, neliniare, trebuie considerate 


rac Dan au T d ; A d- 
arcul electric, tuburile electronice şi ionice, inductanțele cu miez de fier tu 


i regi acteristicii* etc. P 
ționînd în regiunea saturată a caract poduce, “in Sante 


` iniare ale unei rețele electrice pot ` U 
E Al aT alt , e în funcţionarea reţelei electrice**, 


i iudicii mai mult sau mai puţin grav i € c 
i oiristie neliniare ale rețelelor electrice sînt folosite pe o d 
destul de mare, la rezolvarea unor probleme importante de electrote Si 4 
Astfel, funcţionarea tuburilor electronice, funcţionarea unor montaje area 

utilizate mai ales în automatică, schimbarea statică a frecvenţei curenților 


alternativit** etc. sînt realizări care nu pot fi obţinute decît cu ajutorul nelinia- 
rității parametrilor circuitelor electrice. _ , el 
sfîrşit, folosirea pe scară întinsă a semiconductoarelor pune astă zi, 
în primul plan, problema sistemelor neliniare. Cunoaşterea acestor probleme, 
în sensul punerii lor şi apoi a rezolvării lor, cunoașterea efectelor neliniarităţii 
circuitelor şi a consecinţelor lor este o chestiune de primă importanţă în electro- 
tehnică. 
25.2. CLASIFICAREA ELEMENTELOR NELINIARE ALE CIRCUITELOR ELECTRICE 


Un element dintr-un circuit, sau chiar un circuit complex oarecare, este 
caracterizat prin dependența ce există între curentul ce-l străbate şi tensiunea 
aplicată la bornele sale : curentul este întotdeauna o funcţie directă de această 
tensiune. În general această funcţie nu se poate determina analitic ; ea se de- 
termină în mod obișnuit experimental şi se traduce printr-o curbă numită 
caracteristica volt-amper a elementului neliniar. 

Dacă la ridicarea caracteristicii volt-amper, valorile determinate ale 
tensiunii şi curentului sînt constante în timp şi independente de acesta, 
caracteristica se numeşte statică; în caz 
contrar caracteristica se numeşte dinamică. 
Spre exemplu, în cazul cînd materialele 
prezintă o inerție termică, aceste caracte- 
ristici vor fi dependente de viteza de va- 
riație a tensiunii în raport cu temperatura. 

Fie caracteristica volt-amper a unei 
rezistenţe neliniare oarecare (fig. 2.65); re- 
zistenţa neliniară este caracterizată prin 
valoarea ei care este definită în două moduri : 

_a) Raportul dintre diferența de po- 
tenţial la bornele rezistenţei neliniare şi 
curentul care o străbate se numeşte resis- 
tenja statică a elementului şi este definită 
de relaţia 


Fig, 2,65. Caracteristica volt-amper a unel 
rezistențe neliniare, R 


* Vezi 3,7. 
** Vezi 11.3, 
*»*» Vezi 9,6,3, 


b) Raportul dintro variajia diferenței de potenţial la bornele rezis- 
tentoi noliniaro pi variajia curentului caro o străbate se numeşte rezistența 
dinamică pi osto dofinită de relaţia 


Ra = lim Au = — s 
Ai-0 Al di 


Pentru un anumit punct de funcţionare al elementului neliniar, aceste 
mivimi sint diforito po caracteristica respectivă (fig. 2.65) prin unghiu- 
rilo po oaro lo faco dreapta ce unește originea cu punctul de funcţionare 
corespunzător cu axa abscisolor și tangenta la caracteristică în acelaşi punct; 


ctgo = “4 = Ry 
t4 


j = aa = . 
ctg -( X T Ri 


Rezistenţa statică gi dinamică a unei rezistențe neliniare sînt varia- 
bilo de-a lungul caracteristicii corespunzătoare. 

Pentru elementele pasive, adică elementele de circuit care nu conțin 
surse de energie electrică, avem întotdeauna R, > 0, însă R4 poate fi pozi- 
tivă sau negativă, în raport cu concavitatea curbei caracteristice; astfel, 
dacă cwba prezintă o concavitate înspre axa absciselor, curba caracte- 


ristică se zice că este ascendentă sau crescătoare și Ra >0 întrucît 5 e [+3] z 


dacă curba prezintă convexitatea ei spre axa absciselor, curba caracteris- 
tică se zice că este descendentă sau descrescătoare gi Ra<0, întrucît èE [= 7] . 


Dacă R, = R, = Const. de-a lungul întregii caracteristici, rezis- 
tența respectivă este liniară, ea putind fi constantă sau variabilă în timp. 

Ca, exemplu de element liniar constant în timp se poate considera 
orice conductor metalic ajuns la echilibrul termic; ca exemplu de element 
rezistiv liniar variabil în timp se poate considera rezistenţa electrică a unui 
microfon cu granule de căibune, a cărei valoare depinde de presiune și 
deci de unda sonoră, care este o funcţie de timp. 

Dacă R,z R, de-a lungul curbei caracteristice, elementul rezistiv 
corespunzător este neliniar, el putînd fi constant sau variabil în timp. 

Ca exemplu de element neliniar constant în timp se pot considera 
redresoarele de orice fel; în categoria elementelor rezistive neliniare şi varia- 
bile în timp intră tuburile electronice cu mai mulţi electrozi. 

E În general caracteristicile elementelor constante în timp, liniare sau 
neliniare, sînt curbe unice, unicursale, trecînd prin origine; caracteristicile 
elementelor variabile în timp sînt familii de curbe trecînd prin origine; ele 
pot fi reprezentate prin diagrame spațiale, Să 

„Pentru o rezistenţă liniară, constantă sau variabilă în timp, se poate 
aplica întotdeauna teorema suprapunerii efectelor ; pentru o rezistenţă neliniară 
ranta sau variabilă în timp, teorema suprapunerii efectelor nu este apli- 
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MENTE NELINIARE IN CIRCUITE DE CURENT 


253, EXEMPLE DE ELE 
CONTINUU 


' i călzire, La trecerea curentului 
2.0.3.1. Neliniaritatea provocată de în m e riis 


olectrio printr-un conductor, o parto sau totalitatea energie c 7 
formă i energie termică prin otetul JoULB-LENZ, Viteza de degajare a ener 
giei po unitatea do volum fiind dată de relația (2.27) 


p=37. 
 Tinnd seama că rezistivitatea diverselor materiale din care se CON= 
„struieso conductoarele este o tuneţie de temperatura de forma 


p = poll + a(0— 0o) + a (0— Oo)? + a” (0 — 0)? +- (2.155) 


rezistența însăşi a elementului este dependentă de temperatură. Rezultă 
că raportul dintre % și t variază începînd din momentul apariției curen- 
tului electric şi pînă la stabilirea echilibrului termic. Acest lucru se poate 
vedea uşor în funcţionarea unui bee electrie cu filament metalic care func- 
tionează la o temperatură de 3000°0 şi rezistența electrică a acestuia creşte, 
de la rece la cald, de circa 30—40 ori. ; 

Calculul termic al lămpilor cu incandescență cu atmosfera gazoasa 
în interior, în care căldura se degajă de la filament atît prin borne cît 
şi prin gaz, prin fenomenele de conducție, de convecție și de radiație, pre- 
zintă mari dificultăți. Dacă se face ipoteza simplificatoare că temperatura 
filamentului e ceva mai scăzută şi deci energia termică se degajă numai 
prin conductibilitate, se poate obține o caracteristică a becului cu incan- 
descență pornind de la expresia variației rezistenței cu temperatura. 

Reţinînd din relația (2.155) numai termenul de gradul Ial variației 
temperaturii, curentul absorbit de bec este dat de relația 


s u 
LA 2.156 
Ro [1 + a (0 — 09]? (2.156) 


unde « este coeficientul de variație a rezistenței cu temperatura*, 0, fiind 
temperatura mediului ambiant. 

Viteza de degajare a căldurii este proporțională cu puterea absorbită 
de becul electric, adică cu produsul u-i; în consecință, ecuaţia de echilibru 
termic a becului se poate scrie 


u:i = b(0 — 09). (2.157) 
Eliminînd pe (0 — 0,) între relațiile (2.156) şi (2.157) se obţine ecuația 


Raui? + Robi — bu = 0 
de unde rezultă** 


* Vezi 2,1.3,2. 
** În soluția ecuaţiei s-a păstrat numai semnul plus, 
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deavoltiud în sore radicalul şi păstaind numai primii trol tormeni, so obține 


` t t 
AÌ | m W => mei A, 2.158 
Ss N) (DU i ( ) 


> Din relatia (NLIS) venultă că, dacă a >0, coca co so ERAD în 


gonetal în cazul metalelor, variatia curentului cu tensiunea este mai lentă; 
dacă a 20, cum este în onaul orbus 
Delui, variatia curentului cu tensiunea 
ta este mai rapidă (Aa 2.60). De fapt 
mdieinile oxpenimentale arată că, courbe- 
le caracteristice reale sint puţin dìite- 
3) vite de parabolele cubice deduse mai sus, 
aceasta deoarece în considerațiile NA- 
cute s-a neglijat fenomenul răcirii prin 


tă radiație, care este extrem deo im- 

N~ portant, 

te Nelinianitatea datorită încălsinii 

S conductoarelor este utilizată la con- u 
0, 


sturen vrecistenjelor termice, a căror O| 40 80 180 180200 DD 280 S20 y 
caraotenistică se apropie mai mult de 
caracteristica de tipul d din figura Fig. 2.66. Caracteristica volt-amper a unei lămpi 


it X ata cu incandescență | 

re- 2.66 N care se utilizează la aparate 0) Lampi cu filament matale RAS d) Lampă cu filas 

A şi dispositive pentru compensarea va- za d dea 

ni Haţiei rezistențelor cu temperatura, la reglarea automată a temperaturii, 

tă la măsurarea şi reglarea automată a temperaturii, menţinerea constantă 
a curentului eto. 

iei 


2.5.3.2. Semiconduetoarele.  Semiconductoarele sint materiale elec- 
trotehnice care, prin proprietăţile lor de neliniaritate, au astăzi o largă 
i răspîndire în electrotehnică, Ele sînt, în general, materiale ceramice, con- 
6) stituite din diverse păminturi, cu o tehnică de prelucrare variind foarte mult 
| în raport cu calităţile electrotehnice ce se urmăresc. 
Caracteristica lor volt-amper este de forma 


nd A A 
$ = Eu: (2.159) 
ită S ; 7 i E E 
ru unde coeficientul Æ depinde în special de forma şi de dimensiunile obiec- 
tului respectiv, iar n de însuşi materialul semiconductorului respectiv, 
Rezultă dar că, pentru aceste elemente conductanța lor este 
DT) 
1 i z N= 
Q, =— =— = Ku" 
tia R a 
și 
1 [i i 
Q= — = = Enu" 
Ra qu 


Există numeroase semiconductoare cu diforito denumiri ca termis- 
torul, tiritul ete, şi cu utilizări din cele mai variate. 

Astfel termistorul — care de fapt esto denumirea generică ce se dă 
rezistențelor termice construite din materialo semiconductoare — are vti- 
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b: 


E 


! T TE 
ehnica frecvenţelor înalte pentru ofoobunton do mäsurätori alog 


i aoliniaro din wrth 
r înalte 80 utilizenză elemente neliniare dn fe 
material raclă (onrbură do siliciu) m cărui vozintonţă A pia 
S ensiunii aplicate, Pentru acest material, exponent 


0 mob "OR punzátonro 
A i orisţiea volt-ampor corenpun i 
= 3,5 iar caraotoriati i asemenea element He yodo 


t vitaten elementului ie 
Eni qi în consecinţă; curentul ce-l străbate orate J i alor 
Această proprietate a tiritoi este folosită pentru, protecţia aji "ltd 
electrice de înaltă tensiune — centrale electrice, staţii electrice ete, — h 
aparatajului respectiv împotrivă supratensiunilor de orice fel, 
luminiseontă, Aceste tuburi sint formate 


5.3.3. Tuburi cu deseăreare i 
din „pt de sticlă, umplute cu un gaz inert — de obicei neon — giin 
care sînt introduşi doi electrozi. Mărind tensiunea la bornele tubului, vario- 

curentului este foarte lentă (fig. 2.68); la un moment dat, cind h-i 
atins tensiunea p, numită tensiunea de aprindere sau de amortiaare D tubu- 
lui, între electrozi apare 0 descărcare luminiscentă, Din acest moment, 
curentul începe să crească, datorită ionizării gazului, și tensiunea scade, 
Se constată experimental că, între anumite limite ale curentului, 4 fi 4 > 
-tensiunea rămîne practic constantă. Acest fenomen face ca tuburile cu deg- 
cărcare luminiscentă să fie folosite — printre altele — în montaje pentru 


stabilizarea tensiunii. 


lizare în t 
trice. 


2.5.3.4. Arcul electric. Arcul electric se produce între doi electrozi 
“de cărbune sau, în general, între doi electrozi din care cel puţin unul se 
poate volatiliza şi poate emite electroni. 

Fără a intra în descrierea completă a arcului electric, vom aminti 
că temperatura sa este foarte ridicată (în jurul a 4800*0) și că, în spaţiul 
ocupat de arc, gazele şi vaporii se găsesc în stare ionizată. Astfel, sarci- 
nile electrice sînt transportate atît de electroni cît și de ioni, însă cea mai 
mare parte a curentului electric este determinată de fluxul de electroni. 


Fig, 2.67. Caracteristica volt-amper a tiritului 
Fig. 2.68. Caracteristica volt-amper a unui 


tub cu descărcare luminiscentă 


li n Ş . 

Ca, . mper A arcului electric este net [ ini Și cl 

racte istica yolt a U J. AU reliniară 1 anume 
ectric are numeroase utilizări cele mai i y a p i R 


jj nativ supap ù elec vi i 
și sudura electrică, ( D £ t ică ou Vapor de mercur) 
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2.5.3.5. Tuburi electronice cu vid.  Supapele electrice pot fi realizate 
şi în alte moduri, ca de exemplu cu ajutorul tuburilor electronice cu vid. 
SX considerăm un tub electronic cu doi electrozi, o diodă cu vid, folosit 
pentru redresarea curentului alternativ şi numit kwonotron (fig. 2.70). Unul 
dintre electrozi, catodul c, este încălzit cu ajuto- 
rul unei surse separate de curent, pentru a emite 
electroni. Celălalt; electrod, anodul a, are o tempe- u 
ratură suficient de joasă pentru a nu emite elec- 
troni şi este menținut la un potențial pozitiv, sufi- 
cient de mare pentru a putea capta electronii emiși 
de catod. 
Coeficientul n din relaţia (2.149) al caracte- 
ME : 3 
risticii volt-amper a unui kenotron este n = TA 
şi caracteristica respectivă este dată în figura 2.71. o i 


Ecuația 2.149 este valabilă numai în porţiunea Fig. 2.69. Caracteristica volt- 


“puternic ascendentă caracteristicii. Curentul din di- amper a arcului electric. 


odă creşte odată cu tensiunea aplicată la anod, 
atingînd o limită care corespunde tensiunii anodice 
pentru care toţi electronii emişi de catod sînt cap- 
taţi de anod; acest curent se numeşte curentul de 
saturatie. Peste această limită, oricît ar creşte 
valoarea tensiunii anodice, valoarea curentului nu 
mai crește; pentru a mări valoarea curentului de 
saturație este necesar să se mărească numărul de 
electroni pe care trebuie să-l emită catodul, ceea 
ce se obţine mărind temperatura acestuia. Fig. 2.70. Diodă. 


2.5.4. CALCULUL CIRCUITELOR ELECTRICE 
CU ELEMENTE NELINIARE 


2.5.4.1. Teoremele lui KIRCHHOFF. Teorema I 
a lui KIRCHHOFF se aplică şi în circuitele cu ele- 
mente neliniare ca şi în circuitele liniare sub forma 
dată de relația (2.72) 


21, = 0, 
pentru fiecare nod al reţelei. Fig. 2.71. Caracteristica volt-am- 
Teorema a II-a a lui KIRCHHOFF se aplică cir- panis duneiidtode 


cuitelor închise (buclelor) din rețeaua dată sub forma 
2E, = 2U, (2.160) 


pentru fiecare buclă independentă. În această relaţie, în membrul al doi- 
lea apare suma tensiunilor la bornele elementelor neliniare, dacă toate ele- 
mentele buclei sînt neliniare; în cazul cînd într-un circuit apar atit rezis- 
tenpe neliniare cît gi rezistenţe liniare, membrul al doilea conține atit suma 
tensiunilor la bornele elementelor neliniare, cât şi suma produselor R,T i 
reprezentind cădevile de tensiune în elementele liniare sub forma Dita 


ZB, = 2U, + DRT, 


| 
i 
Í 


ircui i Jemente neli- 
2.5.4.2. Metoda de calcul în cazul circuitelor pasive Cu ec! - 
niare. În calculul circuitelor neliniare sînt necesare atit relațiile (2.72) şi 
(2.160), cît și caracteristica volt-amper 


u = îi) 


iare din circuit; rezolva 
se face în general grafic. În cazul cînd se cunoaște ec 
ţeristicii volt-amper, se poate rezolva problema şi anali! : 
operație este extrem de dificilă întrucît apar ecuaţii algebrice 


mai mare ca trei, sau chiar transcendente. Kija 
Cea mai utilizată metodă pentru rezolvarea circuitelor cu elemente 


neliniare este metoda grafică-analitică. A 
în cazul circuitelor cu elemente neliniare nu poate da o regulă gene- 
invariabil, oricărui tip de circuit; problema 
du-se a se găsi metoda cea mai potri- 


(2.161) 


rea circuitelor electrice neliniare 
cuația (2.161) a carac- 
tic; în general această 
cu un grad 


a elementelor nelin 


rală care să se poată aplica, 
se examinează de la caz la caz, căutin 


vită de rezolvare. 
pentru care metodele de calcul obiş- 


cazul circuitelor complexe, 
nuite nu mai pot fi de folos, se recurge la măsurători sau la utilizarea 


calculatoarelor analogice sau digitale. 
În cele ce urmează se vor examina citeva cazuri simple, tip, care stau 


la baza rezolvării circuitelor electrice cu elemente neliniare. 

a) Circuite cu două elemente neliniare în serie. Fie un circuit format 
din două elemente neliniare legate în serie (fig. 2.12) şi ale căror carac- 
teristici volt-amper, u, = Fa(îa) şi ua = Fa(î2) sînt cunoscute (fig. 2.73). 
Pentru acest circuit se poate serie 

u = W + ug 


şi 
d =h = 
„Pentru a găsi caracteristica volt-amper 
a circuitului total, este suficient a aduna, 
Fig. 2.72. Circuit serie cu elemente punar cu manen ordona tele caracteristicilor 
AEA, parțiale. Avînd caracteristica rezultantă, este 
ppr acu a SE poredina valoarea curentului 
din circuit pentru orice val iunii 
; j oare a tensiunii 
| 0 aplicate la borne. 
Metoda poate fi extinsă la oricite ele- 
TTA mente neliniare sau liniare legate în serie*. 
b) Circuite cu două element iniar 
e IE , nte neliniare 
“=F (i) caute m paralel. Fie un circuit format din 
ă elem iniar X 
(île. 214) inte neliniare legate în paralel 
E la care se cunosce caracteristicile 
TON per (fig. 2.75). Ecuațiile de funcțio- 
are ale circuitului sînt 


i= iti 


i 


Fig, 2.73, Caracteristicile volt-am- 
per ale elementelor din circuitul Și 
serle, 


WU =u 


* Un element liniar est 


eu 
per fiind o dreaptă, n caz particular al unui element ne liniar, carac 
3 


teristica sa volt-am- 
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Pentru a găsi în acest caz caracteristica, de funcționare a circuitului 
este necesar a aduna, punot cu punct, absoisele celor două caracteristici; 
se obţine astfel caracteristica volt-amper căutată, cu ajutorul căreia se 
rezolvă orice problemă privind circuitul. 

0) Circuite minte cu elemente neliniare. 
Pentru calculul circuitelor formate din elemente 
neliniare, legate între ele într-un mod oare- 
care, în serie şi în paralel, se pot folosi 
aceleaşi metode pentru obţinerea caracteristicii 
volt-amper a întregului circuit. Astfel, fie de 
rezolvat circuitul din figura 2.76, la care se 


cunoaște, pentru fiecare element constitutiv, Fig. 2.74. Circuite în para- 
caracteristica respectivă (fig. 2.77). Ecuațiile lel cu elemente neliniare. 
de funcţionare ale circuitului sint 

u = u + ús; Ua = Us = U; ž 


ù= itia; ùa =i. 

Problema se rezolvă din aproape în 
aproape : se rezolvă mai întîi circuitul para- 
lel, găsindu-se caracteristica, respectivă prin 
metoda indicată (sumarea absciselor); se re- 
zolvă apoi circuitul serie prin metoda indicată 
(sumarea ordonatelor), găsindu-se astfel ca- 
racteristica rezultantă. Odată cunoscută aceas- 
tă, caracteristică se poate rezolva, — procedînd . Fig. 2.75. Caracteristicile volt-amper 


în sens invers. — orice problemă privind cir- ale elementelor din circuitul paralel. 
cuitul dat. | 


Metoda, indicată se poate aplica oricărui . circuit pasiv format din ele- 
mente neliniare; evident, rezolvarea problemei devine cu atît mai labo- 
rioasă cu cît circuitul este mai complex. 


ur) 
VAQ] 
u=Ffi) 


al e, e č 


m U 
1 


urs Flè) 
Wa =F (è) 


us Fl) 


W 
Uo 
(A Èy ip è 
Fig. 2.76, Circuit mixt cu elemente Fig. 2.77. Caracteristicile volt-amper 
neliniare, ale elementelor circuitului mixt, 


2.5.4.3. Metoda de calcul în cazul circuitelor electrice cu elemente neli- 
niare active., Să, considerăm un element; neliniar pasiv lagat în serie cu o sursă 
de forță, electromotoare (fig. 2,78) ; elomentiul astilel realizat constituie un ele- 
ment neliniar activ. Se presupune cunoscută caracteristica volt-amper a alamen- 
tului neliniar pasiv, us = fli), și valoarea şi sensul forței electromotoare. Ne 
propunem să găsim caracteristica de funcționare a acestui cirouit, adică functia 
4 Wan as 2(è) 
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cuit. 


d | i abso: bit de ci îi 
cale i i TDi Ir 


H | peo 


Wah + e = Uys 


i i istica elementului 
nt neliniar Fig. 2.79. Caracteristici 
El i : neliniar activ. 


de unde sarit 
May = Uy ~ £- (2.162) 


Dacă sensul forței electromotoare coincide cu sensul orent ul e 
e > 0 și sursa ajută la trecerea curentului prin elementul neliniar ; în ac pi , 
dacă e < Un, atunci forţa electromotoare are ca efect micşorarea tensiun p | 
cate la bornele elementului. Altfel exprimat, un element neliniar activ pozitiv 
necesită o tensiune aplicată la borne mai mică decit aceea necesară unui ele- 
ment neliniar pasiv echivalent. i A 

Dacă însă sensul forţei electromotoare a elementului neliniar este contrar 
sensului curentului, atunci e < 0 și relaţia (2. 162) devine 


Va = Uy +e, 


ceea ce arată că, în cazul unui element neliniar activ negativ, tensiunea ce 
trebuie aplicată la borne este mai mare decît aceea corespunzătoare elementului 
neliniar pasiv. 

Din analiza fenomenului fizic, făcută în cele ce preced, rezultă că stu- 
diul unui circuit cu elemente neliniare active se face în acelaşi mod ca şi în 
cazul circuitului cu elemente neliniare pasive, cu singura deosebire că trebuie 
să se ţină seama şi de valoarea și sensul forţelor electromotoare care apar în 
diversele elemente neliniare ; aceasta, se face introducind în diagramă caracte- 
risticile volt-amper ale forțelor electromotoare respective şi construind apoi 
caracteristica rezultantă punct cu punct. 

PI Retru exemplificarea metodei, fie să studiem circuitul cu elemente neli- 
niare active și pasive, a cărui schemă este dată în figura 2.80 ; caracteristicile 
diverselor elemente neliniare sînt reprezentate în figura 2.81. 

Etapele efectuării calculului sînt redate în figura 2.82 : 


— Be adună forța electromotoare — e, cu tensi i 
ii | ensiunea la bor ului 
neliniar 2, ca o consecință a r ; Aaaa ann 


i A elaţiei (2.162); se obţine a Aia 
elementului activ 2 (curba 2' din figura imi t noua caracteristică a 
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CAZ, 
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gtu- 
i în 
buie 
y în 
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= so compun caractoristicilo 2° gi 3 alo elementelor neliniare cuplate 
în paralal, prin adunarom absciselor corespunzătoare unei anumite ordonate ; 
ao obține caraatonistica grupului respectiv (curba 23 din figura 2.82, b); 

== aplicind relaţia (2.162), ge obţine caracteristica elementului neliniar 
activ Z (ourba 7’ din figura 2.82,0); 


LULUK 


Fig, 2,80, Circuit neliniar complex, Fig. 2.81. Caracteristicile volt-amper ale 
elementelor circuitului neliniar complex. 


a 
Fig, 2.82, Etapele de[ efectuare a calculului circuitelor neliniare complexe. 


— Be compun caracteristicile elementelor 1 și grupul 23, prin adunarea 
ordonatelor ș se obţine caracteristica volt-ampor căutată a circuitului neliniar 
complex [courba Ua = f(t) din figura 2.82, d]. 

Motoda este generală gi so aplică oricărui circuit oricît de complex ar fi; 
problema dovine fonr to laborioasă însă gi pentru rezolvarea unui circuit mai 
complex Ho utilizează fio metoda măsurătorilor, fie aceea a utilizării unei maşini 
do calcul analogic, 
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Vata l p J lemen neli- 


niar. f unui circuit electric complex, ca ; 

Hent i, protien za aola Mii arara din ur e 
însă să arătăm că relația (2.99), , t E 

Că ia valabilă şi în acest caz, — aceasta întrucât relaţia corespunzătoare 


a fost stabilită utilizând principiul suprapunerii efectelor, care nu are aplicaţie 


în cazul sistemelor neliniare. Mei 
Fie o reţea activă complexă limiară care are un 


singur element neliniar (fig. 2.83). Să ZI dat ap z 
curentul 5, care trece prin elementul neliniar, poate fi 
descompus în doi curenţi î şi d, corespunzători læa 
două regimuri de funcţionare ale acestuia, și că, deci se 
poate scrie relația 


i=i 4i". 


“Fig. 2.83. Reţea complexă cu Din caracteristica volt-amper a elementului ne- 
sun singur element neliniar. liniar se deduc valorile tensiunilor la bornele elemen- 
zi tului neliniar ; vom avea 


rar 


"pp 


, 


Uri, Uri, u 
-cum însă r depinde de ñ, în general r + r’ pr” şi deci 
upu +u". 
Dacă însă putem aranja sistemul astfel, încît în cazul funcţionării elemen- 


tului neliniar într-un anumit regim, curentul respectiv, şi deci tensiunea la 
“bornele sale, să fie nul, spre exemplu 


=A și m =0, 
iar în alt regim de funcţionare curentul respectiv să fie egal cu curentul real 
d = 
:5i deci și tensiunea la borne să fie egală cu cea reală 
W” = lh 


atunci sistemului dat ise 


-forma poate aplica principiul suprapunerii efectelor sub 


i= +i" = 0 pi 
și 


=u Fu = 0 Fu" 


Fie doci u,, tensiunea, la bornele goner 


gol și Ra, rezistența generatorului echivalent v portului echivalent la mersul în 


ăzută prin bornele a Şi b, reţeaua 
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liniară R fiind pasivizată. În prima situaţie particulară de funcţionare, intro- 
ducem în serie cu elementul neliniar o forță electromotoare 


Cab aD 
În aceste condiții curentul care circulă prin elementul neliniar este nul 
F cly 


Să presupunem că elementul neliniar este astfel, încît pentru î' = 0 
şi uw = 0. În caz contrar deplasăm caracteristica respectivă, astfel ca această 
condiție să fie îndeplinită, cu ajutorul unei forțe electromotoare convenabil 
aleasă“ . 

În al doilea regim particular de funcţionare, în latura care conţine ele- 
mentul neliniar, o forţă electromotoare 


Lă 
Cab = Wan 


şi se pasivizează rețeaua liniară R. Prin elementul neliniar va circula curentul 
i” căruia îi corespunde, din caracteristica volt-amper corespunzătoare, tensiu- 
nea u”. 

Suprapunînd acum aceste două regimuri de funcţionare particulare vom 
avea 


e, Le =0; w Fu =ou up ri =0+ri' = 


adică se obţine regimul real de funcţionare. 


Aplicînd deci teorema lui THÉVENIN, curentul căutat, din ramura neliniară, 
este dat de relația 


A es m (2.163) 
Ra + RU) 


unde R(i) este rezistenţa elementului neliniar parcurs de curentul î. 

În relaţia (2.163) valorile tensiunii u~ şi ale rezistenței Ra, se calculează 
ca și în cazul sistemelor liniare**. Circuitul echivalent al reţelei complexe date 
devine un circuit simplu, format din elementul neliniar dat, în serie cu un ele- 
ment liniar R, și căruia i se aplică tensiunea Ua (fig. 2.84); problema s-a redus 
astfel la cazul elementelor neliniare serie***. 

În ceea ce priveşte forţa electromotoare care ar trebui introdusă în cazul 
cînd caracteristica volt-amper a elementului neliniar nu trece prin origine, 
aceasta se încadrează în reţeaua liniară R, astfel că raționamentul tăcut rămîne 
valabil, bornele reţelei Æ mutindu-se la bornele elementului neliniar propriu- 
zig. 


2.5.4.5. Calculul unui circuit eleetrie complex cu două elemente neliniare. 
Lf H y i N ` 
Ca și în cazul precedent, cele două elemente neliniare pot fi scoase la două perechi 
de borne ale unui circuit complex liniar activ (fig. 2.85). Pentru rezolvarea 


* Vezi 2,5,4.3, 
141 Vezi 2,3,7,4. 
*** Vezi 2,5,4,2, 
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i i dent: notind CU Was Și Wea 
; cireuit* so procedează că fi în cazul prece D d : 
anale a O complex cind elementele Boli re an Busole 
(rețeaua functionează în gol la cele două perechi de borne), 
colo două ramuri forţele electromotoare 

: eh = — Uan Și ba > Ya a 
| ini ă ină simultan nuli. 
t curenţii din ambele elemente neliniare să devină simui 
Sa că Ip elemente neliniare au caracteristicile respective astfel 


ețea complexă activă cu două 
elemente neliniare. 


Fig. 2.84. Circuitul echivalent Fig. 2.85. R 
al reţelei complexe active cu 
un singur element neliniar. 


că pentru i = 0 și u = 0, rezultă că introducerea acestor forțe electromotoare 
echivalează cu deschiderea simultană a celor două ramuri cu elemente neli- 
niare. În acest caz, determinarea tensiunilor wa, Şi Wa la bornele respective ale 
rețelei liniare este o problemă liniară, cunoscută. Pasivizînd reţeaua liniară 
şi montînd în ramurile cu elemente neliniare forţele electromotoare 


1 CEI 
Cab = Uab ȘI Cea S Wea 


este uşor de arătat** că circuitul dat (fig. 2.85) poate fi înlocuit cu circuitul 
din figura 2.86, în care rețeaua liniară (R) este pasivă. 
„Pentru a găsi soluţia problemei date, este necesar a se simplifică pe cît 
mai mult posibil circuitul pasiv liniar dintre cele patru borne ale sale. 
Circuitul respectiv este un cuadripol pasiv***, căruia urmează să-i determi- 
năm un circuit echivalent cât mai simplu posibil. Fie u,, Us, în Şi a tensiunile 
şi curenţii ce apar la bornele acestui cuadripol (fig. 2.87). Să presupunem că 


icd a Z; 22 Cc 
7 Na "7 Up 
/) d 


Fig. 2.87. Cuadripol pasiv. 


Fig, 2.86. Reţeaua echivalentă a circuitului complex cu 
două elemente neliniare. 


cuadripolul lucrează în gol la bornele cd; în acest caz î, = 0 şi se poate serie 
Lă . . . 
w = Ru Și w = Rodi 
* Vezi [195] vol, II, pag, 166. 


»* Prin același procedeu ca 
ȘI în 2.5.4.4, 
*** Studiul euadripolului se va face în capitolul VI, la 6.4.4 
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unde factorii de proporționalitate Ry Și Za au dimensiunile unor rezistențe 
i oare pot ti determinaţi prin calcul sau prin măsurătoare. i 
Prosupunind acum cuadripolul alimentat pe la bornele cd, și Iucrind în 
gol la bornele ab, vom avom d = 0 și 


[IL] + : + , 
m = Riia Pi w, = oaia 


unde factorii Ry Și Ray au de asemenea dimensiunile unor rezistenţe putind 
ți asttol determinate prin măsurători sau calcul. : 
Suprapunind aceste două stări de funcționare, se obţine” 


w, = Rua + Pe! (2.164) 
Ma = Rog + Roiz 


oare reprezintă ecuaţiile cuadripolului. f 
Făcind cuadripolul să funcţioneze în scurtcircuit, mai întîi pe bornele cd 
şi apoi pe bornele ab, în baza teoremei reciprocității** se găseşte că 


Riz Ta Ra 


Rezultă dar că un cuadripol nu conține decit trei parametri independenţi, 
Ri Ros Şi Ria = Rau. În consecinţă cel mai simplu circuit echivalent al unui 
cuadripol pasiv este format; din trei elemente. Schemele echivalente corespun- ` 
zătoare sînt în număr de două*** : circuitul echivalent în T și circuitul echivalent 
în m, a doua schemă obţinîndu-se din prima prin transfigurare. 

Circuitul echivalent în 7 rezultă din 
ecuaţiile (2.164) care arată că acest circuit are 
două bucle independente (fig. 2.88, a) în care 


Ru =n o 
Rap = fo Ta 
Rio = Ra = 3 


„ Cunoseind Ri, Rio și Rep, se pot deter- 
aaa astfel rezistenţele circuitului echivalent 
n 7. 


Revenind la circuitul echivalent al cir- b) 
cuitului complex dat (fig. 2.86) şi înlocuind 
cuadripolul pasiv prin echivalentul său, se obţine Fig. 2.88. Circuitele echivalente ale unui 
schema echivalentă de calcul a circuitului com- cuadripol pasiv: 
plex dat, cu două elemente neliniare (fig. 2.89). a) circuit în T; b) circuit în e 
Acest circuit poate fi acum uşor 
rezolvat prin metoda grafică 
indicată. 

Metoda folosită în acest 
paragraf poate fi extinsă şi la 
cazurile cînd circuitul electric 
complex conține 3,4,. . .laturine- 
Fig. 2,89. Circuitul echivalent al rețelei electrice active liniare. Acestea pot fi scoase în 


complexe cu două elemente neliniare, afară și circuitul liniar redus la 
ME T T 
* Teorema lul BLONDEL , Vezi 12.1.5.2. 
xi Vozi '2,9.7.2, 


BAREV ozi 8.3.3,5, 


el mai simplu*. Problema 


i- mia i so caută circuitul echivalent mp Pro 
muntii Seo e se to numărul elementelor neliniare Și sînt ca- 


se complică însă pe măsură co creg i „ele a ist i o 
i indicate nu mai pot fi aplicate Problema p 
ERIN iesea nlor succesive, care constă în a presupune unul 


rezolvată prin metoda aproximat , f ] D 
sau mai înuite elemente liniare și & încerca, diverse valori pentru a pină ce 
se obțin puncte de functionare pe caracteristicile volt-amper respective. 


2.6. CURENTUL CONTINUU ÎN MEDII TRIDIMENSIONALE 


261. GENERALITĂŢI 
în cazul unui conductor filiform, de formă cilindrică și construit, dintr-un 
material omogen, curentul continuu care se stabileşte în acest conductor are 
o valoare constantă pe întreaga secţiune a conductorului, aceasta cu atit mai 
exact cu cît dimensiunile liniare ale secţiunii drepte sînt mai mici față de lungi- 
mea conductorului ; rezultă de asemenea că, în acest caz, componenta normală 
a densităţii de curent este constantă pe întreaga secţiune dreaptă a conductoru- 
lui. Pentru un asemenea conductor rezistenţa electrică, este constantă și este 


e dată de relaţia (2.12) 


R = p 


S 


în practică apar însă numeroase situaţii în care conductoarele prin care 

se propagă curentul electric au o formă oarecare şi în general nu sînt nici omo- 

ene. Astiel, în cazul unei prize de pămînt, curentul se răspîndeşte în toate 

direcțiile în jurul acesteia; un alt exemplu îl constituie contactele electrice masive 
ale diverselor aparate electrice. 

e i în aul acestor curenți sînt valabile legea lui OHm şi cele două teoreme 


„Pentru a vedea care sînt; fenomenele care 
apar în ca zul propagării curenților electrici sta- 
ţionari în medii tridimensionale, să facem urmă- 
toarea experienţă : Pe o placă metalică de di- 
menşiuni mari, izolată în spaţiu faţă de orice 
mediu conductor, sint fixate două borne punc- 
tiforme a și b (fig. 2.90), legate la o sursă de 

„curent continuu. În aceste condiţii, va circula 
un curent de la o bornă către cealaltă, de la 
borna a către borna b, în placa metalică liniile 

Fig. 2.99 .uMonsaj experimental pentru po gureut urmînd diverse căi ce urmează a îi 

determ inerea istribușiei potenialelor determinate. Pentru aceasta se utilizează un 
pul curenților staționari OAO Si u de curent continuu, ale cărui conduc- 

c şi d, numite sonde, Aplicînd js RA ALA SURA A metalia, 
metrul va indica o diferență n Me popoto NS, yalt- 

A 2 i ] Ne; WO aces a i 

seih căii d potențial se VA măsura, i SeA puana: Sn SRA 
Plicate în cele două borne a gi b; son i NEA TAN and sondele 

AU; A ienţine apoi una din sonde fixă 


* Vezi 6,4,3, 
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muna din borno, do exomplu în b, se caută apoi pe placă toate punctele care 
au un anumit potenţial față do această bornă ; astfel, dacă se caută locul puncte- 
jor al căror potenţial osto egal cu jumătate din tensiunea dintre cele două borne, 
se va găsi dreapta caro împarte în două placa — mai exact dreapta perpendicu- 
lară po mijlocul dreptei caro uneşte cele două borne, Se obține același rezul- 
tat dacă mutăm sonda fixă în a. Procedind în 
acelaşi mod, sistematic, se pot găsi liniile echipo- 
tenţiale pentru orice valoare a diferenţei de po- 
tenţial a uneia din colo două borne și un punct 
oarocare de pe placă. Se obţine astfel un spectru 
al liniilor de nivel, sau al liniilor de potențial, 
care sînt secțiunile drepte ale suprafețelor de 
nivel sau de potențial care apar în placă şi care, 
în cazul de faţă, sînt suprafeţe cilindrice (fig. 
2.91). Soroen astfel on spectru analog cu acela 

care l-am obținut în cazul a două conductoare .. na z 
Mliformo seca cu sarcinile lineice 42%. Pro- iale E copilei pri 
cedînd ca şi în cazul cîmpurilor electrostatice, se 
pot trasa liniile de curent ale curenților ce străbat placa. 

Rezultă dar că se poate face o analogie între cîmpul curenților staționari 

şi cîmpul electrostatic. 


2.6.2. STUDIUL PROPAGĂRII CURENȚILOR ELECTRICI STAȚIONARI ÎN MEDII 
CONDUCTOARE TRIDIMENSIONALE PRIN ANALOGIE CU CIMPUL 
ELECTROSTATIC 


Să considerăm un mediu tridimensional, conductor, omogen şi izotrop, 
caracterizat prin conductanța y și care este străbătut de un curent electric 
staționar. 'Ţinînd seama de expresia diferenţială a legii lui Onu (2.20), rezultă 
că fluxul densităţii de curent, definit prin relaţia (2.2), este proporţional cu 
fluxul cîmpului electrostatic, 


Pi 


= | (n) da =| A BiadA, (2.165) 
2 2 


relație cunoscută sub numele de principiul lui OHM-RIRORHORE şi este analoagă 
cu relația (1.39) din electrostatică. i 
În acelaşi mod, rela ţia (2.7) a continuității se poate serie 


div 3 = div (yP) = 0, (2.166) 
care, în cazul unui mediu omogen, devine 
div Ñ = 0 


analoagă cu relația (1.39) în cazul unui dielectric omogen Şi a unui cimp electr 


Matic fără surse, x 


9 Vezi 1,3442, 


cimpul curenților staționari „SĂ 
W permitivității îndeplinin- 


Rezultă dar că există 0 analogie între 
cîmpul electrostatic dintr-un mediu dielectric, 
du-l conductivitatea Y, vectorul 


5= v5 


fiind deci analog cu vectorul 
D = f. 
în consecință, aplicind principiul dualității, se pot studia toate pro- 
prietăţile ar curenților staţionari prin analogie cu proprietăţile cîmpului 
electrostatic. ; A E 
Astfel, fie un mediu conductor infinit, omo- 
gen și izotrop, în care doi electrozi oarecare S, și 


CE Sa sînt menţinuţi la potenţialele onanie UA pr 
V. cu V, >V, (fig. 2.92). Suprafețele celor oi 
ee electrozi sînt suprafeţe echipotenţiale și liniile de 


curent vor coincide cu liniile de cîmp, ale cîmpului 


/ V ; x 

f electrostatic corespunzător. 

Fig. 2.92. Electrozi în mediu omo- Distribuția liniilor de curent se va deduce 
gen, izotrop şi conductor. deci, din distribuția liniilor de cîmp ale sistemu- 


lui electrostatic corespunzător conductoarelor S, 


şi S2, presupuse în echilibru electrostatic *. 
Aplicînd teorema lui Gauss și ținînd seama de relaţia (1.93) se obţine 


Q =| (Da) dA = e| (2) dA = CV, — T3) (2.167) 


unde C este capacitatea sistemului. 
Aplicînd legea lui Omm, curentul total în mediul conductor va fi 


I =| (63) dA =( (Ba) dA = Q(V, — V.) (2.168) 


unde G este conduct: cioé 
(2.168) rezultă anța mediului conductor. Comparînd relațiile (2.167) şi 


sau 


Ss (2.169) 


8 na K ierDuizăţgare. 
- are o d 
cunoscind capacitatea unui ist 


ebită, importanţă ; 
i anță practică întrucît mi 
imediat valoarea rezistenței e tu pamite, 


ondensator i 
e formă oarecare, să se deducă 
8 lve a mediului conductor cuprins 


* Vezi 1,41, 
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intre electrozii corespunzători, și invers, cunoscind rezistența electrică se poate 
deduce capacitatea condensatorului asemănător, Astfel, 

— vozistonţa unui mediu conductor omogen, cuprins între doi electrozi 
pani de ario 9 și la distanța d unul de celălalt, se deduce din relația (1.96) 
a condensatorului plan; se găsește 


e 1 1 d 
Aha Tg! (2.170) 
d 


— rezistența unui mediu conductor omogen, cuprins între doi conduc- 
tori sferici concentrici, de rază 7, şi ra (7, < 7) se obţine utilizînd relaţia (1.94) 
care dă capacitatea unui condensator sferic; se găsește 


RINE BIB bat 
Tine Tila Any Tale i (2.171) 


care reprezintă rezistența de trecere între sfera metalică şi mediul conductor 
înconjurător *; 

— rezistenţa, pe unitatea de lungime, a unui mediu conductor omogen, 
cuprins între doi electrozi cilindrici de rază rı și ra (74 < f2), se obține utilizînd 
relaţia (1.99) a capacităţii specifice 0, unui condensator cilindric, găsindu-se 


1 1 
În = E: = In Ta 
ze s2rvA iri (2.172) 
T, 
n=- 
Ti 


OBSERVAȚIE: Oricare din aceste relații se poate deduce direct, apli- 
cind relația (2,20) a legii lui Omm. Astfel, fie — de exemplu — să calculăm 
rezistența electrică a unui conductor format din două sfere metalice concentrice 
între care se găseşte o substanță de conductivitate 
electrică y (fig, 2.93), Scriind legea lui Onu 


=y H 


și înmulţind ambii membri ai acestei relaţii cu 
versorul suprafeței sferice, se obţine 


ò = yh [= m ygd V My 


* Vezi şi 2.6.6.1. 


sau, tinind seama de relaţia (2.2); 
dr 
Aur? 


-aV == 
di 


i 4 Va. 
Tntegrind de la suprafaţa. 2 către suprafața 2, în ipoteza că Ya e 
rezultă 

en ++) 
h= pasio ea (5 A 


do unde rezultă imediat 


Hn AO 
ln sea 


i 437 TaTa 


i i relaţia (2.171). ă 
cu aa Sie aie A rotoare conţin surse de torţe electromotoare, 


ţinind seama de relaţia (2.44), relaţia (2.166) devine 


div 5 = div y (Ø + F,) = 0, (2.173) 
de unde rezultă 
div) = — div (8) (2.174) 


sau, în cazul unui mediu omogen şi izotrop, 
div F = — div F, (2.175) 
2.6.3. TEOREMELE LUI KIRCHHOFF ÎN MEDII TRIDIMENSIONALE 


2.6.3.1. Prima teoremă a lui KIRCHHOFF. Să considerăm în mediul conductor 
un punct M, pe care să-l înconjurăm cu o suprafaţă conductoare X, spre exem- 
plu cu o suprafaţă sferică avînd centrul în punctul M (fig. 2.94). 

Teorema, I a lui KIRCHHOFE aplicată nodului format din cele j conductoare 
(j = 1, 2,..., n) se enunţă prin relaţia (2.72), 


Ziy = 0 G ali hap A) 


3 În suprafata X separată în mediul conductor care formează nodul dat, 
prima teoremă a lui KIRCHHOFF rămîne mai departe valabilă şi poate fi enunțată 
după cum urmează : 


Curentul total care iese dintr-o suprafață închisă imitează ă 

A - afaţă închisă, ce delimitează o porțiune 

dimir-um mediu conductor, este mul. aa 

2a Prena a găsi expresia matematică a primei teoreme alui KIRCHHOFF 
rivi gare la mediile conductoare tridimensionale, să descompunem suprafața 
4 Care înconjoară, punctul considerat, în suprafețe elementare de arie di 


(fig. 2,95). Pentru aceste suprafețe elementar i i 
. 2,9 ; ro vector cent 
poate fi considerat constant. În contormit O dentale de otont 


| ate cu relaţia (2.2) cur e 
lege prin această suprafață elementară este pe (8 o eat care 


di =n dA 
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em 


oare, 


Curentul total oaro iono din auprafaja X va ti abunol 
i ~f Fi aA (2:416) 
y 


gontorm primei tooromoa lul Kinonnonr irobulo ni flo nul, În nconte conditii, 
din relația (2,170) roault oxprosin mabomatlot n primol toorome n lul Krnonnory 
aplicată mediilor oonduotonro ildimonalonale sub forma 


f BAA = 0 (9,177) 
D 


Fig. 2.94. Nod într-un mediu tridi- Fig, 2.95, Calculul curentului ca trace 
mensional, printr-o suprafaţă, 


în care vectorul dA este consider; pe intreaga suprafată X, normal pe aceasta 
și îndreptat în afară, 

Din relaţia (2.177) mai rezultă că fluxul densităţii de curont osto conser- 
vativ şi deci cîmpul respectiv osto tără surse ; în consecință, prima teoremă a lui 
KIRCHHOFF poate fi exprimată și prin relaţia (2,7) 


div 5 =0 


2.6.3.2. A doua teoremă a lui KIRCHHOFF, Teorema a doua a lui KIRCHHOFP 
enunțată sub forma (2.75) 


ZU =0 


pentru un contur închis, poate ti transpusă uşor în mediile conductoare tridi- 
mensionale, Într-adevăr, ţinind seama do relația do dolinițio a potențialului 
electrice (1.13), această teoremă poate li enunțată după cum urmează : 

(n cimpul curenților ataționari, circulația câmpului eleotrio pe orice drum 
închis este mulă, 

Expresia matematică a tooromoi a doun alui Kironnorr aplicată mediilor 
conductoare tridimensionale rozultă imediat NI osto ; 


f TA = 0. (2.118) 


0 


Aplicind teorema rotorului, oxprosin (2,178) poate fi sorisă 


rot H = 0 
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ing 


sionale cimpul de curenţi este 


ceon ce arată că și în mediile conductoare tridimen 


N afeme dar că, în mediile în care nu se găsesc surse de forţe E ato 
cîmpul curenților staţionari este un a Hai A areni 
i irotaţional. În asemenea medii nu apar nicio la de ardie 
închise ; acestea trebuie însă să se închidă întotdeauna prin T a SE ala 
ale circuitului. Atunci cind drumul de integrare trece prin FE e gi 
cirouitului, integrala de linie a cimpului electric este ega 


electromotoare, satisfăcînd astfel a 


(2:14) BSERVAȚIE: în cazul cînd în mediul conductor tridimensional apar 
efecte electrochimice sau electrotermice, forțele electromotoare corespunzătoare 
pot fi înlocuite printr-un cîmp imprimat F, şi expresia (2.17 8) a celei de a doua 
teoreme a lui KIRCHHOFF poate fi scrisă sub forma 


$ (E +ẸĒ)ds =0. (2.179) 
0 


Relaţia (2.179) se poate aplica şi în cazul cînd drumul de integrare trece prin 
sursele de energie electrică exterioare. 


2.5.4. LEGEA LUI JOULE-LENZ ÎN MEDII CONDUCTOARE TRIDIMENSIONALE 


N S-a stabilit * că densitatea volumetrică de putere electrică, sau energia 
disipată în unitatea de timp pe unitatea, de volum, este dată de relaţia (2.27) 


p=58B. 


Expresia energiei isi 4 i -5 a . baa 
m AA CANA aa totale disipate în unitatea de timp într-un mediu tridi- 


P j (32) z (2.180) 
sau finind seama de relațiile (2.28), expresia (2.180) poate fi scrisă 


P =Í yE? dr = | p52dz. 2 181) 


T 


În cazul i 
eneral, e : 
de forță Ei general, EORR diul sea tuotor tridimensional conține surse 
sau de altă natură A prită unor efecte electrochimi PS 
— apli p La Aa mice, electroter ne 
plicând relaţia (2.44) a legii lui Onu generaliz; ctrotermice 
generalizate, expresiile 


(2,180) și (2,181) ale legii lui 
capăţă forma, gii lui JouLe-LaNZ în mediile conductoare tridimensionale 


Pa (v +B)? ar, 
| (2.182) 


Pe e i 


* Vezi 2,1,4,3, 
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246.5, CONDIȚIILE LA LIMITA, IN CIMPUL DE CURENȚI, ÎN MEDII 
CONDUCTOARE TRIDIMENSIONALE 


Utilizind analogia cu fenomenele electrostatice, se pot deduce asedio de 
trecere ale curentului staționar în cazul a două medii conductoare omogene dite- 
rite, avînd conductivităţile yı și Ya Să considerăm deci figura 2.96 analoagă cu 


figura 1.78. 
pa Tinînd seama de relaţia (2.8) și de consideraţiile făcute la 2.1.2., se poate 
serie imediat 


AS Saa (2.183) 
sau, tinind seama d> legea lui Omm sub forma 
locală (2.20), rezultă 

NEm = Vana (2.184) 
şi de asemenea 
Bu = Ep (2.185) 


Aceste relaţii se pot stabili direct, analog 
ca în electrostatică*. Din relaţiile (2.184) şi 
(2.185) rezultă, 


tgi _ Yı Fig. 2.96. Continuitatea componente- 
tg Xa ari Ya (221.86) lor vectorului densitate de curent. 


care corespunde relaţiei (1.182) din electrostatică şi reprezintă și în acest caz 
refracția liniilor de curent. 


Din relaţia (2.186) mai rezultă că dacă raportul “+ —> œ, ceea ce se 
2 
întîmplă dacă y, — 0, deci mediul 2 se apropie de un izolant, rezultă tg aa — 0 
și deci liniile de curent din mediul 2 se apropie de normală, oricare ar fi încli- 
narea lor în mediul 7**. 

Ca o consecinţă rezultă că, dacă un corp bun conductor de electricitate 
este înconjurat de un corp mai puţin conductor, acesta din urmă tinde să concen- 
treze liniile de curent. ba 

În cazul corpurilor semiconductoare, cîmpul electrostatic Æ produce în 
mod simultan atît polarizarea electrică a mediului cît şi curent de conducţie, 
astfel că vom avea în acelaşi timp 


D=: şi s= yE. 


(1 a suprafața de separație a două medii conductoare va exista deci relația 
EPn 7: GTO „o 


și relația (2.184) 
NEm = Yoluae 


* Vezi 1,5,4, 
** Acest fenomen poate apărea și în cazul supraconduotoarelor pentru care y = 00, 


k n 1 rolat 1.180) şi 
tinind senin do volaţiilo (2.20) gi (2,183), combinind relaţiile ( ) g 


UI À A e 
(2184) ronulti opta s.) e dit 
Ya Yı 


lootbr toială distribuită pe suprafața 
oină clootricii supei ficia dlatribu pei electrice. 


din electrostatică ; 


în oaro a osto donsitaton do sur b suportin i 
de soparaţie n color două modii semioonduotoare şi dator tu pe 
Această saroină osto în gonoral mică în comparaţie cu saro 


dacă 
e Ya 


N A: < ar bi i "0 
moina do po suprafata de separație dispare, E Mo OS. 
în Ai cind mediile conductoare tridimensionale sînt și sediul unor 


cîmpuri imprimate, relaţia (2.184) trebuie scrisă 


Yıl Ba + Eim) S (Haa + Ping): (2.188) 


2.6.6. EXEMPLE DE PROBLEME IN MEDII CONDUCTOARE TRIDIMENSIONALE 


2.6.6.1. Sursă punetitormă într-un mediu conductor tridimensional. 
Să presupunem că o sferă de rază rọ, confecționată dintr-un material bun con- 
ducător de electricitate — spre exemplu cupru — este îngropată într-un mediu 
conductor, de conductivitate y — spre exemplu pămîntul. Sfera de cupru este 
introdusă într-un circuit electric, ea fiind alimentată printr-un conductor 
electric izolat, curentul închizîndu-se printr-un alt electrod aşezat în pămînt la o 
depărtare foarte mare de sfera considerată (fig. 2.97). În jurul electrodului, 
din cauza simetriei acestuia, cîmpul de curenţi este radial. Suprafeţele de nivel 
fiind sfere concentrice cu sfera de cupru dată, la o distanţă r de centrul acesteia, 
densitatea de curent este 
b =-= (2.189) 


4rr? 


relație ce putea fi obținută şi prin aplicarea 
primei teoreme a lui KRCHHOFF dată de ex- 
presia (2.177). 

Este evident că, dacă curentul electric 
este adus la sfera de cupru, liniile de curent 
vor pleca din sfera de cupru, suprafața aces- 


teia fiind o suprafață de nivel; sensul liniilor 
// de curent; este invers în caz contrar. 
Zi Aplicînd legea lui Onu, s n 

Fig. 2.97, Cimpul de curenţi în jurul unul Į gea lui Onm, se poate deter- 


Ep) de, uran mina intensitatea cîmpului electric Corespun- 
zător, care este dat de relaţia i 


1 i 
N = - 5] = I 


y aryr (2.190) 


Direcția e 


împ 1 | Li ) 
l Ul esto A OBARI OU acea 
oC ou Acoou 


! a dənsită 
8e Poate calcula diferența “i 


de potent 


Ităţ îi de curent. Cu ajutorul 
ial dintre suprafața electro- 


Nor 


dului sferic şi un punct M oarecare din mediul conductor, situat la distanța r 
de centrul sferei; se obține 


i t5 noie ii PEA A 
U =f Djar =] Za) (2.191) 
OM i | | 47% i 

Această tensiune tindo către o limită finită 
cînd punctul M considerat se îndepărtează inde- 
finit de mult de electrod (fig. 2.98); limita res- 
pectivă se obţine din relaţia (2.191) în care se 
face r = œ, găsindu-se 


e mii 
AT Y To- 


3 (2.192) 


Uo 


Această limită este atinsă, cu o eroare de Fig. 2.98. Tensiunea în jurul elec- 
1%, atunci cînd trodului sferic. 


r = 100 ro. 


Tensiunea limită dată de relaţia (2.192) se numeşte căderea de tensiune la 
rezistența de trecere între sfera metalică şi mediul conductor. 
Valoarea acestei rezistențe de trecere este atunci * 


premakni; (2.193) 


AT Y To 


ea se găseşte în mod practic în interiorul unei sfere cu raza egală cu 100 ro. 

Relația (2.193) serveşte la calculul rezistenței de trecere între un electrod 
metalice sferic şi pămînt. 

Se poate observa ușor că rezistenţa de trecere nu este proporţională cu 
suprafaţa electrodului (pătratul razei rọ), ci numai cu valoarea razei, astfel că 
variaţia ei este mai lentă. 

Pentru a vedea care este ordinul de mărime al acestei rezistenţe, să consi- 
derăm ** un sol cu conductivitatea y = 102 S/m în care sînt introduse sfere de 
cupru de diverse mărimi. Rezistenţa de trecere corespunzătoare, determinată de 
relaţia (2.193), este 

roem| 5 10 50 100 


R O| 160 80 16 8 
2.6.6.2. Electrod semisierie. Tensiunea de pas. Să tăiem spaţiul care 
înconjoară, electrodul metalic cu un plan izolant, subţire (fig. 2.99) ; în acest caz, 
se poate presupune că din fiecare jumătate de spațiu 


1 5 ` 4 
se poate lua SI , fără ca ceva să se schimbe. 


Se taie acum și stera metalică cu acelaşi plan 
izolant; și, la fiecare jumătate de steră, se aduce cu- 


1 
ventiul Ti I; so îndepărtează partea de deasupra, atit 


spaţiul tridimensional oìt şi semistera corespun- 
Fig, 2,99, Electrod semisferic,  zăloare. 


* Vezi și 2,6,2, unde s-a găsit aceeași relaţie pri litate din relatia (: 
*# Vezi [161] pag, 46. aşi relație prin dualitate din relația (2,171). 


i de pămînt 


în situația că în partea de deasupra æ stratulu 


Sintem acum r 
i curentul ; 
trod semisferic de rază ro, în care 8e aduce 3 


avem îngropat un elec i 
Nici ' -a schimbat nimic, potențialul în orice punct al 
Ci anu tn af) Cui te i căderea de tensiune la Cai pi Mat, ; 
numai rezistența de trecere a devenit de două ori mai mare, 
jumătatea de rezistenţă cu care era în paralel, 

(2.194) 


= . 


2r Y To 


esea folosită pentru determinarea rezistenței de 
i cînd forma acesteia poate fi aproximata 


/ Formula (2.194) este ad 
trecere a unei prize de pămînt, atune 


intr-o semisferă. ; 4 ; 
r ie o astfel de priză de pămînt și orice punct de pe suprafața pămîntului, 


: 3 a Eh 7 d al 
situat la distanţa de unctul mediu al prizei, se produce o diferenţă de potenția 
dată de Aa oa). scriind această relaţie în funcție de căderea de tensiune 
la rezistența de trecere, se obţine 


Uou= Ve 1 an .- (2.195) 


Această tensiune este numită uneori crater de tensiune a punerii la pămînt, 
întrucât suprafața echipotenţială corespunzătoare are forma unui crater. Cunoaş- 
terea ei este necesară pentru protecţia personalului care umblă în preajma prizelor 
de pămînt. 

Astfel, în cazul unei prize de pămînt a unui stilp al unei linii electrice, 
care poate fi aproximată cu o sferă de 1 m rază, rezistenţa de trecere, dată de 
SAA GE este de CL ei un pămînt pentru care y = 102 S/m. 

n cazul ruperii unui fir al liniei și căderea lui pe stîlp, produce un 
în ee de 100 A, astfel încît căderea de ele reiuro, dată de n 
.192), este i 


U, = 1600 V. 


| 
` Se numeşte tensiune de pas, tensiunea dintre două 
i um 5 ouă puncte de pe supraifa 
e, d oale 5213 op un pas al omului. Dacă Re a 
ci tensiu j i i fi i 
defavorabil este dată de elaka a198) în ERREN, în caa cel ma 


U =1600( TEA 100 E, 
A 180 100 V. 


£ 1y 2:0038, Dublă priză de pămînt. În cazul cînd exis- 
An EN EER de potențial, se aplică principiul 
i Aan ectelor, mediul tridimensional corductor 
b presupus omogen şi izotrop, este liniar ; E 

/ z Fie două prize de pămînt it dis 
isa 3-a » Situate la distanţa ! una 
a MAN R (i: 2.100. tv opeent -I iar a doua un curent 
țialului unel prize duble, tatea acestei prize se ob i E Dr aot Adinean 
EE p zo ae SI ține făcînd suma potenţialelor 
priză în parte şi se calculează cu aju- 


i, 


N3 


* Vezi [161] pag, 46, 
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torul relaţiei (2,195), So gùsopto 
tu | i f) (2.190) 


Suprafeţele do nivel coreipunzătonire sint dato do relaţia 


U p ™ Conal. 

Sau 
N. ial E (2.197) 
mee en aen 


M Ta l 


Ufiind distanța constantă dintre colo două conductoare şi k o constantă numerică 
oarecare, sA 

Ecuația (2.197) reprezintă curbe de gradul 4, după cum se poate constată 
uşor, y i a 
~ Pentru construirea urmelor supratepelor echipotenţiale, se sei ie relația 
(2.197) sub forma 


dindu-se diverse valori 
lui k (k=0, +1, +2,- ) 
se pot găsi punctele co- 
respunzătoare unei anu- 
mite curbe de nivel prin 
intersecţia razelor res- 
pective. Se obţine astfel 
imaginea plană dată în 
figura 2.101, a sau cea 
spaţială dată în figura 
2.101,5. 

|'Pinînd seama că 
liniile de cîmp sînt orto- 
gonale suprafeţelor de 
nivel, ele se pot trasa 
cu ușurință. 

| 'Tăind acum întreg 
spaţiul printr-un plan 
orizontal izolant care 
trece prin dreapta care 
uneşte cele două prize, 
se obține astfel imaginea 
cimpului a două prize de 
pămînt situate la supra- 
fata păämintului, care ar 
putea reprezenta conduc- 
torul deîntoarcereal unui 
cirenit electric, la caro Fig, 2.101, Liniile echipotonțiale ale unei prize dubla de polaritate 
conductorul de ducere diferită 


a) Imaginea plană; b) Imaginea spațială 
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19 — c, 228 


ar fi construit dintr 
grafică). | 
Variația potenţialului 
dată în Han 2.102, 

Prob 


calcula influența pe care 0 poa 
curenţi $ 


cere pus 


l 
i 
l 
1 
l 
i 
A 


l 
l 
l 
1 
[l 


liniei de legătură a celor doi electrozi. 


plu, sistemul vedat în figura 2.103; 
cuplaj galvanic sau electric. 
Aplicînd relaţia (2.196) se obţine 


-o sirmă izolantă (spre exemp 


celor două prize de-a lun 


i în practică. Astfel, se poate 
ectrică, străbătută de anumiţi 
i care are conductorul de întoar- 
la pămînt — spre exemplu o linie 


oma, tratată are numeroase aplicaţi 
‘poate avea o linie el 


de tracţiune e u 
linii construită în aceleași condiţii — spre 
exemplu o linie simplă de telegraf. Prima pe- 
veche deprize depămint produce în cea de-a 
. doua pereche i 

de potențial care se calculează cu ajutorul 
` relației (2.196), datorită căreia poate sa 
Fig. 2.102. Variația potențialului de-a lungul apară în a d 
care poate fi adesea dăunător. Fie, de exem- 
se realizează ceea ce se numeste un 


lu o linie simplă tele- 
gul liniei care le uneşte este 
lectrică — asupra unei alte 


de prize de pămînt o diferență 


oua linie un curent parazit, 


care reprezintă forța electromotoare indusă. 
Dacă a <% l, relaţia (2.199) devine 


pa ae, 
d A (2.198) 


ee, Csi se aplică în practică. 
„Pentru exemplificare, să considerăn 
linie de tracţiune electrică de curent Caii. 
al cărei curent de pămînt este de 1 000 A situ- 
ată la distanța de 100 m de o priză de pământ 
a unei linii de telecomunicaţii. Presupunînd 
că, pentru pămînt, y = 1072 Ji 
forța electromotoare irdusă este 


Na aa 000 
27 + 1072 + 108 


Rezultă dar, că este 1 

A 1 te nec d 

dintre, prizele de pămînt ai 
În cazul a două s 

acelaşi curent, configur 
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a Re verifica întot 

ritica întotdei 
NA diverselor instalaţii, 
au mai multe prize de pămint v 
na spectrului cîmpului de curenţi 


A 1 1) Aa 
ány \ æ+ l a, 


Fig. 2.103. Prize de pămînt la sisteme 
multiple. 


S/m, prin aplicarea relaţiei 3 ă 
Im, p plicavea relaţiei (2.198) se găseşte că 


= 100 V 


auna influența reciprocă 


vecine, prin care trece 
se schimbă, În adevăr, 


dacă se consideră două asemenea prize, situate la distanța | una de cealaltă, 
potenţialul într-un punct N din jurul acestor prize este dat de relația 


Ecuația suprafeţelor de nivel se obţine pentru 
U = Const. 


şi construcţia lor se face, ca şi în cazul precedent, puniînd 


1 TE Brai 
r To l 
de unde rezultă 
a PE 
ESE E pe. 
A k pinaes 
l 


Dnd lui k diverse valori se obține 
configuraţia căutată, care poate fi 
reprezentată în plan (fig. 2.104, a), 
sau spațial (fig. 2.104, b). La distanțe 
mari de prizele de pămînt totul se 
petrece ca şi cum ar exista numai o 
singură priză de pămînt avînd o sar- 
cină dublă. 


2.6.6.4. Efectul componentei tan- 
gentiale a cîmpului de curenți. S-a văzut* 
că, atunci cînd liniile de curent trec 
dintr-un mediu bun conducător într-un 
mediu mai rău conducător (Y: > Yı) 
direcţia, lor se apropie de direcţia nor- 
malei la suprafaţa de separație; dacă 
mediul al doilea este un izolant, atunci 
componenta normală a densității de 
curent este nulă ** ; 

ò, = 0, 

; În acest din urmă caz nu există 
decit componenta tangenţială a cim- 
pului electrice corespunzător gi, ţinînd 
seama de relația (2,19), curentul elec- 
tric din mediul conductor are la supra- 
fața de separație o componentă tan- Fig. 2:104. kinna echipotențiale ale unei prize 
gențială a densității de curent, Se A nole de acadagi placate: 

Poate spune deci, că în cazul cînd al 99 1004.98 mantag nganasani 


* Vezi 2,6,5, 
** Vezi 2,1,2., relația (2.9), 


(S 
e 
j 


ilea i iz ial pe Kupra- 
mediu este un izolant curentul electric se curge tangenţial p A 

pia separație, În acesti caz, suprafeţele de nivel sint; normale pe E ea 
de separație (fig. 2.105) și întotdeauna, între două puncte de pe suprafața fa 
separație va exista o diferență de potenţial bine definită. canoin Ka ei 
diferenţe de potenţial este extrem de importantă în exploatarea staţiilor și linii- 


lor electrice unde există prize de pămint. 
Fie o priză de pămint sub forma unui 


Why V electrod sferic, îngropată la o adincime h de la 
suprafața pămîntului și la care este adus un 
curent I prin intermediul unui conductor izolat ; 
circuitul se închide apoi prin pămînt și este în- 
tors la sursă printr-un punet foarte îndepărtat. 
În acest caz liniile de curent sint normale și 
radiale faţă de suprafaţa sferică a electrodului. 
Pentru a determina condiţiile la limită, 
în acest caz se va utiliza metoda imaginilor 7. 
À A Fie deci electrodul A’ care este străbătut de 
A ial che de potenţial la acelaşi curent I ca și electrodul A din pămînt 
conductor şi un izolant, şi situat la distanța h de suprafața pămîntului 
(suprafaţa de separație a celor două medii) (fig. 
ară Potenţialul la suprafața electrodului A este dat de relaţia (2.199) 
şi este 


ji 
U,= la n 3) A (2.200) 
TY 


m 


Fig. 2.106. Calculul cîmpului electric pro- 
dus de o priză de pămînt adîncă. 


eee 


unde r, este raza electrodului sferi ă i 
p te raz l sferic. Această tensiune reprezintă însăşi di i 
potenţial dintre electrod şi un punct foarte în depărtat ; este pai, oa 


erea de tensiune la rezist enţa de tre Te j A a S 
d ce ın prizes de pă mint şi mediul 


Rezistenţa de trecere este 


R= — i bg RE 
ATY ro ( tan ) SA $ (2.201) 
unde am notat 


EVEz 1.3.6, 


| 
îi 
pi 
[i i 


din relaţia (2.194) rezultă A = 2, 
Rezultă dar că pentru orice adâncime de îngrepare a prizei de pământ 


Dacă ro & h, A = 1; pe de altă parte, 


e[l, 2]. 


Rezultă dar că, această rezistenţă este mai mare decit rezistenţa ce apare 
în cazul mediului nelimitat, ceea ce se datorează faptului că nu există linii de 
curent, într-o jumătate a spaţiului. | 

Potențialul într-un punct M oarecare la suprafața pămintului, situat la 
distanța œ de verticala locului unde este îngropat electrodul, se dstormină cu 


ajutorul relației (2.199) şi este (fig. 2.106) 


„i eta (2.202) 


ST Sp: 
dny Va as 


Craterul de tensiune este dat de relaţia 


21 1 
Uou = Uuo — Uuu = pem | i (2.203) 


şi variația lui este reprezentată în figura 2.107. 

Relaţia (2.203) permite şi ea calcularea tensiunii de pas în jurul unei prize 
de pămînt. ' 

Pentru a vedea cum se procedează, să 
presupunem y = 0,8 m lungimea unui pas; 
dacă priza este îngropată la h = 2 m și presu- Wyo 
punem că prin priză trece un curent 1 =100A, 
atunci relaţia (2.203) ne dă, pentru un sol cu 
7 = 1072 So, 


: 1 


Fig. 2.107. Craterul de tensiune a unel 
prize de pămînt adincă. 
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Capitolul Ill 
ELECTRODINAMICA 


34. CÎMPUL DE INDUCŢIE MAGNETICĂ 


3.1.1, FENOMENE GENERALE ELECTROMAGNETICE 


Fenomenele magnetice au fost constatate experimental — de foarte 
mult timp — prin descoperirea unor minereuri de oxid de fier, care au proprieta- 
tea de a atrage obiecte confecţionate din materiale feroase. Această proprie- 


tate fizică se numește magnetism. Corpurile care au această proprietate se zice 


că sìnt magnetizate și constituie magneții, care pot fi naturali sau artificiali*. 
Un magnet natural sau artificial, lăsat liber şi în situaţia de a se mişca, 
ia direcţia polilor pămîntului ; extremitatea care se îndreaptă spre olulnord al 
. 4 > > e 
pămîntului se numeşte pol nord magnetic; cealaltă extremitate se numeşte 
pol sud magnetic. 
E Între polii unui magnet se constată acţiuni mecanice (forţe) şi anume, 
polii de acelaşi nume se resping iar polii de nume contrarii se atrag. 
Pui gr, că în jurul pămîntului şi în jurul corpurilor magnetizate 
EES i Se izică Specială numită câmp magnetic, prin intermediul căruia se 
Cei SA DR eo Pure două corpuri magnetizate oarecare. 
a de-a doua faţă a câ ) p ie r 
tehi cuzat d A 2 4 fat câmpului, electr omagnetic, care 
| at de sarcinile electrice în mişcare — curenţii electrici — şi care se 
caracterizează prin acţiunile mecanice ce se exercită asupr „purilor străbă 
cite d ) ; C pra corpurilor străbă- 
e erenn] electric sau magnetizate. 
împul magnetic e: isi izi cin inter iul cărui : 
interacțiuil nagnetic este deci sistemul fizic, prin intermediul căruia se transmit 
à ile între corpurile străbătute de curenți electrici sau magnetizate 
a şi în cazul cîmpului electrostatic **, în cazul Se aia 
magnetic este tocmai suportul materi 7 zul spațiului vid cîmpul 
ac bataia suportu material al fenomenelor electromagnetice. 
de A JEPE KANAS) vedere istoric, fenomenele electrice şi cele magnetice au fost 
scoperite și studiate separat tur r fii ide rel ol pa ta 
a separat, natura lor fiind considerată diferită, şi aceasta 
lento p „că marinarii constataseră de multă vreme că trăs zì 
nte provocau fie slăbirea, fie distrugerea, fie schi ' pă oa 
busolelor lor, , strugerea, fie schimbarea polarității acelor 
Abia după ce î J 
; A n anul 1750 FRANK î Tic i 
RICUMANN în Rusia dovedesc ional au. £ amenos ia LOMONOSOV şi 
EN electrice, provenind din saroini A Sa au gerele nu sint altceva decit 
euvent electric —, fizicianul F. U, otrice care, se) deplasează > deci 


ABPINUS a enunțat pentru prima oară, 


Numele de magnel provi N 
Ld d provine de la minereul num gneti (le a © este A magne 
i f lidi it m etită 0 ap 
permanent ȘI care a fost gäsit în Asia Mică la agil y h a: SA AN, 


n magnet artificial este eonstit 
prelungit e MIN uit în general dintr-o bară de dl care nà 

I ERED AN cor p magnetizat, sau printr-un alt daia UR CATA, printr-un contact 
ae] 11.1, stare de magnetizare, ozi 3,2.4,3,), capătă într-o 
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în 1757, şi a fundamentat teza sa despre „asemănarea minunată” dintre forțele 
electrice şi magnetice *. ; i i 

Teoria lui AnDINUSa primit o strălucită confirmare prin experiențele 
lui CHR. OERSTED, Cate Q arătat că un curent electric exercită o forţă transversală 
asupra unui magnet învecinat (1820) **, ! 

Ulterior, în 1837, M. Faranay a interpretat aceasta, în sensul că un curent 
electric produce întotdeauna un cimp magnetic în jurul său Sha ; în consecinţă, 
cîmpul magnetic este condiționat de mișcarea sarcinilor electrice. 3 

Experiențele lui OERSTED au fost repetate de ARAGO în fața membrilor 
Academiei de Ştiinţe din Paris, în vara anului 1820. Aceste experienţe, nou~ 
tatea problemei, au stirnit imediat curiozitatea spiritului extrem de viu & lui 
A. M. AMPERE ; printr-o muncă asiduă, ìn citeva luni, AMPERE a reuşit să stabi- 
lească prin deducție — cum spunea singur şi să verifice experimental — cu 
mijloace rudimentare — identitatea, dintre magnetism şi electricitate şi să pună 
astfel bazele electromagnetismului — a acţiunii produse de un curent asupra 
unui magnet — și a electrodinamicii — a acţiunii reciproce a curenților pă dau 

Edificiul electrodinamicii a fost construit de la început de AMPERE și 
pus pe baze atât de solide, că el n-a fost clintit de nimeni şi de nimic pînă astăzi. 
Despre aceasta MAXWELL scrie următoarele 5% ; 

„Studiul experimental prin care AMPÈRE a stabilit legile acţiunii meca- 
nice care se exercită între curenţii electrici, constituie una din cele mai strălucite 
realizări ale ştiinţei. 

Pare că acest ansamblu de teorie şi de experienţă a țişnit cu toată puterea 
sa, cu toate armele sale, din creierul acestui Newron al electricităţii. Forma este 
perfectă, rigurozitatea inatacabilă, şi totul se rezumă într-o formulă din care se 
pot deduce toate fenomenele şi care va trebui să rămînă întotdeauna formula 
fundamentală a electrodinamicii“. 


3.1.2. FORŢA ELECTRODINAMICĂ DINTRE DOUĂ CONDUCTOARE PARALELE 
Fie două conductoare filiforme paralele, foarte lungi, situate la distanţa rio 


unul de celălalt şi străbătute de curenţii ù şi respectiv ĉa (fig. 3.1). Experimental 
se constată că între aceste două con- 


ductoare apare o forţă care caută să e ră rate pei ga 
apropie sau să îndepărteze cele două Ura i 


conductoare, după cum sensul curen- Via z i 

ților este același sau este contrar. fe 3 
„Prin experiențele sale A. M. 2 e 

AMPERE a stabilit că această forță 

are expresia he : —— 


dia Fig, 3.1, Forţa electrodinamică dintre două con- 


sl e (3.1) ductoare străbătute de curenți electrici, 


T 

Pa = k 
k E Lig 

Î "ana M s rorta ear $ 

rare Jia este forța care apare între cele două conductoare 
onductor pentru care se calculează forța; 
conductoa i 


i ; l oste lungimea de 

^ia distanţa dintre e 

pen ro £ Iculeaz ia a dintre cele două 

re; ihig versorul dirijat de la conductorul 1 către conductorul 2: 
Cik 


p Pie 7 i , ATEA 
n Juerarea Tentamen theoriae electricitatis et magnetismus publicată la Acad À 
( ati la Academia de 


* 
Șiiinţe din Petersburg, 
** Vezi [204], 
*** Vezi [108], 
rese Vezi [3], 
treste Vezi (182) pag, 175, 


țlonalitnto, emo dopinde de nlegeren pinten 


X „Ni vonsa opor I an 
Ro constantă universală do prop opinna nd sensl terri 


îmi de unități do măsură * 3 somnul plur corespunde 
lor este ONIAN, s ; 
în sisiemul do unităţi MKBA 


rationalizat, in care forță opte ex- 
mati in newtoni, curentul în 


pr | tul 1 
nmpori și lungimile în metri, va 
lonron constantei universale ente 
k ea E2, (22) 
Ar 


undo po este permeabilitatea vidu- 
mi în sistemul de unităţi conside- 
ppi WE, 4 
în sistemul de unităţi MKBA 
noraționalizat, valoarea constantei 
universalo este %%% 
k = uo 
undo po este permeabilitatea vidului 
în sistemul de unităţi considerat, 
Tinind seama de relația (3.2), 
expresia forţei electrodinamice în 
sistemul MKSA vaţionalizat devine 


Ho 2il, 


D= d l üm (3.3) 
= Am Tia 

Această tovţă, care apare între 

două conductoare străbătute |de 

curenți electrici, se numește forță, 

Fig. 3.2. Separator tripolar, eleorodimamică sau forţa vi, AM PÈRE. 

Da stă la baza principiului de func- 

ționare a numeroase aparate electrice (aparate do măsură, relee ete.). De 

asemenea, forța electrodinamică este o mărime care apare în funcţionarea 

multor instalații electrice și do care trebuie să so țină seama în dimensionarea 
şi alegerea acestor aparate SEWER, 

>, = % `; ; ` ` 

3: Pentru a vedea ordinul de mărime al acestor torţe, să considerăm un 

Sparaior tripolar dintr-o staţie de transformare ale cărui cuțite, în momentul 

= H Bu ibiroait sînt parcurse, respectiv, de curenţii J, = 30 KA, Ie 15 EA, 

z = 15 kA, avind sensul indicat în figura 3.2; dimensiunile separatorului sint 
e asemenea indicate în figură, 


* Mărimea keste i Fi 
pier N imo firen tă valoarea el variază odată cu schimbarea sistemului 
) mn tă è unităţi date ale celorlalte mări zie i | 

tac : celorlalte mărimi fizice, en are gură valoare 

Aaaa de Bogota Acea unităţi. (Vezi Lexicon 5, pag. 249) ice, en are o singură valoare 
anta universală kX are acer XDros inet 

ra sit ecași expresie ȘI în sistemul de unităţi CGS electromagnetic 

29 Vezi 3.1.5. 


»... Cons 
nStanta universală kar 
Mă karo aceouși oxprosle | 
A capi oxprosie şi în sistemul de unită CGS electromagnetic 


+sese Forja elè 
ctrodin À intervine 
rupătoare, bare Banica intervine m funcționarea aparatajului clectele: senaratoar 
calculul mecanic a) bobinajului t al, se dimenslonează și in raport cu această forță a parta Rt 
are ransformatoarelor electrice se face x Su i; de asemenca, 
care pol apărea între spirele Dobinajului, leetrice se faco în funcţie de forțele electrodinamice 
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i 


iii 


Ţin înd seama că în sistemul MKSA raţionalizat 


27 H 
up = 4r 10 E 


între cuţitele 7 şi 2 apare forța de repulsie 


41077 2:30.109.15-109 


Pe, = 
D n 47 200-1073 


-280 10-2 = 126 N; 


între cuţitele 1 şi 3 apare forța de repulsie 


4 10=7 2-30.102.15.102 


F. —— 
BAS 4m  2.-200-1072 


: 280 107? = 63 N; 


între cuțitele 2 şi 3 apare forța de atracţie 


F 4 10-7 2.15.102.15.103 
2 9 ma N = 
AT 200-107? 


-280-10-2 = 63 N; 


forțele rezultante pe cele trei cuțite sînt deci : 
Jih = Jig e d = E Ny în sensul spre exterior 
F, = Fıs + Baa = 189 N, în sensul spre cuțitul 3 
Jih = Jio == diio 310 No 
3.1.3. CIMPUL DE IND MAGNETICĂ 


„Să presupunem că, în cele două conductoare din figura 3.1, curentul 
din conductorul 7 este menţinut constant tot timpul cît efectuăm experienţa, 
Jar curentului din conductorul 2 îi dăm diverse valori i} (j = 1,2,..., n). 


zoro electrodinamică măsurată va avea de asemenea diverse valori, date de 
relația (3.3) 


m LA uo 2. = a é 
Fiy = + ue Fiy w (J = 1,2,..., n) (3.4) 
Notind 
be da B 
Amr 


relația (3,4) poate fi scrisă 


Pia = B iy üg (Î =] 32pe ss N) 


p ) 
a la care este supus conductorul * 


, ` p j, ste 
i, depinde de situația fizică produsă A vaii kA N 
in jur ui “i un curent electe duc 
1 1, în jurul acestuia. Ori Emid oare 

i sal că forța electrodinam “e, 
cîmp magnetic, astfel € ja electrod ate fi conai- 
apare între cele două conductoare străbătute de Soa electrici PoS nductoare 
derată ca actiunea magnetică a curentului ce sti e et 
asupra curentului ce străbate cel de-al doilea conductor. 
Mărimea definită de relația 


şi care poate ţi interpretată în sensul că, torp 
stoăbătut de curentul 
trece prin conduetoru 


jurul său întotdeauna Ul 


ja to 2L (3.0) 

Ar r 
caracterizează cîmpul magnetic produs 
entul electric în 


— sau indus — de cur 
mediul în care se găsește conductorul 
prin care trece acest curent. Această 
mărime se numeşte cîmpul de inducție 
magnetică sau numai inducția magnetică 


Fie. 33. Dispozitiv pentru determinarea induc- şi este una din componentele câmpului 
ţiei magnetice. magnetic. 
Este o mărime vectorială. 

Pentru a preciza natura vectorială a acestei mărimi să efectuăm următoa- 
rea experiență * (fig. 3.3): O bară de cupru de lungime | are capetele sale 
cufundate în două chiuvete umplute cu mercur și care au că scop să aducă curentul 
electric în bară. Bara este aşezată într-un cîmp de inducţie magnetică B — pro- 
dus de un alt curent, de exemplu — şi forța care apare se măsoară cu ajutorul 
unui dinamometru obișnuit. 

Efectuînd o serie de măsurători se constată următoarele : 

1. Forța F depinde în fiecare punct al cîmpului magnetice de direcţia 
barei în raport cu direcţia liniilor de cîmp. Dacă direcţia barei coincide cu aceea 
e ba cîmp, atunci valoarea forței este nulă. Valoarea cea mai mare & 
ret cala bţine atunci cînd direcţia barei este normală pe direcţia liniilor de 
îm p Dacă eră poiar cu a unghiul pe care în face direcţia barei cu direcția 
liniil Eron, P, e a că forța F este direct proporţională cu sina. 

2. Forţa este direct proporțională intensi i 4 

i > 7 țională cu in ensitatea curentului è; dacă se 
Snl Era Mora se schimbă şi sensul forței. 
Mo ste în ote eauna perpendiculară pe direcția barei şi pe direcția 
„n că RENO Ro e ae | 
= j mp și forța formează un si 

eripgonal drept (fig. 3.4). A istom 

„ For t ' ti x 

ţa este proporțională cu lungimea i 


Yy 


barei, 
E e 
F =k -Bil sina A 
sau alegind un sistem de unități coeront (k L) K 
P = Bil sina, (3.7) AAT al AA iti 
ducție magnetică. 


* Vezi (161) pag, 224, 


Relaţia (3.7) poate fi scrisă vectorial sub forma 
P=iixB. (3.8) 


elațiile (3.7), respectiv (3.8) sînt identice cu relația (3.5). 3 riai 
Gamon] ie Baieri magnetică este deci o mărime fizică, vectorială ; 
această mărime nu se raționalizează. 
Unitatea de măsură a cîmpului de inducţie magnetică în sistemul de 
nnități MKSA — raţionalizat şi neraţionalizat — este tesla (T)*. 
Ecuația de dimensiuni se poate deduce din relaţia (3.7) și este 


[B] = M Tri. 


În raport cu curentul care produce cîmpul de 


inducție magnetică se precizează următoarele : a 4 
1. Direcţia vectorului inducției magnetice B / 
într-un punct oarecare al spaţiului este perpendiculară e m 
pe planul format de direcţia curentului cu punctul „e PETN 
considerat. E A 
2. Sensul vectorului cîmp de inducţie magnetică, r ) \ ; 
B este dat de regula burghiului drept: sensul lui B ORS 
corespunde sensului în care trebuie rotit un burghiu N A J 
drept, pentru a înainta în sensul de curgere a curen- D 


tului electric ** care produce acest cîmp (fig. 3.6); Aoa 
liniile de cîmp ale cîmpului de inducție magnetică, 
produs de un curent care parcurge un conductor rec- = 
tiliniu, sînt cercuri concentrice, cu centrul în axul Fig. 3.6. Liniile de cîmp ale 
conductorului şi avînd sensul dat de regula burghiului cîmpului de inducție mag- 
drept ; vectorul de inducție magnetică B este tangent net cai 
la linia, de cîmp ce trece prin punctul considerat. 

În literatură, inducția magnetică este denumită şi densitate de flux magnetic. 


3.1.4. MIJLOACELE DE EXPLORARE ALE CIMPULUI MAGNETIC 


„314. Acul magnetic. Pentru explorarea cîmpului magnetice se utili- 
zează în mod curent acul magnetic. 
Un ac magnetic este un magnet artificial, lamelar, în formă de romb 


foarte alungit, care poate fi aşezat pe un pivot ascuţit sau poate fi suspendat 
de un fir cu torsiune mică (fig. 3.7). 


+ Sa : RTP x ; x SUS: Wo 
Se mai utilizează ca unitate de măsură şi weber pe melru pătrat ( N 


2 
m 
În siste ităţi CG 
$ mul de unităţi CGSelm, unitatea de măsură cores i re este g ` 
A Pera aanak t i ; alea măsură corespunzătoare este gaussul (Gs) cu relația de 


1 Gs = 10-4 T sau 1T = 10¢ Gs 


** Întrucit de multe ori este ne 


3 cesar să se reprezinte tridimension: ivers 
a REI de I ional diversele m 


a se reprezenta un curent prin secţiunea conductorului în care 
© 039) Fig, 3,5, Reprezentarea convențională a 
sensului curentului 
a) b) 


Săgeţii (fig, 3,3, a 
p r2., 4) dacă curentul y 
dacă curentul se duce spre 


ărimi din cimpul 
se notează virful 


ine inspre fața planului de reprezentare, s 
entare, sau co ii 3.5 
planul de reprezentare, pe Mei disias 2 
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ic străbătut de un 
Jul nord în 
nductor, 


directia cimpului magnetic. Astfel, Brean a 
el wt elita spre stinga în cazul cind curentul electric circulă în E i 
nord ; aceasta se explică ugor, în cazu sp 


preajmă unui conductor electric 8 
-o anumită direcţie și anume cu po 


Acul magnetic, aşezat în 
dacă acul magnetic este aşezat sub co 


curent electric, este deviat într 


zei tiv, liniile de cimp fiind cercuri concentrice și 
sensul câmpului magnetic fiind dat de regula | 
> 


2 
; MAEI burghiului drept. 
S : inînd seama de cele ce preced, se poate 
stabili sensul de deviere a acului magnetic pen- 


TER tru orice poziție relativă æ acestuia în raport 

ig 37. m 3 

ae gon cu conductorul. d j ) 
ică spiră confecționată 


3.1.4.2. Bucla de curent. Bucla de curent este o mi í 
dintr-un fir conductor foarte subțire și izolat, închisă şi parcursă de un curent 
i electric î ; pentru a nu influența funcţionarea buclei de curent, firele de aducere 


a curentului sînt răsucite strîns (fig. 3.8). 


O buclă de curent este caracterizată printr-un î 
vector, numit momentul buclei şi care se definește : =- 
prin relația z ž 
= -7 o nia n 
m, = iA =iAn (3.9) 4 A 


în care A este aria buclei şi n versorul normal la su- i 
prafaţa buclei, al cărui sens este asociat cu sensul curen- X 
tului prin regula burghiului drept. Vectorul m, este a) $ b) 
deci po noua pe planul buclei. 4 | 
acă bucla este formată din N spire supr: D 
7 aria buclei e i BASENI B 7 | 


Fig. 3.8. Bucla de curent: 


s a) bucla utilizată în practică; b) bucla 
echivalentă teoretică | 


unde fi este aria unei spire. 
ntrucît momentul buclei este ări ini 
3 o mărime finită, dacă aria b i ti 
; Y a - uclei t 
către zero (A —> 0) atunci intensitatea curentului trebuie să devină infini e 
E o). nă infinit de mare 
Experimental se constată că ă 
ă că, dacă bucla est ici i 
. . e ă 
mecanice nu depind de forma conturului buclei ia ici, olive 
să paoa Cu Ja a utilizare a buclei de curent, 
rul ci i i i 
notică +. cimpului de inducţie mag- 
E i SES 
AA = o oetal se constată că, dacă se aduce 
CC A in apropierea unui circuit elec- 
Re ătut de un curent electric şi situat în 
brio în aer), asupra buclei se vor exercita 
aci mecanice (fig. 3.9). Tot experimental se 
constată că: $ iS 


a În iocav ; A 

Ba is ST, ponat, din cîmpul magnetic 

Ñ curentu electric a Ri N 
sa a , există o directie | 
privilegiată, caracteris : direcţie | 
că, : i E d, caracterizată pr ornan E x | 
Gh AOA momentul magnetic M, este orientat în aces Ă pun versorul üa, astfel 
exercită ABUPră buclei de curent este nul : ceastă direct 10, cuplul TA care 
) 


Fig, 3,9, Bucla de curent înt 
e ntr-un 
cimp de inducție magnetică, 


* Vezi [278] pag, 181, 
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b) într-o poziţie oarecare a buclei, caracterizată prin unghiul pe care 
momentul magnetic M, îl face cu versorul üp, cuplul tinde să rotească, bucla 
căutind să aducă normala % la buclă după orientarea versorului ug ; cuplul este 
proporţional cu sinusul unghiului « și factorul de proporţionalitate este egal cu 
valoarea maximă a cuplului ; se poate scrie deci 


F = Moi X üp (3.10) 


c) cuplul maxim este proporţional cu intensitatea curentului i, cu aria 
buclei şi cu un factor care depinde de poziția buclei în cimpul magnetic; dacă 
notăm cu B,(”) acest factor, atunci 


Map = VA B,(7). 
Relaţia (3.10) poate fi scrisă, ţinînd seama de cele ce preced, sub forma 


M =iAn X upB(7). 
sau ţinînd seama de (3.9) 


M = m, x B, (3.11) 
unde s-a notat 


B = ü,B,(ř). 


Rezultă dar că, în vid, asupra buclei de curent se exercită un cuplu care 
este egal cu produsul vectorial dintre momentul magnetic al buclei, m, şi o 
mărime vectorială de stare a cîmpului, B, numită inducția magnetică în vid ¥. 

Cuplul tinde să rotească bucla în așa fel, încît momentul magnetic al 
buclei să fie paralel cu direcția locală a inducției magnetice în vid. 


Momentul magnetic se măsoară în amperi-metru pătrat (Am?), iar ecuaţia 
sa, de dimensiuni este 


[m] = I. 


3.1.5. PERMEABILITATEA MAGNETICA 


Experiența arată că un același curent T produce, într-un punct situat la o 
aceeași distanţă r de conductorul prin care trece, un cîmp de inducţie magnetică B 
a cărei valoare depinde însă de natura mediului în care se induce acest cîmp. 
Dependenţa, inducției magnetice de natura mediului este indicată în expresia 
(2.6) a cimpului de inducpii magnetice prin introducerea factorului notat cu u 
care a fost numită permeabilitatea vidului. » 

ntr-un mediu omogen și izotrop permeabilitatea este o mărime scalară 
pare caracterizează proprietăţile magnetice ale unei substanţe. Pentru o substanță 
recare, permeabilitatea se exprimă în functie de permeabili i ati, 
A £ d }: @ ji e 
relația p | p abilitatea vidului prin 
îi ai M = Ho ' Hn (3.12,) 
* Pentru a arăta că fenomenul se pe 


trece în vid, cimpul de inducție magnetică se notează B, 
d n 
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eabilitatea 


în care p este permeabilitatea absolută & mediului şi u, este perm 
ativă a mediului, | Te N 
ES EI ul permitivităţii, permeabilitatea absolută a cita pi 
sormeabilitatea vidului po sint mărimi fizice avind ecuații dimen ; 
efinite 
[ul = DMI, 

permeabilitatea relativă ueste un număr fără dimensiuni, ea fiind definită prin 
relaţia 


Valoarea permeabilităţii vidului depinde de sistemul de unităţi de măsură, 


adoptat. s cele AE 
În sistemul de unități MKSA raţionalizat, valoarea permeabilităţii vidu- 


lui este* 
Po O O 
m 


In sistemul de unităţi MKSA neraţionalizat, valoarea permeabilităţii 
vidului este 
uo = 107 u.n. MKSA. 


În sistemele de unități GGSu, raționalizat şi neraționalizat, valoarea 
permeabilității vidului este 


uo = 4m respectiv uo = 1. 


E: PETEN a arătat că între permitivitatea şi permeabilitatea vidului există 


(3.13) 


unde 
Co = (2,999 930 + 0,000 003) : 108 m/s 


este viteza de propagare a und ice în vi 
e e elor electromagnetice în vidë ` ‘acti 
se ia cu suficientă aproximaţie di Aris fo galșalele pragiice 


0 & 3-108 m/s, 
Cu ajuto 'elaţiei (3,1: Î 
pă Eor] relatiei (3.13), cunoscînd valoarea permeabilităţii vidului 
í i je > unităţi se poate deduce imediat valoarea permitivi- 


tății vidului şi reciproc, 


* Unitatea este henry d 
y pe metru, zi Sl, 
lea? Pe metru. Veni ua, 
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do 


) 


e 


pi 
j- 


Astfel, cunoscind permeabilitatea vidului în sistemul de unități MKSA 
raționalizat, se deduce valoarea permitivității vidului în același sistem 


1 F 


(Ip rap AER 
4m:9:10% m 


adică valoarea cunoscută, 


Permeabilitatea relativă u, nu este în general constantă şi valoarea ei 
depinde de starea de magnetizare a materialului respectiv. 

Numai permeabilitatea relativă a vidului este constantă și are valoarea 

cu 1 în orice sistem de unități de măsură. 

Permeabilitatea relativă este un număr pozitiv, care poate fi însă mai 
mie sau mai mare decit 1. Materialele pentru care y, < 1 se numesc materiale 
diamagnetice ; materialele pentru care p, >1 se numesc materiale paramagnetice, 
iar dacă u, > 1, se numesc feromagnetice *. 

În tabloul 3.1 este dată permeabilitatea relativă pentru unele materiale 
dia- şi paramagnetice. 


Tabloul 3.1. 
PERMEABILITATEA RELATIVĂ A UNOR MATERIALE DIA- ȘI PARAMAGNETICE u, 


| Bismut 1—160-10-6 Aer 14 0,4-16-% | 
Argint 1 —25-10—6 Aluminiu 1+ 22.107€ A 
Cupru 1 —10-10—-8 : Platina 1+4+300-10—8 
Apa 1 —9.10—6 


Rezultă dar că, în aplicaţiile practice, permeabilitatea relativă a materiale- 
lor neferomagnetice poate fi luată egală cu 1, adică egală cu aceea a vidului; 
aceste materiale se numesc şi neutre magnetic. Permeabilitatea relativă a materi- 
alelor feromagnetice se va examina mai în detaliu la 3.7.3.2. i 

Trebuie observat de asemenea, că permeabilitatea absolută este un scalar 
numai într-un mediu magnetic omogen și izotrop ; într-un mediu neomogen şi 
anizotrop permeabilitatea este un tensor de ordinul doi **, 3 


3.1.6, FORȚA ELECTROMAGNETICĂ 


ia Un conductor rectiliniu de lungime |! şi parcurs de un curent electric T 
așezat într-un cîmp de inducţie magnetică B, va fi s S ìf ice 
ii 1 i gnet A supus unei forţe m 

P dată de relația (3.8) pape 


D= IxE 


pr 


* Vezi și 3,7,3, 
eA Vezi 3,7.3,1,; 
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într-adevăr, dacă ĉr Ga Bi ĉa sint yergorii celor trei axe; relaţia (3.8) poate 
îi sorikà : 
P = (ĉl) X (ë, B) = (ĉ& X fail B = fil B. 


Sensul forței olectromagnetice se poate determina în mod practic cu ajuto- 
alma miinii stingi avind degetul 


rul regulii palmei miini atingi (fig. 3.10): pa d 
mare depărtat la 90” față de arătător, se 
agază în aşa fel, încât liniile de cîmp să între 
în palmă, iar cele patru degete să fie în sen- 
aul curentului ce trece prin conductorul con- 
iderat ; în aceste condiții degetul mare indică 
direcția și sensul forței electromagnetice. 

Pe existența acestei forțe electromag- 
netice, se bazează funcționarea unor aparate 
de măsură electrice, a motoarelor de curent 
continuu etc. 

Relaţia (3.8) poate fi aplicată şi asupra 
Fig. 3.10. Regula palmei stîngi. unui element de circuit făcînd parte dintr-un 

circuit electric oarecare, sub forma 


he 
"Tu 


ap = Id x B. (3.14) 


Rezultanta forțelor exercitată de cîmpul de inducție magnetică B asupra 
întregului circuit T va fi 


> i = rf dl x B. (3.15) 
T 


Folosind noțiunea de densitate de curent, ayem 


Idi = dA- dÌ= òd- 


și relația (3.15) se poate serie 


F=f (5 x B)d- (3.16) 


zar perte aul curent ce străbate un mediu tridimensional supus acțiunii 
BE e pr magne ic exterior. Se vede că, forța cu care acţionează cimpul B 
pra curentului de densitate 5 este perpendiculară pe aceşti vectori, formìnd 
un triedru drept, a 
Beriind relaţia (3.16) sub forma diferenţială 


şi caleulind GATENS H) As 
dF 


dT 


care exprimă densitatea de volum a fortei 
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ere Do RP ETERN e, 


en 


per o (a Fa pre 


pa Al 


Această relație osto utilizată la studiul conductoarelor electrice masive. 
Tinind seama că 


Iaz al = d 
di 


relația (3.14) se poate serie 
dF = (ò x B) dQ 


sau, integrind E, id în 
Ï = Q0 x B) (3.18) 


relație care nu este valabilă, decît dacă B este un cîmp uniform ; viteza v fiind 
presupusă constantă ea rămîne totuşi valabilă pentru o sarcină punctuală. 

Relația (3.18) are numeroase aplicații în fizica particulelor elementare. 

Acţiunea forțelor datorite cîmpului magnetic asupra particulelor elemen- 
tare încărcate cu sarcini electrice poate fi pusă în evidenţă în cazul unui flux de 
electroni într-un tub în care s-a făcut vidul *. Sub acţiunea forțelor electro- 
magnetice, electronii descriu în cîmpul magnetic anumite traiectorii. În fiecare 
punct al traiectoriei, particula încărcată este supusă unei acceleraţii, care este 
normală pe planul format din direcția de mişcare şi de direcția liniilor de cîmp. 
În cazul unui cîmp magnetic omogen, pot apărea următoarele situații : 

— dacă direcția de mişcare a particulelor încărcate coincide cu direcția 
liniilor de cîmp, atunci traiectoria particulelor este liniară, aceasta deoarece, 
conform relației (3.18), nu apare nici o forță ; 

— dacă direcția de mişcare a particulelor este perpendiculară pe direcția 
liniilor de cîmp, apare o accelerație perpendiculară pe traiectorie, a cărei valoare 
este constantă. Traiectoria devine astfel un cere al cărui plan este normal pe 
direcţia, liniilor de cîmp. În acest caz, se poate calcula atît raza cît şi durata 
unui ciclu. Într-adevăr, dacă presupunem că particula încărcată are masa m, 
atunci acceleraţia corespunzătoare este 


pe de altă parte, acceleraţia în mișcarea circulară uniformă este 
v? 
4 = — 
E 
unde r este raza traiectoriei, Comparind aceste două relaţii se obţine 


. (3.19) 
Durata unui ciclu este 


T = m = Lnr (3 20) 
și se vede că este independentă de viteza particulei ; 


C 


* Vezi [161] pag, 227, 
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— dacă particulele intră în cimpul ma 
cu direcţia liniilor de cîmp, Viteza 
componente, din care una par 
diculară pe această direcție ; se O 


anumit unghi 
fi descompusă în două 
de cîmp şi a doua perpen 
fiecare mişcare în p 


rezultantă a particulei încărcate este o elice 


a a a e RR EI 
ă 


Fig. 3.11. Traiectoria unei particule 


arte situațiile analizate mal 


gnetic după o direcţie care face un 
za, de mişcare a particulelor poate 
alelă cu direcția liniilor 
bțin astfel, pentru 
i înainte, astfel că traiectoria 
(fig. 3.11). 


Oa exemplu de mişcare elicoidală a parti- 


culelor încărcate se poate da mişcarea electro- 
care pătrund în 


nilor și ionilor emişi de soare îi tru 
cimpul magnetic al pămîntului, la care însă raza 
nu este constantă, ci se micşorează în apropierea 
polilor acolo unde valoarea cîmpului magnetic 
creşte [relaţia (3.19)], particula descriind astfel o 
elice conică ; rezultă dar că, în apropierea polilor 


încărcată într-un cimp magnetic uni- pămîntului particulele încărcate se concentrează 


form. 


Funcționarea accele 
magnetică ; în ac 
pe traiectoria cir 


Fig. 3.12, Principiul ciclotronului, 


fig, 3.13, Tensiune alternativă aplicată 


ciclotronului, 


nului și corespunde unei ac 


$ TIPE T 
- după timpul —, 


producînd lumina polară sau aurorele polare. 


ratoarelor de particule se bazează tot pe forța electro- 
est caz se utilizează faptul că durata de mişcare a particulei 
culară este independentă de viteza particulei [relaţia (3.20)]. 


Un ciclotron este constituit dintr-o cutie meta- 
lică de formă cilindrică, separată în două de-a lun- 
gul unui diametru şi introdusă într-o incintă unde se 
face vid (fig. 3.12). Un cîmp de inducţie magnetică 
B, uniform, este aplicat paralel cu axa cilindrului. La 
ambele părţi ale cutiei cilindrice se aplică o tensiune U 
al cărei sens poate fi schimbat în mod periodic, 


la perioade de timp egale cu ie tq, + fiind durata 
unui cicul străbătut de particula ce urmează a îi 
accelerată şi care este dată de relația (3.20); este 
evident că această durată depinde de natura parti- 
culei respective *. Tensiunea aplicată este o ten- 
siune alternativă sinusoidală de perioadă 7 şi frec- 
vență f**(îig. 3.13).0 particulă încărcată pătrunde 
în ciclotron în punctul A, în momentul cînd ten- 

siunea aplicată are valoarea maximă U,, şi este 

accelerată de această tensiune. După o jumă- 

tate de perioadă a curentului alternativ, adică 
particula ajunge în punctul 


9 
ra] 


A' (la tăietură) în momentul în care tensiu- 
nea aplicată are valoarea sa maximă negativă şi 
capătă astfel un nou impuls proporțional cu U 
În conformitate cu relaţia (3.19), vaza EROT 
gorie! arerio cu viteza, Viteza finală a parti- 
lei rezultă ă arcurgeri cala 

celerări datorite Mit ATAA i eS E decor 


* Electroni protoni, raze y 


s+ re "eeve 4 i i 
Între frecvență şi perioadă există relația fr = 1 
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(Vezi 412.3], 


orm relaţiei 


Viteza particulei crescînd foarte mult, crește şi masa ei, conf 
lui LORENTZ 


TM ŢI 


unde c este viteza luminii *; conform relației (3.20) creşte şi durata de 
parcurgere a traiectoriei, ceea ce are ca efect limitarea peiformanţelor ciclotro- 


nului. 
3.1.7. FLUXUL DE INDUCŢIE MAGNETICĂ 


Cîmpul de inducţie magnetică fiind o mărime vectorială, pentru vectorul 
reprezentativ se definesc în mod obișnuit liniile de câmp magnetic şi tubul de cîmp 
magnetic; aceste noţiuni se cuprind în definițiile lor generale. 

Spre deosebire de liniile de cîmp ale cimpului electric F, care sînt în general 
linii deschise, întrucît se termină întotdeauna pe sarcini electrice**, experiența 
arată că, în cîmpul magnetic, liniile de cimp ale inducției magnetice produsă 
de un curent electric staționar sînt în general curbe închise; în unele cazuri 
liniile de cîmp magnetice pot să se închidă la infinit, adică să vină de la infinit şi 
să plece la infinit. În consecinţă cîmpul de inducție magnetică nu are surse, Cores- 
punzătoare surselor cîmpului electric, care sînt sarcinile electrice. 

Un cîmp vectorial fără surse se numeşte un cîmp solenoidal ; în acest caz 


div B= 0 (3.21) 


O relaţie analoagă am găsit şi în cazul curenților electrici staţionari care 
de asemenea nu au surse ***. 

Prin definiție fluxul magnetic al cîmpului de inducţie magnetică este dat 
de relația 


o =f B-n dA (3.22) 
2 


în care dA este elementul de arie al suprafeței & prin care se calculează fluxul 
iar 7 este versorul elementului de suprafață, cu sensul obişnuit acceptat. 
Relaţia (3.22) defineşte, în general, fluxul inducției magnetice printr-o 
suprafață oarecare ; în practică se întîlnesc des următoarele cazuri particulare : 
— a fiind unghiul dintre versorul normalei la elementul de suprafață şi 
vectorul B, dacă « = 0, atunci din relaţia (3.21) rezultă *55* 


að = Bn dA = BdA 


Eer dacă « = 0 pentru orice punct al suprafeței şi B este constant (cîmp 
e inducţie magnetică uniform), atunci din relaţia (3.21) rezultă 


D =f BA = | BAA = BA 


y 


E Vezi 31,5, 
+ Vezi 1,1,6. 
„ase Vezi 2,1,2, relația (2,7), 
Se justifică astfel denumirea de densitate de flux dată cimpului de inducție magnetică 
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care nu se rapionalizează. În pena de 
fluxului magnetic este eber-ul ( a gi 
caro, prin anularea liniară a lui D imp 
o-l îmbrăţişează o forță electromotoare 


Nuzul magnetic oste 0 mărime 
unităţi MESA, unitate do măsură îi 
osto detinită * cn fiind fluxul magnetic 
do o secundă, produce în spira unică cal 
Rt itat de măsură pentru fluxul magnetic 


în sistemul de unităţi OGS uo, unitatea 


este mazeoell-ul (Mx). Relaţia de legătură între weber şi maxwell este 


1 Wb = 108 Mx sau 1 Mx = 108 Wb. 


Rouaţia de dimensiuni a fluxului magnetic este 


[0] = LM _ TI. 


Fluxul magnetic este un fluv conservativ ; aceasta rezultă imediat din 
aceea că inducția magnetică este un cîmp solenoidal, fără surse. În consecință, 
fluxul magnetic prin orice suprafață închisă este nul 


$ Bnas=0 ` (3.23) 
2 


Relația (3.23) exprimă legea fluxului magnetic. 

Relația (3.23) se poate deduce direct din relația (3.21); într-adevăr, 
înmulțind-o cu elementul de volum dr şi integrînd pentru tot volumul 7, 
aplicînd apoi teorema divergenţei, se obține : 


| div Z dz =g Baa=$ BEMA 
T 2 


2 


Problema continuității liniilor de cîmp magnetic — și deci a fluxului 
oeuetic conservativ — trebuie examinată în mod special, în cazul cînd în 
=p magnetic se găsesc corpuri feromagnetice şi nu există posibilitatea 
zu erii tm pului magnetic direct în aceste corpuri. Astfel, cîmpul magnetice 
magne} lor permanenți nu poate fi studiat direct, pe cale experimentală, 
3 A pă s pan ador magnetului. Este necesar deci să se stabilească, 

apte suplimentare, dacă liniile magneti ae 

A t eti C ă ş - 

E aerului , ag ce se continuă şi în inte 
Într-adevăr, pri i 

r, prin J e s î tatică 

a ai i I in analogie cu fenomenele ce se petrec în electrostatică, 

„ca tie mp din exteriorul magnetului ar putea îi explicate prin 

sa ] aţa, polilor magnetului a unor surse speciale de ci aenetie 

numite mase magnetice, Conform unei asemenea con iau enaie 

oma unei asemene a concepții, la polul nord al 

găsească o masă magnetică pozitivă ie la și li cimp magnetic, trebuie să se 

i ) AvA, lar le S UE RE RER 

cimp, o masă magnetică negativă, i poini sud, unde se termină liniile de 

Dacă situaţia ar fi i ci 
, $ mapia ar fi aceasta si cîmpul meti hi 

i Sta pi e magnetic ar fi fost pr aaa 
miorun! magnetului de sareini ca apă Si fe i sont produs şi minte- 
i , pul în interiorul magnetului ar 
* STAS 737/9—=74, 
24 Vezi 3,344. 


Din ace à 'a i 
in aceste motive se mai utilizează ca unitate de ăsură şi 
e măsură și volt secunda (Vs). 
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t 
f 


ma ad ia. 


Vs). 


bui să apară ca şi în exterior, de la polul nord către polul sud (fig. 3.14). 
Teoriile tusa ale magnetismului * conduc la concluzia că liniile de cimp 
prezintă o continuitate şi în interiorul magnetului a liniilor de cîmp din exte- 
riorul magnetului (fig. 3.15). 

Aceste consideraţii conduc la 
concluzia că în realitate nu există 
mase magnetice; o astfel de conclu- 
zie este confirmată de experiența cu 
ruperea magnetului : oricît de mici ar 
fi bucăţile în care s-ar putea rupe 
magnetul, niciodată nu este posibil să 
se obțină particule magnetice la care 
să se constate existența unui exces Fig. 3.14. Linii de cîmp ipo- Fig. 3.15. Linii de 


matică a tetice în interiorul unui cîmp reale ale unui 
9 
de masă magnetică de un anumit cart aci 


în consecință, câmpul magnetic este legat întotdeauna de curentul, electric, 
şi de magnetizaţie **. În toate cazurile, fără excepție, liniile de cimp magnetic 
sînt continui, ceea ce matematic se exprimă prin relaţia (3.23). 


Relaţiile (3.21) şi (3.23) constituie expresiile matematice ale legii fluxului 
magnetic, prima fiind forma locală, a doua forma integrală a acestei legi. 


3.1.8. LEGEA CIRCUITULUI MAGNETIC 


Legea, circuitului magnetic sau legea circuitală a lui AMPERE dă legătura 
între mărimea cîmpului magnetic şi curentul electric care îl produce. Această 
legătură poate fi determinată experimental cu ajutorul voltmetrului magnetic. 

Se defineşte tensiunea magnetică între două puncte a și b din mediul 
respectiv, integrala care determină circulaţia inducției magnetice între aceste 
două puncte ; vom avea deci 


(3.24) 


„_ Experimental, se constată că valoarea aces- 
tei integrale este independentă de drumul par- 
curs între cele două puncte în regiunile lipsite 
de curent electric şi depinde numai de poziţia 
acestora. 

„Tensiunea, magnetică poate fi măsurată cu 
ajutorul voltmetrului, de tensiune magnetică. 

Un voltmetru de tensiune magnetică este 
constituit dintr-o bobină lungă, de secţiune 
foarte mică, care se poate îndoi astfel încît să ia 
orice formă dorită, și care este conectat la un 
galvanometru balistice (fig. 3.16). Bobina este “O 
confecționată dintr-o sîrmă foarte subţire, izo- 
lată, bobinată pe un material practio nemag- "'S" 3:16 Voltmetru de tensiune mag- 
netic (curea de piele, tub de cauciuc sau din De 
Baerlo plastic ete.) avind dimensiunile liniare ale secțiunii. foarte mici î 

j! cu lungimea bobinei și care poate lua orice formă dorim ; Doba iai 


* Vezi 8,72, 
AA Vezi 37,23, 
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uă ori, în două 

it spirele respective să acopere de al A i, în două 

È î iste nicăieri lă,, 

onsuii suportul respe? Va, astfel incit să nu existe nic a pr aci a 

Într-un cimp magnetic ouvecare; indicaţi mog o fa e s; 
diversele puncte ale voltmetrului, atit ca mărime cit fl Ce 


ică ate presupune 
dacă secţiunea Dobinei voltmetrului este geuh de pl jaret a p lega 
că, în interiorul sectiunii bobinei; în orice punct al acesteia, 1m o 


AREAS itates ime; pentru o 
w Tie N, numărul de spire al bobinei pe unitatea că NI Gpe po 
lungime elementară ds, numărul de spire Se a A o itp fe a e 
aria secțiunii bobinei, atunci fluxul magnetice total prin 


cu N, ds spire este 


oste în aşa fel făcut, înc 


dy = N,4 B de, 


astfel că fluxul total al bobinei, pe întreaga lungime a acesteia, este 


jy m 
y = 4 | B as (3.25) 


a 


Fluxul total se poate măsura cu ajutorul galvanometrului balistic *, 
dacă se scoate bobina repede dih cîmp. 

Experiența arată că mărimea fluxului depinde numai de poziția celor două 
puncte şi este independentă de forma pe care o poate avea bobina între aceste 
puncte : integrala este deci independentă de drumul de integrare între cele 
două puncte. 

Dacă însă facem cu bobina una sau mai multe bucle închise astfel, încît 
punctele a şi b să se suprapună, experienţa ne arată că în acest caz valoarea 
fluxului este nulă, 4 = 0; rezultă dar că și integrala respectivă este nulă, ori- 
care ar fi forma pe care o ia bobina respectivă. Această situaţie se realizează 
numai cu condiţia ca bucla respectivă să nu cuprindă nici un conductor prin 
care să treacă vreun curent electric şi care să producă inducția magnetică B. 

i În cazul cînd această condiție nu este îndeplinită, adică bucla formată de 
bobină înconjoară conductoare străbătute de curenţi electrici, atunci se obține 
o valoare anumită pentru fluxul și în consecință şi pentru valoarea integralei 
de linie din relaţia (3.25). = j 

Experiența arată că, valoarea acestei integrale este proporţională cu valoa- 
rea totală a curenților înlănțpuiți de drumul de integrare. Dacă notăm 


XII E 4) (3.26) 
această valoare, în care N 


í este numărul de bucle a ` i dei rare 
i asom e al drumului de integrare, 


i 
h B ds = k0, a 27) 
Jr {9.4 í 

unde k este o constant? - x n 

U k este o constantă ce urmează a fi determinată si E S 

integrare, NUL X este conturul de 


* Vei 3,3,3,2, 
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APO 


Mărimea definită da relația (3.26) se numeşte solenaţie şi se măsoară în 


amporapire (Arp), s ja 3 sea 
d Panini w voden ce reprezintă constanta k, aplicăm ecuațiile de dimensiani ; 


ao pote 


[+] = [=+]= LM Ter: fu) 


constanta respectivă fiind tocmai permeabilitatea absolută a mediului *. 
Relaţia (3.27) se poate serie 


f Bi uh. (3.23) 
r 
În ipoteza că p este o constantă, relația (3.28) se poate scrie 
$ Bman (3.29) 
ru 
Mărimea E. este un nou vector care are direcţia cimpului B. Punind 
y 
B TI 3 TI 2 a 
— = H sau B = yH (3-30) 
u 
relația (3.29) devine 
$ A ds = 8. (3.31) 
r 


Mărimea, vectorială Ai se numeşte intensitaiea cîmpului magnetic sau numai 
A . < l : > v EI - - - 
cimpul magnetic. Este o mărime care se raționalizează și are dimensiunile 


Ta 


Unitatea de măsură a intensității cîmpului magnetic în sistemul de unì- 
tăți MKA raționalizat este amperspira pe metru (Aspjm) şi este definită * 
ca fiind cimpul magnetic produs în centrul unei spire circulare de 1 m diametru 
parcursă de un curent de 1 A. 

În sistemul de unităţi MKSA neraţionalizat, unitatea de măsură cores- 
punzătoare este milioersted-ul (m Oe) și este definită ** ca fiind cîmpul magnetic 
produs la distanţa de 2 m, în jurul unui conductor liniar de lungime practic 
infinită, parcurs de un curent de 1 A. š 

Relația de legătură între aceste două unităţi este 


Asp 


1 = 4 n mOe. 


m 


m 


* Din această relație se poate deduce unitatea de măsură a permeabilităţii u, Avem 


TM _ Vs Qs H 
— = = me n ey 


A Am m m 


unde s-a È r A 
nde s-a pus 1Ns = 1 TI, H fiind simbolul unității henry, adoptată pentru inductanţe 


** Vezi STAS 7317/9—74, 


ități i „+ ai neraționalizat, unităţile de 
În sistemele de unități CGSuo raţionalizat şi neraționalizat; 
măsură respective sînt amperspiră pe centimetru (Asp/em) Și oersted-ul (Oe). 


Relația (3.31) constituie expresia legii circuitului magnetic care se enunţă : 
circulația cîmpului magne solenaţia cuprinsa 


tic pe un contur închis este egală cu 
în acest contur *. 


în cazul cînd în circuitul curentului electric apare și un cur 
sare, atunci expresia legii circuitului magnetic capătă forma 


Da a, (3.32) 


ent de depla- 


unde Sr este suprafața limitată la conturul de integrare T. 
În cazul mediilor în mişcare, calculul derivatei în raport cu timpul a fluxu- 
lui electric — corespunzătoare celui de-al doilea termen din relaţia (3.32) — 
trebuie făcut considerind suprafața Xr antrenată de corpuri în mișcarea, lor. 
Avem în acest caz ** 
Dee d = ai IDE l- 5 i 
RAT (Bai, | Das div D + rot (D x 5) Jaa. 


Punind *** div D = p, relația (3.32) poate fi scrisă 


popri L5 NESS = = 
d Ed3=0+ | aP aA +f (e)a A + rot (Dx) (3.33) 
Jr zp di Ip Ir 

mE PE O $. să ; TARE 

ia peprezintă forma cea mai generală a legii circuitului magnetic ; în această 


06=—N I este solenaţia, 


daD „— 
ii Za dA — curentul de deplasare, 


(a, (p 2)dA — curentul de convecție, 


(a rot (D x v)dA — curentul RÖNTGEN (teoretic). 


În cazul circui j e (v = 0) si lee t t t 
circuitelor imobil i i Ì e 
E ), ( ) X gea cırcul ului maen ie ca; pă ă 


Beriind solenaţia î 

enația în funcţie À i 

aplicină teorema lui Ș uncţie de densitatea curentului ) 

i ui Sr ate k surentului de c ati zi 

pia LOKES primului membru al relaţiei (3.33) a „Saua P 
9.99), aceasta se poate 


rot Ħ dA =| aD E 
foll dr a tpeorrot (D x aja; 


t Se utilizează t 
; seaza termenul de solenatie 
inisee ultima mărime PI N Sea Anal: a do Joigabitatea. oure ; 
via care poate fi străbătută UA conductor, pe cind solena A AN Stei Sa solventi 
mult „Ari (de N ori), a de mal multe conductoare ali AAEE DORRI o 
z e ia celași conductor de mai 
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cub 


cart 


se 


ea 
de 


stă 


oum această relație trebuie să fie verificată oricare ar fi suprafața Er, rezultă 


rot Æ = 5 +2 + e 7 + rot (D x5) (3.34) 


care reprezintă forma locală a legii circuitului magnetic. — K 
Aplicind această lege unui sistem de corpuri imobile (v = 0) din (3.34) 
se obţine 


rot H = è + gD, 
dt 
Sau 
vo îi E 8 (3.35) 
dt 


relaţie care reprezintă prima ecuaţie a lui MAXWEL. TORET x 
Sînt necesare cîteva precizări privitoare la vectorul intensității cîmpului 
magnetic şi la solenație. £ = 
— Din relaţia (3.30) rezultă că vectorul H este paralel cu vectorul B 
numai dacă u este un scalar, situaţie care se întîmplă numai în mediile omogene 
şi izotrope. În cazul general direcţiile lui B și H sînt diferite. f 
— Solenația 6 = NI este egală cu forja magnetomotoare sau tensiune 
magnetomotoare în regim staționar; ea are dimensiunile 


[O= 


și se măsoară în amperspire (Asp). 
Solenația este o mărime care se raţionalizează. În sistemul de unităţi 
MKA neraţionalizat expresia ei este 


0 —4 NI, 


ea are aceleași dimensiuni ca și în sistemul MKSA raţionalizat, însă unitatea sa 
de măsură este decigilbert-ul (4Gb) *. 
Relaţia de legătură între amperspiră şi decigilbert este 


1 Asp = 4r dGb. 


În ceea ce privește definiția unităților de măsură respective, acestea sînt : 
— în sistemul MKSA raţionalizat, amperspira este forta maenetomotoare 
produsă de o spiră parcursă de un curent de 1 A ; si i 
— în sistemul MKSA neraţionalizat, decigilbert-ul este forţa magneto- 
motoare necesară pentru a întreține un cîmp magnetie de 1 mOe într-un 
cirenit închis lung de 1 m, i 
; După cum rezultă din relaţia (3.33) cîmpul magnetice nu este conservativ 
circulația lui nefiind independentă de drumul considerat. într-adevăr ci d 
conturul de integrare T nu îmbrăţişează circuitul electric, circulaţia lui A e 


* Vezi STAS 737/9 —74, 
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II al curenților 

pe ane Din 
stationar ST ro rotorul. ci magne unui curent sta ionar 

aia Ce ch SA să POO iein ea i ea, densității totale de curent 
ste di i Å j 

tă diferită do zero; densitate totală de curent fiind 


ro. Cimpul magnetic 
lo sale de cim fiind cur 
tic a 


SI - po + rot (D x v). 


Intensitatea cîimpului magnetic, mărimea vectorială ÎI, este cea de-a doua 


componentă & câmpului magnetic. 
32. CALCULUL CÎMPULUI MAGNETIC 


3.2.1. EXPERIENȚELE LUI BIOT ȘI SAVART 

Experiențele lui Brot şi SAVART au astăzi numai o importanță istorică, 
fiind făcute în acelaşi timp ele au fost efectuate în 
cazul particular al curenților rectilinii. Prin aceste experienţe, Biot şi Savart 
au arătat existența câmpului magnetic 
țică — ce se produce într-un punct M dat 
străbătut de un curent continuu i şi i-au determinat expresia : considerind 
conductorul de lungime practic infinită, astfel ca să se poată neglija efectele 
laturilor de închidere, curentul care străbate conductorul produce în jurul său 
un cîmp magnetic H care, într-un punct situat la distanţa 7 de axa curentului 


are valoarea 


BNE, 
A 


pie E R a depinde de alegerea convenţională a unităţii 
D pentru cîmpu celelalte unităţi de măsură — í rent şi 
lungime — fiind deja fixate; în aceste dili, pen ae 9 


1 
piai A i LE i à : i 
șia n cazul sistemelor de unităţi raționalizate şi 
Aino i ura 
1 în cazul sistemelor de unităţi neraţionalizate. 


Relaţia lui Bror și S 

ATA : şi SAVART se deduce imediat ică i 

a cui i ; dacă se aplică relația (3.3 
legii circuitului magnetic ; într-adevăr avem i acă se aplică relația (3.31) 


| ÎI dl = H 27r = I 
și deci 
Tr e SR 

2rr 


d ] nd MU G 2 ti i ax ULU . 
linia e cim ) fii a un cere concen 1C OU A ul condu tor ului 
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aa 


că, 
în 
art 
ne- 
diu, 
înd 
tele 
său 
ului 


ăţii 
t Și 


3) 


Bror şi SAVARI au efectuat; aceleaşi experiențe și în cazul unui conductor 
vectiliniu, făcînd însă un unghi 2 a (fig. 3.17), constatind că şi în acest caz se 
produc cimpuri în jurul conductoarelor, care au o intensitate mai mică între 
conductoare şi mai mare în afara unghiului, situație ce se poate explica uşor dacă 
se face rezultanta diverselor cimpuri. Într-un 
punct A, situat pe bisectoarea unghiului con- 
ductoarelor la distanţa > de virful M al acestui 
unghi, se produce un cîmp de intensitate mag- 
metică H, normal pe planul figurii și a cărui 
valoare este dată de relaţia 


pi ta (3.38) 
Ji 


w» | 8 
23 


Fig. 3.17. Circuit în unghi. 


unde k este o constantă de proporționalitate și a cărei valoare depinde de sistemul 
de unităţi adoptat, ca şi în cazul precedent. Sensul cîmpului se stabilește şi în 
acest caz tot cu ajutorul burghiului drept aplicat prelungirii oricărei din laturile 


unghiului. În cazul particular cînd o= „se regăseşte relaţia (3.37). 
2 


3.2.2. FORMULA LUI LAPLACE 


Relaţiile date de Bror şi SAVART nu sînt suficiente pentru a determina 
intensitatea cîmpului magnetic produs de un curent staționar care circulă prin- 
: tr-un conductor de o formă oarecare. Ele au 

z _ condus pe matematicianul LAPLACE să dea o 
formulă generală care să exprime cîmpul pro- 
dus de un element de circuit dl, parcurs de 
un curent electric I, într-un punct M situat 
la distanța r de elementul respectiv într-o 
direcţie făcînd unghiul « cu elementul consi- 
derat (fig. 3.18). Oîmpul magnetic, produs 


> de elementul de curent este un vector dH 
Y avînd: 
— modulul, dat de relaţia 
>f 
Id a 
dH y = k ——— sina, (3.39) 
Fig. 3.48, Cîmpul magnetic produs de un m 
element de circuit parcurs de un curent 
staționar, în care k este o constantă a cărei valoare 


R ! t depinde de sistemul de unităţi adoptat şi are 
aceleagi valori ca și în cazul relaţiei lui Brom şi SAVART ; 

— direcția perpendiculară pe planul format de elementul de curent si 
punctul considerat ; 
-ELIN sensul dat de regula burghiului drept care înaintează în direcţia de 
CUr er, f ant NSA Ara Fi x Po ` R $ 
[sere a curentului respectiv ; sensul mai poate fi determinat şi prin regula 

[A PRI . ye tg g y Y nAn 
SIA h ; un observator agezat de-a lungul conductorului şi privind spre 
ul M, vede sensul cîmpului înspre stinga sa. ; 


* - 
Omul Jui Amoinr (Le bonhomme W'AMPÈRE), 
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d i „mentul de 
Rezultă dat că expresia vectorului elementar afi produs de elemen. 


curent Z di în punctul M este 


3,40 
di = rixi ( ) 


r 


Tinind seama că 


relaţia (3.39) mai poate fi scrisă 


AA = k grad x (Z dî)» (3.41) 
ip 


Această relaţie, prezentată sub oricare din formele (3.39), (3.40) sau 
(3.41), reprezintă formula lui LAPLACE. | a ý 

Formula lui LAPLACE nu este de natură experimentală. Într-adevăr nu 
există nici o posibilitate să se facă experiențe directe asupra unui element de 
circuit scos dintr-un circuit oarecare şi prin care să treacă totuși un curent 
electric. Formula lui LAPLACE nu poate fi privită decât ca o deducție matema- 
tică din rezultatele experimentale ale lui Bror și SAvART şi valabilitatea ei 
rezultă numai din faptul că pornind de la ea se pot regăsi relaţiile experimen- 
tale de la care s-a pornit. De asemenea, formula lui LAPLACE dă posibilitatea 
verificării tuturor cazurilor particulare de circuite electrice în punctele ale 
căror cîmpuri se pot constata și experimental. 

Pe de altă parte ea dă posibilitatea de a determina prin calcul cîmpul 
produs de un circuit electric de o formă oarecare, străbătut de un curent ș, 
pa iucerarea formulei respective de-a lungul circuitului respectiv. Se obţine 

< ; 


EA N ad Lai 
| AT: aj arad xa, (3.42) 


în care I este conturul de int ca ; 
€ e integrare, formula fiind scrisă i ităti 
de măsură raționalizate. ) să în sistemele de unităţi 


Ținind seama de relația (3.30), cu aceeași f 
; eeaşi formulà j mina Și 
expresia cimpului de inducţie SD e B. E si 


3,2,3, PRINCIPIUL CURENȚILOR SINUOȘI 


Dacă în relaţia (3,41) se pune 


d (=) ala RIE 
aia Că 9 J 7 ba H- = = 


un 
sis 


de | undov, y, 2sint coordonatele punctului M unde se calculează cimpul magnetic, 
jat Gu Ca Și Ca sint versorii axelor de coordonate, se obţine 


0) 
„za aa 
I Taji 3 1 WA 3 1 inj 7 2 
E Š e pg ete dd e = ——— 6, xl. (3.43 
añ E axdi +- a la X pri wA (3.43) 
Relaţia (3.43) arată că în aplicaţiile practice, calculul vectorului dH 
poate fi efectuat prin calculul componentelor acestui cîmp în raport cu cele 
trei axe ale unui sistem de referință, făcînd apoi rezultanta acestor componente. 
Punind ` 
| 
1) | al = 6,dl, + Esi, + exdl 
| ; 
| unde dl, d],, dl, sînt componentele elementului de circuit pe cele trei axe ale 
au | sistemului de referință, relația (3.41) se poate scrie 
| 
nu | 
de = x = = 
nt, dH = = grad = Xe dl, + => grad + end A grad Lx e dl. (3.44) 
7 T T Ar r 
nA- 
ei 
La Această relație arată că determina- 
ale rea vectorului dH se poate face şi des- 
compunind circuitul dat în niște compo- 
pul nente, calculînd pe rînd cîmpul produs de 
vA aceste componente ale circuitului dat în 
in b punctul M gi făcînd apoi rezultanta cores- 
' punzătoare. 
~ Acesta este principiul curenților 
42) sinuogi, 


„Potrivit acestui principiu, circuitul 

rectiliniu AB este echivalent cu circuitul 

mi | sinuos ACDB (fig. 3.19), curentul care 
strábate aceste circuite echivalente fiind Fig. 3.19. Principiul curenților sinuoși. 

același, aceata cu, condiţia de ase calcula cîmpul respectiv într-un punct M 

situat la o distanță suficient de maro în raport cu lungimile AC, CD şi DB. 


3,2,4, CALCULE DE CIMPURI PRIN APLICAREA FORMULEI LUI LAPLACE 


aur aeie Cimpul magnetic al conductoarelor tilitome rectilinii. Să con- 
om un conductor filiform rectiliniu, de lungime practio infinită, parcurs 
curent electric i, și să calculăm cîmpul pe care îl produce acest curent 
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un punct M situat la distanpa 
A E E duotor (fig, 3:20). Rapor- 
tind circuitul și punctul dat la un 
sistem de referință drept, avind 
axa Z de-a lungul circuitului și axa 
trecînd prin punctul M, relația 
lui LAPLACE (3.40) se poate serie 


= TA T 
di Ar a r 
paai fs fa x pina lz = (3.45) 
4r r? 
i = i Ilie 
i Gl an - i Mi 905: 
Fig. 3.20. Calculul cîmpului magnetic produs de un = — — sina (63 X 62) = — 6; PEA sma 
curent electric rectiliniu. AT r T 


relație care arată că, oricare ar fi elementul de conductor di considerat, elemen- 
tul de cimp dH este perpendicular pe planul yoz, în sensul negativ al axei ozs. 
În consecinţă, cimpul H, care este rezultanta acestor cimpuri elementare, se 
poate obţine printr-o sumare simplă. 

Pentru a calcula modulul vectorului dA se observă că 


dl sina = rd0 


şi 
RE R 
cos? 
astfel că modulul relaţiei (3.45) devine 
E 1u cosdd0 
4T R 


: a T . T 
care, integrată între — zr + a pentru a ayoa un conductor de lungime 
infinită, se găseşte 


i 


, 
2R 


HS 

a (3-91 a lee ȘI SAVART, cîmpul rezultant fiind perpen- 
ua 3 etor $ yU 9 ȘI int A 

de regula burghiului drept. ȘI punctul considerat, avind sensul dat 


Valoarea cîmpului magnetic produs de 


imediat dacă se aplică leg conductorul infinit lung se obţine 


ea circuitului magnetic, 
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me 


pen” 
dat 


ine 


n acelasi mod so poata roxzolva şi probloma otrouitului în unghi (He 
aN EN EE caloul sau AOIN rogwlii burghiului dropt, ay 
vectorul reprezentativ va îi porpondioular po planul format do coonduotor n 

unctul J, avind sensul dinspre hirtie cătro 
S afară, Aplicina formula lui LAPLAOR 80 
poate sorio 


= | Asin ta ~ 0), 3.40 =. 
aH = ia S (3.40) n = ei 
á 
Dar 


dèl sin (x — 0) = nd0 
iu y Fig. 324. Calculul cimpului a en pro 
ŞI i i 3 ici ` dus de un curent electrice ce străbate un 
e Dao ou prentema conductor rectilinu în unghi. 
y ; 


r R 
m aaa , 
sin (7 — a) sin (a — 0) 


şi deci valoarea lui r; cu acestea relaţia (3.46) dovino 


suzi sales 


dr R sin a 


de unde, integrind de-a lungul întregului cirouit R, se obţine 


EI les E sin(a Eoo e 


i 
de Rsg Jy 


arh 
adică tocmai relaţia (3.38) dată de Brot şi SAVARY, 


3.2.4.2. Cimpul magnetic în axa unei spiro circulare, Să considerăm o 
spiră de rază R şi străbătută de curentul î ; ne propunem să caloulăm cimpul 
magnetio pe care-l produco această 
spiră în punctul A situat po axa 
sa (fig. 3.22). Fiecare aloment do 
spiră de lungime dl = RAO, va 
produco în punotul A un cimp elo- 
mentar dH, normal pe planul for- 
mat din punctul M şi olomentul 
, a? considerat, avind sensul dat de 
Fig. 3.22. Calculul cîmpului magnetic produs în axa regula burehiului dropt, 

unei spire circulare, În punotul I va apărea asttel 
o | lo À _0 întinitate de cimpuri olmentara 
+, Care vor forng o pinză conică cu virful în punotul M Şi a căror rezultantă 
no fiiipul total produs de Spiră ; este uşor de văzut că directia acestui cimp esto 
i gu axel spirei, În consecinţă, este sufioiont n taco numai rozultanta coms 
3entelor cimpurilor dF de-u lungul acestei axo, 
Aplicind formula lui LAPLAOR 80 obține 


aH, = AH sin0 = - g sin a sin i w 


Apr dw {re -p ai de; 


deoarece A 
i ing şi d= Edo; 
a = = p = VR+a, sin = 5 ȘI 
întegrind pe întreagă lungime 3 spirei se obține 
i R (3.47) 
H= etape 
1$ M 
ii bilitate „în punctul 
i ic omogen Și izotrop de permea ei 
se a a inpo a inducție magnetică B, avind aceeaşi 0r1e 


cîmpul H şi valoarea 


i F 
— Pe 
> (erp 


B=u 


i i i aloarea 
în cazul unei bobine turtite, avînd N spire, cîmpul magnetic are vă 


R (3.43) 


. 
(E + PP 


Ni 
H N = N H = E57 
Pentru v = 0 se obține cîmpul în centrul geometric al spirei 


Ho = =: pentru o singură spiră 


i e 
îles sie pentru N spire. 


3.2.4.3. Cimpul magnetic în axa unui solenoid. Se numeşte solenoid o 
bobină cilindrică avînd spirele în formă de cercuri cuprinse în plane paralele, 
normale în centru pe axa de simetrie şi la distanţe egale una de alta; aceste 
spire fiind toate legate în serie, sînt străbătute de acelaşi curent. 

: În practică un solenoid se obţine înfăşurind pe 

l o carcasă cilindrică, confecționată dintr-un material 

o eee izolant şi nemagnetic, un fir de sirmă subțire, izo- 

i lat ; înfăşurarea astfel obținută este o înfăşurare eli- 

coidală, la care se caută a se avea un pas cit mai mic 

posibil, conductorul de întoarcere fiind adus paralel 
cu axa solenoidului (fig. 3.23). 

Aplicind principiul curenților sinuoşi, solenoidul real poate îi asimilat 
cu solenoidul teoretic : solenoidul real se descompune astfel într-un număr de 
Bpite normale pe axa lor de simetrie logate între ele prin elemente de curent 


paralele cu axa și avind lungimea egală cu pasul elicei ; acţiunea acestor i 
le e N iunea acestor curenți 
este anihilată de conductorul de întoarcere. ti 


Fig. 3.23. Solenoid. 
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Ne propunem să calculăm cîmpul într-un punct de pe axa unui solenoid 
de lungime l şi avind N spire (fig. 3.24). Fie M punctul situat; pe axa solenoi- 
dului la distanța r de centrul solenoidului şi R raza acestuia ; fie i intensitatea 
curentului care străbate înfășurarea solenoidului, 


Solenoidul avind N spire, pe uni- 
tatea de lungime vor fi > spire, astfel 


un element de solenoid, de lungime 

dz, va produce în punctul M un cimp 

etic dat de relaţia (3.48) şi care 

va fi îndreptat de-a lungul axei solenoi- 

dului, sensul său fiind dat de regula 
burghiului drept. Se obţine astiel 


aH = — — — = 
1 2 (R+ pe 
MENE a RR da i Fig. 3.24. Calculul cîmpului magnetic în axa 
T 2l (R?+ 22812 : unui solenoid. 


Valoarea totală a intensității câmpului magnetic, produs de întreg sole- 
noidul va fi deci* 


L 5 l 
Eme: ; 2 2 
ia 2 2 TT zeita E 
a pg ia asia Jr Sr Je Lnr 
D) 2 2 


Ni 
l 


(cosa, + 60842). (3.49) 


În centrul solenoidului valoarea cîmpului magnetic se obține din relaţia 
(3.40) în care se face r. = 0. Se găseşte 
Ni 


H, = -= 
o asi e 


(3.50) 


La extremitatea solenoidului, valoarea acestui cîmp se obţine făcînd 
L 

7 = — și este i 
AK 


Dacă bobina este foarte lungă fată de diametrul său (RI oglijà 
că bobi 'oarto lungă neglijind 
pe R? faţă de 1°, valoarea cîmpului magnetic este dată de SRN h nogun 


* Integrala se calculează ușor făcind substituţia v =R tg Q. 


21 — o, 228 321 


— în centrul bobinei 


Ni z 
neee A 


— la extremitatea bobinei 


Ni pi? (3.53) 


1 
i +42 


I 


în figura 3.25 este dat 
spectrul liniilor de cimp la un 
etic al liniilor de cîmp ale unui  solenoid. 
solenoid 


Fig. 3.25. Spectrul magn 


3.2.5. CALCULE DE: CIMPURI PRIN APLICAREA LEGII CIRCUITULUI 


MAGNETIC 


Î i N i într-un tor. Un tor este un 
2.5.1. Cimpul și fluxul magnetic produs într: un toi 1 i < 
aa de ozana circulară pe care spirele sînt înfășurate în mod regulat 
(fig. 3.26). Aplicîind legea circuitului magnetic Și efectuiînd integrarea pe 0 


Fig. 3.26. Tor Fig. 3.27. Secţiune prin tor 


linie mediană, se obţine valoarea cîmpului magnetic în axa torului 


| $ Băi = 27H = Ni, 
2 


á 


de unde rezultă 


| | E Ni e 
| T (Ta + Ta) 

ELE VAȚIE : În orice puncti din exteriorul torului cîmpul magnetice 
este nul, ntr-adevăr, aplicind legea circuitului magnetic pentru un punct 
situat la distanţa r din exteriorul torului (r > r, sau r< 7), rezultă 


$ Aal = 0 
Ban 2nrHl = 0 și deci H = 0, 
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Pentru determinarea fluxului să presupunem — pentru simplificarea 
expunerii — că secțiunea torului este dreptunghiulară, situație care apare 
cel mai des în practică (fig. 3.27); fie a înălțimea torului. Ă 

Considerînd în această secțiune o fişie de grosime dz, prin aplicarea legii 
circuitului magnetic, valoarea cimpului magnetic în centrul acestei fişii este 


x fiind distanţa fişiei considerate de centrul torului ; cimpul de inducție magne- 
tică corespunzător va fi 


Fluxul magnetic corespunzător fișiei este 
m > DC A a 


2r T 


astfel că, pentru întreaga secțiune se obține fluxul căutat* 


= B iA == Niualm R-- (3.54) 


1 


3.2.5.2. Cîmpul magnetice în interiorul unui conductor. Fie un conductor 
electric infinit lung, avînd o secţiune circulară de rază R şi străbătut de curen- 
tul staționar î. În aceste condiţii se poate admite că densitatea de curent este 
constantă şi are valoarea 


sau, notind cu n versorul axei conduc- 
torului, 


i 
nR 


n- 


73 = 


Să considerăm în interiorul con- 
ductorului dat —presupus cilindric—un 
cilindru coaxial de rază R, (fig. 3.28); 
aplicind legea circuitului magnetice la 
periferia, acestui cilindru vom avea 


(poa ea SF 
b H dl = | S dA. Fig. 3.28, Valoarea intensității cîimpului magnetic 
Ja, Zor în interiorul şi în afara unui conductor. 


n al lil IERNII E 


* Calculu] fluxului se poate aproxima dacă se consideră cimpul uniform pe întreaga se 
1 mi , T 
găsindu-se g = — Nipa 2 > RN 
pa Eroarea comisă este = = ~” ln El ata Ia ERA 
A 7 nt r P atr n A şi este mică dacă dite- 
npa ra — r, este foarte mică, 


i ciune, 
=h) 


2AA 


Se deduce imediat 


H2 = za PA 
şi deci | 
ENN 
A, = E (xR); (3.55) 


jì ] razei conductorului. ` zi ; i i A 
y enia R în interiorul conductorului intensitatea cîmpului magnetic 


variază liniar, avînd valoarea zero în axul conductorului şi valoarea 


i 
ji == 

27.R 

la periferia acestuia ; panta de variație a intensității cîmpului magnetic în 
interiorul conductorului 


este direct proporţională cu intensitatea curentului total de conducţie ce stră- 
bate conductorul. 

În afara conductorului variația intensității cîmpului magnetic este dată 
de relaţia (3.37) 


i 


27r 
şi reprezintă o hiperbolă echilateră. 
Diagrama de variație a intensității cîmpului magnetic este dată în 


figura 3.28. 


| 3.2.5.3, Cimpul magnetic în erestătura unei maşini electrice. Pentru 
simplificarea problemei vom presupune o crestătură dreptunghiulară practicată 

într-un corp feromagnetic de permeabilitate rela- 
„_tivă foarte mare față de aceea a aerului (nou = 
= œ), (fig. 3.29). În crestătura considerată se 
găseşte un conductor din material nemaenetie şi 
para Sua Nrăbatut de curentul continuu de con- 
Sa e3 Baa. “avon ua tea i şi densitatea — presu- 


Fig, 3,29. Cimpul magnetic în 
crestătura unei mașini electrice îi zi 
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CA teapa 


XX . 


A 


Aplicind legea circuitului magnetic pe conturul I şi observind că în fier 


Ta a - ud; 
u 


rezultă 
$ Bd Ho: a 
E h 


u 
a Ji Sp n (2 e [0,}]) 


unde h este înălţimea crestăturii. Cìmpul variază deci liniar cu înălţimea cres- 
ţăturii, fiind nul în fundul ei şi maxim la periferie. PE 

Trebuie observat că rezultatul obţinut este numai aproximativ întrucât; 
am presupus în crestătură, liniile de cimp drepte — ceea ce este adevărat cu 
suficientă aproximaţie pentru interiorul crestăturii, dar nu mai este adevărat 
pentru marginea ei. : 


3.2.6. POTENȚIALUL MAGNETIC SCALAR 


3.2.6.1. Definirea potențialului magnetic scalar. Legea circuitului mag- 
netic, exprimată prin relația (3.34) 


rott = DA 


în care 5, reprezintă densitatea totală de curent definită de relația (3.36) arată 
că un cîmp de intensitate magnetică este un cîmp de virtejuri. 
Pentru punctele din spaţiu pentru care: ò: = 0 rezultă 


rot H =0. 


În consecință, pentru aceste puncte din spaţiu, şi numai pentru asestoa, 
se poate găsi o funcție scalară astfel încît 


E = — grad Vp (3.56) 


Mărimea scalară Y7,, se numeşte potenţialul scalar al cîmpului magnetic. 
n general, componenta vectorului H după o direcţie oarecare este egală 


fa poa dorea potenţialului magnetic în direcţia considerată raportată la unitatea 
e lungime 


70 ma Hoosa ma oa, 
al 


unde y este unghiul dintre vectorul H şi direcția lui Z. 
Suprafaţa la care toate liniile de cîmp sînt normale este o s 


4 j VSN upr Š 
tic echipotenţială ; ecuația ei oste prafajă magne 


V mlO, Yy g) = Const, 


Funcția potenţial magnetic pă este A PN E enol cocie pateure 
Ata i răm un cimp magnetic in n - 
a otto ea de un outeni electric (fig. 3.30). Circulația câmpu- 


i, lui magnetic de-a lungul oricărui contur rereh 


nu îmbrătisează circuitul electric dat, st í 
curentul i nulă, Fie drumul AmBnA; se poate 


sorie 


Fig. 3.30. Determinarea poten- sau 


ţialului magnetic scalar în cim- jis Dik 
pul unui circuit electric f Hdl = | Hdl 
AmB AnB 


ceea ce înseamnă că, în cazul cînd drumul de integrare nu intersectează circu- 
itul dat, potenţialul magnetic scalar între două puncte oarecare ale spațiului 
este independent; de drumul urmat și depinde numai de poziția acestor puncte ; 
rezultă deci 


Se obţine astfel diferența de potenţial magnetic a cimpului magnetic între 
punctele A și B. 


Dacă în mod convenţional potenţialul punctului B se consideră nul, atunci 


Bile 
| EN = e 
A 


Alegind acum un contur de integrare închis care să îmbrățişeze circuitul 
străbătut de curentul electric î, atunci d::£0 și, conform relației (3.31) vom avea 


Ha = | Băi — | meea 
vam Aig BmB ; d 


de unde rezultă 


a di | Hal + i = V na — Vima T î. 


AmB 


Dacă drumul de integrare îmbrăţigează de 
în general de k ori — și în ipoteza că Y 
Be poate scrie 


două ori circuitul electrice — şi 


ma = 0, atunci conform relaţiei (3.31) 
1 


p F f t ; 
k. Hal ja Hal j Hdl ki 


(m 8 


| Băi = Va + his (3.57) 
AKB 


ceea ce ne arată neunivocitatea potenţialului magnetic scalar. 


3.2.6.2. Expresia potenţialului magnetic sealar. Să determinăm expre- 
sia potenţialului magnetic scalar al câmpului magnetic produs de un circuit elec- 
tric oarecare străbătut de curentul i 
(fie. 3.31). Într-un punct M din 
spaţiu, cîmpul magnetic produs de 
circuitul dat poate fi considerat egal 
cu rezultanta cîmpurilor magnetice 
produse de fiecare element de circuit 
dl; în acelaşi punct se va produce Şi 
un potenţial magnetic scalar care va 
fi de asemenea egal cu suma alge- 
brică a potenţialelor elementare, 
datorită aceloraşi elemente de circuit. 
între cîmpul rezultant A şi potenţialul 
rezultant Y, trebuie să existe relația 
(3.56), H = — grad Vn. 

"Să dăm punctului M o de- Fig. 3.31. Calculul potențialului magnetic scalar. 

plasare virtuală da, în direcția a A 
(fig. 3.31); lucrul unui cimp elementar dH — produs de elementul de 
circuit dl — pe această distanţă este 


dAda = dHda cosa = dH,da = — sa aa. (3.58) 


da 


~ Din punet de vedere fizic total se petrece ca şi cum punctul M rămînind 
îs, deplasează circuitul electric paralel cu el însuși, cu distanța da în sens 
contrar. 

„Fie Q unghiul solid sub care se vede din M circuitul dat ; prin deplasarea 
considerată unghiul solid corespunzător va varia cu dQ. 

Unghiul solid dQ este egal cu suma unghiurilor solide elementare do sub 

care se văd din punctul M suprafeţele elementare dA măturate de elementele d! 

ale circuitelor electrice. Vom avea deci, pentru întreg conturul considerat 


$ do = dQ. (3.59) 


A licînd f i P ID) p D 2 . o A 
îi ÎS? înd formula lui LAPLACE membrul întîi al relaţiei (3.58) poate 


aa n a x aa (aa xal 
iere da fat x -)= Tas (da x dl), 


(3.60) 


unde v reprezintă distanţa de la elementul de circuit pînă în punctul M 


* Se aplică proprietatea produsului mixt, 
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a sistemului de refe- 
tului iar axa Ta ÎN direcţia deplasării 


da, produsul vectorial din relația (3.60) poate fi scris 


Luind pentru elementul de circuit considerat, axă Zi 
rinţă tangentă la circuit şi în sensul curen 


da x dl = (da da X dim) = da : dit, X T) = — lA, 


D n d i or ti ință şi i ăturată, 
unde Sı, Čo, Va sint versorii celor trei axe de referință şi dA este aria m 
de Slem eitil de circuit d! cînd se deplasează cu distanța da (fig. 3.31). 

Notind cu f unghiul pe care îl face normala la suprafața dA cu 
lui r, relaţia (3.60) poate fi scrisă 


direcţia, 


Goia a ap Aces — Lăo» (3.61) 
dr rr Ar pă 4r 
intrucit 
dA cos f ze 


T 


reprezintă unghiul solid sub care se vede din punctul M elementul de 
suprafață dA. 
Comparînd acum relaţiile (3.58) și (3.61), se obţine 


a( Kuan = ido, 
da AT 


pe care integrînd-o de-a lungul întregului contur al circuitului dat şi ţinînd 
seama, de relaţia (3.59) se obţine cda 


aad a(i- i | UA 
c ða Ar 7 


Ym 1202. 
da emin ga” (3.62) 


Bau 


da pi Emy de domeniul de integrare. 

n relația (3.62) 77, și Q sînt funcții scalare, an i À 

. atia (3,6 a ambele derivate în raport c 
aceeași variabilă independentă a; înmulţind deci ambii membri ele 


(3,62) cu da și i i ; 2 
joia) și integrind, se obţine expresia căutată a potenţialului magnetice 


zi ate iQ e gr A 
sm sti ha: (3.63) 


În această relaţie 1 i i 
jie ungh st zitiv, d 
i, Ciiculajie ţ ghiul solid Q este pozitiv, dacă un burghiu rotit în 


a curentului înai ZÀ Spr 
drept), lui înaintează spre punctul M (regula burghiului 
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Mai rezultă din relaţia (3.63) că potenţialul magnetic scalar nu poate fi 
determinat decit cu aproximaţia unei constante, reprezentind potenţialul mag- 
petic scalar de referinţă, ales arbitrar ; luînd deci Vo = 0, se obține 


Va z (3.64) 


aceasta fiind forma utilizată în practică. 


Expresia (3.64) mai arată, că nu se poate determina potențialul magnetic 
scalar, decit în punctele din spaţiu din care circuitul dat poate fi văzut sub un 
hi solid Q bine definit. În interiorul conductoarelor electrice, spre exemplu, 
unde deşi există cîmp magnetic“ nu poate fi definit un unghi solid, nu poate 
fi determinat potenţialul magnetic scalar ; de altfel, în interiorul conductoarelor 
Fe 0 şi deci cîmpul H are un rotor diferit de zero. 


3.2.7. CALCULE DE CIMPURI PRIN APLICAREA POTENŢIALULUI 
MAGNETIC SCALAR 


3.2.7.1. Cîmpul magnetic în axa unei spire. Să considerăm spira din 
figura 3.22 , pentru care am calculat cîmpul în axa spirei prin aplicarea formulei 
lui LAPLACE**, și că calculăm cîmpul în punctul M situat pe această axă.Unghiul 
solid sub care se vede spira din punctul M este 


Q = 27(1 — c0s0) = | 1 a | 
(R? + 22 


Potenţialul magnetic scalar corespunzător este dat de relația (3.64) şi are 
expresia Ea 


i z 
n ala ze |: 
2 (R? + a2)/2 


l În consecință, cîmpul magnetic în punctul M de pe axa spirei este dat de 
relația (3.44) și va fi i 


Í ; $ dy i Re 
uA e grada hiaai oa a Ca a 


regăsindu-se astfel relaţia (3.47). 


j 3.2.7.2, Câmpul magnetic al unui curent circular mic. În 
Ia, relatia (3.47) devine cazul gind 


iR? iA 


mee 


* Vezi 3.2,5.2. 
25 Vezi 32,42, 


329 


unei buele, 


sau tinind seama de relaţia (3.9) care dä momentul magnetic al 


vezultă 
1 ñ (3.65) 
LN 


3.2.8. POTENŢIALUL MAGNETIC VECTOR 


3.2.81. Expresia potenţialului magnetie vector. Condiţia (3.21) 


divB = 0 


care exprimă principiul continuității fluxului de inducţie magnetică, este iden- 
tic satisfăcută, dacă se exprimă vectorul cìmpului de inducţie magnetică, prin 


rotorul unui vector auxiliar A 
B = rotă (3.66) 
deoarece 1 
divB = div rot A = 0. 


Componentele vectorului B definit prin relația (3.66) sìnt date de ecuaţiile 
cu derivate parţiale 


pA DA, dAy 
ôy Oz 
B, ej As OA, 
Oz Oz 


A dau o anitae de aii pentru vectorul B. Într-adevăr, vectorului £ 
ga orice vector A”, care să derive dintr- tenţi $ e 

"aie z ; > un po ențial scalar oarecare, 

fără, a schimba rotorul său. Se poate profita de această nedeterminare, pentru a 


se impune vectorului A să satisfacă condiția 
divă = 0. 


Mărimea A. as ab: 
pmi magnetic ane A potențialul magnetic vector al cùm- 
i t W ad Y S sa Să 
gii fluxului me gnetic, rimi este condiționată de valabilitatea 


Cimpul de inducţie 1 i 
cție magnetică produs de eleme ; { 
străbătut de curentul į este dat de A lui SI dia S e evopagose a! 


18 = u 7 pi ia 3 
ja grad E x(i dl); (3.67) 
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à m] 


e 


i 


tinind seama de definiţia gradientului 


Ga 1ta) 
r ð \rjr r Orir 


astfel că relația (3.67) poate fi scrisă 
ri cuie XI EL ta 
“n ar x e r ) 
sau, întroducînd operatorul lui HAMILTONS, 
Tayr isi rog bile. (3.68) 
sr r dz r 
Diferențiind relația (3.66) se obține 
dB = d rotå = rotd A. (3.69) 


Comparînd relația (3.69) cu relația (3.68) rezultă 


eL 
dar 
de unde se obţine 
= 1 ial 
AE za a (3.70) 


care este expresia căutată a potenţialului magnetic vector. 
cazul unui curent continuu de conducţie 


ră, Fy = 
A = pp art (3.71) 
+ 


Dacă mediul magnetic este omogen şi izotrop, atunci relaţia (3.63) se 
poate scrie 


apt (3.72) 
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lec 
3.2.8.2. Analogii cu etectrosiatios. 1. În electrostatică, akh + 


rtițiile de pog de densita 
trontatioe sint prodtee Sni aS ia pi = SA P, a căror e rietăţi sînt date 
i relaţiile 


rot I = 0, — grad V = Ē, div D = ẹ. 

în dielectricii perfecţi, omogeni și izotropi, P = xecof şi deci 
D = ca + X) = coc = că, căci l+ L = 

Dielectricul fiind omogen, se poate serie 

div D = diveB = p şi deci div E =+. 

sau 
div £ = — div grad V = AA -AV => 

şi rezultă ecuația lui PoIssoN (1.42) l 


AV+E=0 


a cărei soluţie este 


1 dr 
pi | ed, 
Are]. T 


Dacă p = 0, se obține ecuaţia lui LAPLACE (1.41) 
AȚ = 0. 

; 2, În magnetism, fenomenele magnetice sînt produse de repartiţia den- 
aiae curent 3 (sau de magneţi echivalenți) şi sînt descrise de vectorii B şi 
HA = ——H, pentru care 

Ho 
mot A =5,  B=rot 4, div B=0, 
Într-un mediu perfect omogen și izotrop, H, = x şi deci 
B = wB +A) = F Î T 
HA + Hi) = poll + Xn) B= pou A = uA, căci l- Xa = he 


Bubstanța fiind omogenă, se poate sorio 


rot = rot? =5 i vot B 
vot A ò şi dooi rot B = pò 
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en- 
B și 


| 
| 
| 
| 


rot B = rot rot A = — AA + grad div ÅA = — AA = p8 


şi rezultă ecuația 


AA -+ uò = 0 (3.73) 
a cărei soluţie este 
i co DV EROII 
A= A drz; (3.74) 
dacă 3 = 0, rezultă 
AZ = 0, (3.75) 


relație analoagă cu relaţia (1.52). 
Relaţia, (3.74) dă un alt mod de deducere a expresiei potenţialului mag- 
netic vector. 


3.2.8.3. Expresia fluxului magnetic în funcție de potenţialul magnetie 
vector. Calculind fluxul inducției magnetice şi ținînd seama de relația (3.66) 
se obţine 


d = | Ba =] rot Aa? 
D 2 


sau aplicînd teorema lui SrocKEs, rezultă 


În consecință, fluxul magnetic al cîmpului de inducţie magnetică B, 
care trece prin suprafaţa > este egal cu circulaţia potenţialului vector cores- 
punzător de-a lungul conturului închis: IT care limitează suprafaţa respectivă. 

Rezultă dar, că în acest caz, integrala de suprafață a cîmpului B se reduce 
la calculul integralei de linie pentru potenţialul vector A. 


3,2.9. CALCULE DE CIMPURI PRIN APLICAREA POTENŢIALULUI 
MAGNETIC VECTOR . 


_3.2.9.1, Deducerea formulei lui LAPLACE*, Din relaţia (3.70) a potenţia- 
lului magnetic vector, prin aplicarea rotorului se deduce imediat expresia cim- 
pului magnetic ÎI sub forma 


mana 


* Vezi [161] pag, 274, 
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sl ın BİS- 

Pentru a calcula roi), alegem u E 

i ia 

ie coordonate cartezian Spayii., 

Andera F e lungul elementului de cir Sni y 

originea sistemului pe element și PU îi 
să so găsească în planul woy (fig. 3.32). 


esta co y or ul —— ralel cu axd V 
iții y este pa 


şi modulul său este 


a ci a 
Fig. 3.32. Reprezentarea vectorului w z EET 


: Ga 
Componentele vectorului rot az: sînt 


aj a(i) 2i) o 
ret, ( 1-37), a, 


al ô (al 2 (UN 0 dl _yăl sina di 
rot, | T ) = dir], Oy |. r ôy \ Vr? + y? TS ră 


adică tocmai relaţia (3.42); din această relaţie se deduce imediat şi forma diie- 
renţială a formulei lui LAPLACE*. 

3.2.9.2. Legea lui RowLAND. Legea lui ROWLAND arată că sarcini 
electrice în miscare produc întotdeauna un cîmp magnetic. 

Pinind seama de faptul că un cîmp electric își are sursele în sarcinile elec- 
trice, legea lui ROWLAND exprimă de fapt că sarcinile electrice în mişcare produc 
un cimp magnetic, Sarcinile în mișcare nu sînt altceva decit un curent electric, 
curent de conducţie, dacă aceste sarcini se mișcă sub acţiunea unui cîmp electric, 
curent de conwecjie, în cazul cînd, sarcinile sînt fixe pe corpuri şi antrenate de 


* De fapt, operaţia făcută nu reprezintă decit o tautolo 
vector a fost găsită anterior, utilizind formula lui LAPLAOR şi de 
de stabilire a acestei formule, Exerciţiul făcut n-a avut în cazul do faţă decit un scop didactic, de 
a arăta cum se operează cu acest potenţial magnetic vector, Tintina seama de faptul că expresia 
potenţialului magnetic vector se poate determina şi pe alte căi [vezi 3,2,8,2 şi [239] pag 128], modul 
de deducere a formulei lui LarLacg rămine valabil. pia haaat 


gie, expresia potențialului magnetic 
ci aplicarea lui nu constituie o metodă 
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aceastea în migoaron lor, Logona lui RowrAND so roforð la verificarea efectelor 
magnetice produse do curentul do convoaţie, PE f y 

Dacă e osto donsitatoa volumotriot do saroină oloctrică gi o viteza uniformă 
de antrenare a sarainilor oloctrico, densitatea curentului de convecţie este dată 
de relația (2.32) şi osto 


d = pb, 


Pentru calculul cimpului magnetic s6 va utiliza expresia (3.72) a poten- 
țialului vector 


> pisat | “Sar =] gdr 
dn Je n die O 


unde am notat cu dr şi T elementul de volum și volumul de integrare. Vom avea 
deci, pentru o sarcină punctuală : 


ză = ot | Das =t = rotv'eV (3.77) 
e bd 


unde V este potenţialul produs în punctul 
M de sarcinile volumetrice p şi e este per- 
mitivitatea mediului. 

Imind ca sistem de referinţă un sistem 
cartezian tridimensional drept, avînd axa ow 
în direcţia vectorului de viteză (fig. 3.33) 
componentele acestui vector sînt 


) 


Fig, 3.33. Reprezentarea vectorilor H și E. 


Vs = V, Y, = 0, v, = 0. 


În aceste condiții componentele vectorului cùmpului magnetic sint 


— [7] x 
H, = rots (5+ eV) = S- (ve eV) — a (v: eV) = 0; 


a ) i) , 
= 10 (rc V) = =m (pe V) = (pei) — mp, 0V za 
H, = rot, (eV) ra (va EV) = (0, sK) = Ve -= vek; 
H, = rot, (ov eV) = 4 (v eV) = a sV)a Fe Nn 
âx >`” ay a € apaes veE;; 


deoarece conform velaţiei (1 


.32) 


reprezintă componenta intensității cimpului electric pe direcţia n. 
Modulul cimpului F va fi deci 


H = \H +H: = ve VE + P = ven =D, 


mpului electric produs în punctul M de 
sarcinile electrice de densitate volumetrică p, direcţia acestui vector coineizind 
cu direcţia lui 7” şi sensul înspre potenţialele descrescătoare ; intensitatea câmpu- 
lui magnetic Æ are valoarea modulului dată de relația (3.78) și este deci propor- 
tională cu modulul cimpului electric E şi cu modulul vitezei de deplasare 7 ; 
direcția acestui vector este perpendiculară pe planul format de r şi direcţia 
de deplasare iar sensul este dat de regula burghiului drept, care se roteşte în 


direcţia de deplasare. E 
În concluzie, rezultă dar, că şi un curent de convecţie are ac 


magnetice ca şi un curent de conducţie. 
Această chestiune, enunțată teoretic de FARADAY şi MAXWELL æ fost veri- 


ficată experimental de ROWLAND pentru prima oară în 1876 ; rezultatele nefiind 
suficient de concludente, experienţele au fost reluate atit de ROWLAND cât şi 
de alți cercetători și au ajuns pînă la urmă la niște rezultate contradictorii : 
unii cercetători găsind rezultate pozitive, alţii rezultate negative. Contradicţia æ 
fost gennitiv ET de Acad. N. VASILESCU KARPEN care a dovedit prin o 
serie de experienţe valabilitatea rela; iei (3.78), arătînd în laşi ti i gre- 
şelile făcute de cercetătorii o ela ) pa da a 


(3.78) 


unde E este modulul intensității ci 


eleaşi efecte 


3.2.10. CALCULE DE CIMPURI PRIN APLICAREA REPREZENTĂRII CONFORME 


Se ştie că, în aplicarea reprezentării conforme, dat fii ifica ăgirii 
S 1 2 ind dificul 

funcției, i atomaiiee Kare să reprezinte liniile de cîmp şi liniile dé a 3 

a rin : 
a o pr Oi , se alege o anumită funcţie care poate corespunde problemei 
cazul cîmpurilor magnetice i 
i yu gne , produse de curenți de conducţie ci î 

pn E lueţoare S filiforme, liniile de cîmp sînt Azi, a e PENN 
a ce ct or N EN de, nivel sînt plane trecînd prin axa conduc- 
„a A idei ea e edusă la o problemă plană, studiată într-un 


P A , ; 
A entru determinarea cîmpurilor magnetice se poate utiliza o funcţie de 


7 î (6) = on, (3.79) 
unde o este o constantă care urmează lotermi 
ÎN ni o oonsteattă care un Aaaa) se determina, Într-adevăr, dacă ţinem 


Ua 


2r r 


* Vezi [283] pag, 2, 


es Vezi [118] pag 71 și 
Ap | 161 
see Vezi 3,2,1, relația (to ] pag, 266, 
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şi sam în exteriorul conductorului 


rot H = 0 
üìn relația (3.44) se deduce imediat 


i 
= — — nr, 
A za t 


Rezultă dar că, valoarea coeficientului este 


rez di Lalea (3.80) 
2r 


Pund (fig. 3.34), r = Va Fy? şi tea = £ » atunci 
ammes 


şi deci, din (3.79) rezultă u = c lnr şi v = ca. 

Lund H = cInrşi V = ca, se vede că liniile de cîmp 
sînt cercuri concentrice în jurul conductorului, iar supra- 
feţele de nivel plane, ale căror urme pe planul de studiu 
sînt drepte ce trec prin originea axelor de coordonate. 

Să determinăm cu ajutorul acestei metode cîmpul 
magnetic pe care îl produce într-un punct din spaţiu un 
sistem de trei conductoare străbătute de un curent elec- 
tric şi care formează o linie electrică (fig. 3.35). Ţinînd 
seama de cele ce preced, potenţialul magnetic scalar total, 


E A ) A Fig. 3.34. Coordonate 
produs de curenții care străbat cele trei conductoare, în 
punctul Jf, este dat de relaţia 


polare 


Va = — = (în xı + pa + îns). 
(3.81) 
Aplicînd relţia (3.44) rezultă 
H, = — grad, Y, = 
A A a Gea das 
= (us 2 93 ar aa] 
N (3.82) 
Hys — grad, Y, = 


1 (9 AL 
Fig, 3.35, Determinarea cimpului magnetic produs = —-[î, î da + fa da 
de o linie electrică trifilară an lov dy 


Pentru a calcula derivatele parţiale alo 


E unghiurilor respective, s sar 
din figuri ca 8 ospeotive, se observă 


Y = otga şi w = y otga. 
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obţine 


Derivind prima relație în raport cu y şi a două în raport cu 4, 8e 


i , ôa _ costa cosa 
T pide n p ii a 
aka A | (3.83) 
ing 
paul ai Met Pie Oa S. a pay 

SRR BLS RI doo 

- sina ôv 5 ðw yY 
d 


deoarece 


înlocuind valorile obținute prin relaţiile (3.83) în expresiile componentelor 


cîmpului magnetic, se obţine 


1 „ Sin%, „Sin o . Sin %3 
H, =— > |à ~ th Hima 
2m Ti id T3 


(3.84) 


4A, 


1 [. CSE „COS 2 . COS X3- 
H, = u 1 Ap ea 0 e 
27 Ti To r, 


3 


La o distanță mare de linie, se poate lua 
Oy E a S 03 = a Şi Ti S fa X fz =T 


astfel că relațiile (3.84) devin 


H = S , D c 
2 => a Ton îs) sina 


d NI ; z 
B= (ii + da + 13) COS œ, 


astfel că modulul cîm i Mn A 
Ci ote pului magnetic produs într-un punct situat la o distanță 


ma maL — 1 c . 
1 = VEZI = (int întîi 


totul petrecindu-se ca și 

omy Be o J cum am avea un singur cond ` str 
ron, Cimpul Z so eg Aoo n 
pere era prin punctul M iar sensul lui este a 


ut de curen- 
v-un plan perpen- 
at de regula bur- 
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3.3. INDUCŢIA ELECTROMAGNETICĂ 


3.3.1. GENERALITĂŢI 


Fenomenul inducției electromagnetice a fost descoperit pe cale experi- 
mentală de către fizicianul M. FARADAY, la 29 august 1831. Acesta a constatat 
că, într-un circuit electric care se mișcă în raport cu un magnet (sau în raport 
cu un alt circuit străbătut de un curent electric) ia naştere un curent electric, 
care se menţine numai atît timp, cît se produce mişcarea. FARADAY a explicat 
acest fenomen, arătînd că variaţia numărului de linii de cimp ce străbat cir- 
cuitul şi care se datorează mișcării acestuia în raport cu magnetul, duce la 
inducerea unei forțe electromotoare — numită forță electromotoare de inducție — 
datorită căreia, în circuitul electric închis, apare un curent electric — numit 
curent electric de inducție. Fenomenul acesta poartă numele de fenomenul indue- 
ției electro-magnetice. El poate fi pus în evidenţă prin numeroase experiențe, 
majoritatea lor fiind indicate de însuși FARADAY*). 

Fenomenul inducției electromagnetice: stă la baza realizării a numeroase 
maşini şi aparate electrice, în special a generatoarelor electrice de curent alter- 
nativ. 


3.3.2. LEGEA INDUCȚIEI ELECTROMAGNETICE 


3.3.2.1. Enunţarea legii inducției electromagnetice. Experiențele lui 
FARADAY, efectuate asupra unui circuit electric închis situat într-un cîmp mag- 
netic, au condus la stabilirea legii inducției electromagnetice, care se enunță în 
modul următor : 


Forja electromotoare de inducţie, care apare într-un circuit închis, prin 
variația fluxului magnetic, este proporțională cu viteza de variaţie în timp a flu- 
sului magnetic. Această forță electromotoare este independentă de natura meaiului 
din care este format circuitul electric şi de modul în care este produs fluzul mag- 
netic variabil. 

Notind cu e, forţa electromotoare indusă în circuit şi cu e fluxul maenetie 
care străbate conturul T al circuitului electric închis, legea generală a inducției 
electromagnetice se poate exprima prin relaţia 


„de 
KS (3.85) 


Sensul forţei electromotoare de inducție şi al curentului de inducţie care 
apare în circuitul închis respectiv a fost stabilit de B. H. LENZ, care a aplicat 
pentru aceasta principiul general al acţiunii şi reacţiunii. În conformitate pa 
principiul stabilit de Lenz, sensul forței electromotoare de inducție este asifel 
îmi curentul electria de inductie pe oare îl produce, în circuitul închis respectiv. 
să dea naştere unui lua prin oirouitul considerat, care să se opună mereu sehim- 
bărilor din câmpul magnetic oare au produs forta electromotoare de inductie, 


* Vezi [12] pag, 338, 
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j 3.85 
în baza ncontui prinol piu, tacloml de proporționalitate din relaţia (3.85) 


oata 
b m i 


ront iyi do mănură adoptat”. j 
oroare ar îl alatomul oooront do unitiț adoptat”: e migok astfel 
în Agura 3.30 onto luateab principiul lui Eu A rm E iliri A ori 


înctt îMuxul po caro îl imbrăținonză ai tape, 4 ig e ha aktib Mt asal 
pe caro îl produce Bă micgoreze flu- 
xul îmbrăţisat ; dacă mişcarea Bpi- 
roi este în. sens invers decit în cazul 
precedent (fig, 3.36, b) atunci gen- 
sul curentului este inversat, flux ul 

o care îl produce trebuind să 
mărească fluxul îmbrățișat de spi- 
vă gi care are tendința s4 se mic- 
goreZe. 


: 3.3.2.2. Justificarea ener- 
i b) getică a legii inducției electromag- 
Fig. -3.36. Aplicarea principlulul LENZ pentru deter- Notice. Fie un sistem de două 
minarea sensulul forța! electromotoare de inducție, bare metalice, bine șlefuite, cu 
suprafața perfect netedă, aşezate 
paralel la distanța 7 intro olo ; pe acoste bare alunecă, fără frecare, un conductor 
electrio reotiliniu O logat la o sursă de energie electrică, avînd forța electromo- 
toare e; întrog sistemul esto așezat într-un cîmp de inducţie magnetică B, 
normal po planul format do cele trei bare 
(fig. 3.37). în civouitul conductorului O va 
circula un curent d, asttel că acest; conductor 
va fi supus acţiunii unei torţe electromag- 
netice dată do relaţia (3.8) pi s0 va de- 
plasa în direcţia indicată po figură și 
stabilită cu regula palmei stingi. Conduc- 
torul miscindu-se în cîmpul de inducție 
lata ELA viteza v, va deveni sediul 
unei forțe electromotoare a cărei expresie Fig, 3.37, Producerea fenom pere 
eerie o determinăm pe consideraţii s ONEAN NO Ru La a 
Pa oua interval de timp elementar dt, bilanţul energetic al sistemului 
— energia prodună do sursă : 


aw, ei dt; 


— energia consumati ; 


a) prin ofoctul Journ- Lanz datorit oiroui i : - 
„Ii A torit oiro y E IE pia 
rezistența electrică n ncostui cirouit wit civouitului O al barei mobile, r fiind 


e d W, PU; 


i mul de u § 

. Sistemu niăţi folosit încă de i] 

in da olootrioloni, in oaro so 4 4 Mectr ra 
Sii Me in volfi, fluxul magnetllo în mawvwel şi thinpul în seeur le dr aan 23 pice a Dotare 
pd Aa ATAA ude, oste un sistem de unități incoe 


k 10t, 
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è) prin deplasarea conductorului O sub acţiunea forței electromagnetice 


Wn = Podt = Blivdt; 
StA rezultă ecuația bilanţului energetic 


ei dt = Ri? dt + Bliv dt 
sa, împărțină cu sdi, 


m e = Ri + Bw. 


Da Este uşor de văzut că ultimul termen al acestei relații este de natura unei 
~a 1 torţe electromotoare ; fie deci 
mo Blo: (3.86) 


Notind cu dv spaţiul măturat de bara C în timpul dt (fig. 3.37), avem 


vV = — 


nag- l dz 
at 


şi relaţia (3.86) devine succesiv 
i E. ppi d i e i ADR 
A chit il at A) at 


5 obținîndu-se relaţia (3.85) a legii inducției electromagnetice stabilită de FARA- 
= DAY-LENZ. i 
E S-a găsit astfel, pe cale energetică, expresia forţei electromotoare de 
inducţie și în consecință, un conductor rectiliniu de lungime 1 care se deplasează 
cu viteza v perpendicular pe direcţia unui cîmp de inducţie magnetică B, omogen, 
este sediul unei forţe electromotoare de inducţie a cărei expresie este dată de 
relația (3.86). 
zece Sensul acestei forţe electromotoare se determină cu ajutorul principiului 
ini Lexz*. Practic sensul acestei forţe electromotoare se poate stabili cu ajutorul 
regulii palmei mâinii drepte (fig. 3.38) 
ului sensul forței electromotoare corespunde 
direcției degetului mijlociu al.mîinii drepte, 
care este astfel așezată încît liniile de cîmp 
să intre prin palmă, iar degetul mare să tie 
deschis la 90° și îndreptat în sensul 


fiind 3.3.2.3. Cazul unei bare izolate, Să 
considerăm un conductor — de exemplu o 
bară de cupru — și să o mişoăm într-un 
p magnetic ; se constată experimentul, Fig, 3,38. Regula palmei drepte. 
oare că în timpul mișcării barei în cimpul 
incet” | 
* Vezi 3.3.2, 


i din bară. Hlectronii Bint 


magne j se voduce (0) deplasat 0 4 electr onilor libe! Fi ] Ay 
supuşi arh forțe por pendiculare D ple nul format din direcția liniilor ae cimp 
K t ĉ, p g 

N j! 


i i 3. "i gentà acosta 
Şi directia mişcării, sensul lor fiind indicat în figura 3.39 prin săgeati, 
Ny A 


i î a respectivă apărind 
jutorul r ii drepte, în bara respecti fe d 
E a Că regulii pe le omotoare de inducţie. Din a0oastă 


a unul din capetele barei se vă he ape 
de electroni iar la celălalt o lipsă ră pa 
troni. Apare astfel un cîmp electric antagon ben As 
are tendința să imprime electronilor 0- on 22 
sens contrar. La un moment dat, se stabi og jo z 
+ v echilibru între forțele care acţionează mrap : 
sarcinilor electrice din conductor, datorite empu i 
magnetic şi acelea datorite cîmpului electric. Rezu A 
dar, că acțiunea forțelor cîmpului magnetic Manere 
sarcinilor electrice este aceeaşi cu aceea a unui cîmp electric H, care s- 


găsi în interiorul conductorului şi care ar acţiona asupra acelorași sarcini elec- 


trice. 


cauză, l 
. merare 


Fig. 3.39. Efectele inducției într-o 
bară în mişcare. 


observăm că forţa cu care el 


i esia acestui cîmp electric 
Pentru a găsi expresi p $ E i serte 


acționează asupra sarcinilor q din conductor este dată de r 
F t= qE s3 


pe de altă parte, în cîmpul magnetic, asupra acelorași sarcini acționează o forță 
LAPLACE dată de relația (3.18) şi care este 


F, = q0 x B). 
La echilibru celor două forțe egale și rezultă 
E, =0 xB. (3.87) 


Relația (3.87) reprezintă o nouă formă a legii inducției electromagnetice. 
Relaţia (3.87) arată că, în cazul cînd un corp se mișcă într-un cîmp de inducţie 
magnetică, are loc o astfel de repartiție de sarcini electrice pe corp ca şi cînd 
s-ar găsi într-un cîmp electric de intensitate E, 
Acest cîmp se numeşte câmpul electric indus de 
mişcare sau câmpul electric solenoidal de mişcare ; 
cîmpul electric H, este perpendicular pe planul 
format din direcţia cîmpului de inducţie magne- 
tică și din direcţia de mişcare (fig. 3.40). Dacă 
corpul în mișcare este format dintr-un conductor 
electric, atunci, sub acţiunea cîmpului E, sarci- 
nile electrice se vor deplasa pînă cînd, din cauza 
repartiţiei acestor sarcini, apare în corp un cîmp 
electric coulombian E,, care compensează cimpul 


B 299, g 
Fig. 3,40 Regula sensur ilor pentru electr 10 ind us [i 
( ) X E, 


Dacă corpul în mişcare este un izolant, 


atunci se produce o polari i i 
care corespunde cimpului electric H Aa ace Sl Sta 
H. 


În cazul unei } 

1 bare, la cele două extremit 
potențial a cărei valoare este maxim ; 
perpendiculară pe ea gi perpendicul 


r l ăți ale sale, apare o diterență de 
Sia tunoi cînd bara se mişcă pe o direcţie 
wå pe direcţia cîmpului. În cazul cind 
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sint 
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Osta, 
ving 
astă 
glo- 
elec. 
care 
‘> în 
un 
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ului 
ultă 
Pra 
s-ar 
alec- 


e e] 
este 


orță 


cimpul do inducţie magnetici osto omogon și toate punctele barel ne mică, cu, 
acceaşi viteză, ntunoi tensiunea respectivă so obține inmulpind lungimea barei cu 
componenta — în diveoția baroi a cimpului corespunzător, Această tensiune se 
numeşte forța eleotromoloave do induojio pi Be comportă ca o surs de curent 
atunei cînd cireuitul este închis ; valoarea, ol osto dată de relația 


a = D, = 0 x Bl (2,88) 


în care Î este lungimea baroi. 

În cazul particular, în cure bara esto perpendiculară, pe liniile de cîmp 
şi se mişcă într-o direcție perpendiculară pe ca însăși, forța electromotoare 
de inductio este dată de relaţia 


& = Bw, 


sensul ei fiind dat de regula miinii drepte, rezultat care concordă cu cel obținut 
prin consideraţii energetice. 

Aceasta se poate arăta și prin calcul în acest; caz particular, luînd sistemul 
de axe corespunzind figurii 3.40, relaţia (3.88) poate fi scrisă succesiv. 


& = Bi = (© x B)l = (x d). D = w(ë, x &) Bă, = Bw ĉĉ, = Blv. 


Dacă viteza diverselor puncte ale barei nu este egală gi Ē 
cimpul de inducție magnetică nu este omogen, atunci relația s 
(3.88) poate fi scrisă pentru fiecare porțiune elementară de 
circuit; dò lungime di (fig. 3.41) sub forma 


= y 
de = {ò x Bai, (3.89) 


forța electromotoare totală indusă în conductor va fi Z 4 
ogm A Fig. 3.41. Inducţia electro- 
e = w x Bdil. magnetică într-un cir- 


“a cuit oarecare. 


Toate cele stabilite în cele ce preced rămîn valabile, oricare ar fi forma 
conductorului care se mişcă în cîmpul de inducţie magnetică. 

Să considerăm, pentru exempli- 
ficare, un disc metalic care se roteşte 
între polii unui magnet permanent* 
(spre exemplu discul unui contor elec- 
tric) (fig. 3.42). În ipoteza că discul 
se roteşte între polii magnetului înspre 
planul figurii, deplasarea fiind normală 
pe direcţia liniilor de cimp, sub acțiunea 
forţei electromagnetice, electronii se 
vor deplasa radial, oreind astfel o dife- 
venă de potențial între axă şi periferia 
discului, Forţa electromotoare indusă în 
clementul de rază dr este 


Fig, 3,42, Forţa electromotoare de inducție și de, = Bv dr = Irn Br dr, 
curenţii Foucault într-un disc de contor, 


* Vezi [161] pup. 231, 
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ii ia di i inducţie magnetică B este 
find turaţia discului. În cazul cînd cimpul de ini ; 4 
onion pe URN suprafața discului și viteza de rotaţie constantă, atunci forța 


clectromotoare de inducţie între axa discului gi periferie este 


R 
P, =2mnB| r dr = mBR?. 
0 


pă electromotoare este scurt-ciremitatá 


şi în consecință vor apărea nişte curenți care se închid în masa discului pe niste 


linii de curent, indicate punctat în figura 3.42. Diferenţa de potenţial care 
apare între punctele a şi b nu este deci egală cu forța electromotoare E, 
i turbionari sau owrenți FOUCAULT, 


Curenţii care apar se numesc curen} 7 1 LT. 
Prin intermediul lor, energia discului sub forma lucrului mecanic necesar rotirii 
discului este disipată sub formă de energie calorică. Discul este astfel supus unei 
forțe de frînare. i 

3.3.2.4. Cazul unui cimp variabil în timp. Fie un circuit imobil C, aşezat, 
într-un cîmp de inducție magnetică variabil în timp (fig. 3.43). Pinind seama 
de relaţia (3. 53) vom putea serie* 


în discul considerat, această for 


p = | Ba = | Jal (3.90) 


c 


unde B este cîmpul de inducție magnetică 
şi A potențialul magnetic vector corespun- 
zător, vectorii B şi A fiind funcții atit de 
coordonatele w, y,z ale punctului considerat, 
cât şi de timp. Conturul de integrare fiind 
fix, se poate scrie aplicind relația (3.85). 


(€) 
4 ES, p Ee J 
Fig. 3.43. Circuit electric într-un cîmp e, = — e EN | moa di. 
magnetic variabil at ôt Jz db 
(3.91) 


Această, forță electromotoare poate fi considerată ca suma forțelor electro- 
motoare elementare, produse în fiecare element de circuit; MM”, de lungime di. 
Vom avea, deci i 


6 =f de; 
[+] 
în care 


ðA ~» 
da = — — di. a 09 
; 9 (3.92) 


Circuitul 0 fiind închis și fii li if 

nchis gi fiind sediul unei fort ( finită 
FE . $ i 0 electromotoare de i 
de relaţia (3.91), va fi străbătut; de un curent à. 29 doinita 
acţ Ă copaidarăra n sarcini q oarecare din conductor, care se deplasează sub 
i une imp 4; această deplasare tăcindu-se în sensul forţei electro- 


* Vezi 3,2.5.3, 


fo 


este 
rta 


motoare de, sarcina q își sporeşte energia cu cantitatea g de, care poate fi con- 
şiderată ca echivalentă cu lucrul mecanic al forței gr care se deplasează 


po distanța dl. Se poate spune, că în timp ce parcurge elementul de circuit di, 
sarcina q este supusă acţiunii unei forţe 1%, datorită cimpului electric 


Tinind seama derelația (3.92) vom avea 


Tan a, (3.93) 


Această expresie poate fi dedusă direct dacă relaţia (3.91) se scrie sub 
forma diferențială 


E pa 94 3 
de; = E; dl = = 


Numim cîmpul electric £,, cîmp electric indus de transformare. 

Sub acțiunea cîmpului electric de inducție F, sarcinile electrice din 
elementul de conductor MM’ şi care sînt în număr mare se vor pune în mişcare. 
Dacă, elementul considerat face parte dintr-un circuit electric, atunci în acest 
circuit apare un curent electric î ; la bornele MM! ale elementului de circuit, 
apare o diferență de potenţial, dată de cea de-a doua teoremă a lui KIRCHHOFF 
și are forma 

dU = de, — i dr. (3.94) 


Această, diferență de potenţial poate să fie nulă ; într-adevăr, să conside- 
răm un circuit electric de formă circulară aşezat într-un cîmp de inducţie mag- 
nețică uniform, pe care îl putem face să varieze 
în timp, după o lege oarecare (fig. 3.44); planul 
cirenitului este perpendicular pe direcția câmpului. 

Forţele electromotoare elementare de in- 
ductie sînt repartizate uniform de-a lungul între- 
gului circuit, Conform teoremei a doua a lui KIRCH- 
HOFF, suma lor, ep este egală cu căderea de 
tensiune totală din circuit ri și pentru fiecare elo- 
ment de circuit 


de, sidr 
și deci, tensiunea între punctele MM’ esto nulă, 
Rezultă dar, că toate punctele circuitului sint la Fig. 3.44, Circuit electric 


același potenţial, degi sint parcurse de un curent 
electric, gi deci ele nu sînt în echilibru electrostatic, 

Dacă acum elementul de circuit MM’ este izolat la cele două extremităţi 
ale sale, el nu mai poate fi străbătut de un curent electric. Acţiunea cîmpului 


vinilor conductorului la extremită- 


sarea sAr tr 
pial electrostatica 


Qeetrie de Mduchie constă în dopla 
te sale Şi aceasta pină va apărea 0 diferenţă de poten 


aV = diy 


produce un amp olectrostatio 
Ñ, = — grad V 


car IR 


în amantal considerat opus cimpului electric de inducţie 


= da = 
D, = — n, 
dl 


Se poate spune că elementul de circuit MM’ este în echilibru electrostatic 
— întracit sarcinile electrice pe care le conţine nu sînt supuse acţiunii nici unei 
forțe — totuşi, toate punctele sale sînt la potenţiale diferite. 

Dacă atum facem 0 tăietură ab, între aceste extremităţi apar 
ae potențial 


e o diferenţă 


Va — Vy = ĉe 


Sarcinile răspindite pe suprafata conductorului produc un potenţial care creşte 
în mod continuu de la a la b. Apar astfel diferențe de potențial între diversele 
cte ale conductorului şi totuşi el nu este străbătut de un curent electric ; 
s-ar părea că în acest caz conductorul este în echilibru electrostatic. 

Din contradicţiile ce au apărut, rezultă că într-un conductor imobil 
supus unui cîmp de inducţie variabil în timp, dar uniform, legile obişnuite 
ale electrostaticii şi electrocineticii nu se mai pot aplica şi trebuie să se țină 
seama şi de cîmpul electric de inducţie care apare în acest caz. 

Pentru a vedea în mai îndeaproape fenom enele care apar 
într-un conductor în acest caz, să considerăm în masa unui 
conductor un element de dreaptă MM = Al (fig. 3.45); 0 
sarcină electrică q, care s-ar deplasa de-a lungul acestui ele- 
ment de dreaptă, capătă o energie a cărei valoare este dată 
de relaţia 


Fig. 3.45. Secţiune prin aW = d T dl 
conductor Á ôl 
echivalentă cu ] i z 
ucr sanie al c j i $ 
ul mecanic al componentei vectorului — — l de-a lungul 
deplasării. % 
Se poate spune deci i 
ate s i, că în punct xisti Î i i i 
> punctul M există un cîmp electric de inducție 
B, să dA 


Ol 


~ - 
care se suprapune peste cimpul electric coulombian 


grad V 


produs de sarcinile electrice din masa conductorului și de pe suprafața acestui 
astfel că în punctul M cimpul total este a ie poeta 


B= B+ B, = — 2 — grad V 


şi care este cimpul ce acționează asupra sarcinii așezată in punctul M, 


f= ab; 
tot acesta este cimpul care trebuie introdus în expresia (2.20) 
3 ="E 


pentru a determina curentul care circulă în conductor. 
În cazul cînd conductorul este mobil trebuie adăugat și cimpul electric 
indus de mişcare datorit deplasării conductorului şi dat de relația (3.87), res- 


ie pectiv. (3.89). 
a În acest caz 

SE S da PE 3 
nță B= B+E, +B, =— E — grad V — (B x 3). (3.95) 


Trebuie observat; că, spre deosebire de cîmpul electrostatice coulombian, 
cîmpul total Æ definit de relaţia (3.95) nu derivă dintr-un potenţial scalar. 
Într-adevăr, aplicînd rotorul relaţiei (3.95) se obţine 


| 
eşte | 
sele | „d E: £i 5 A sc TRI 3 să AE 
ric; | rotE = rot E; + rotE,+rotE,=—rot o n rot(B xv) = — zı 0t4—rot(B x0)= 
obil | A 
uite | = — 98 — rot(B x 3) (3.96) 
țină | ôt 
apar | căirot E, = — rot grad V = 0. 
unui 
yoo 3.3.2.5. Expresia generală a legii inducției electromagnetice. Să presu- 
ele- | punem că circuitul în care se produce o forță electromotoare de inducţie dato- 
dată | rită cîmpului de inducţie magnetic variabil în timp, se mişcă el însuşi, într-o 
| anumită direcţie, cu viteza v. În acest caz, pentru a calcula expresia (3.91) este 
necesar a efectua derivata substanţială a fluxului magnetic care străbate supra- 
faţa, Se obţine: i 
A Ba? = | k + ödiv + rot(f x oja 
dt Ep Ep ót 
yng 


ținind seama că diy B = 0, se obține 


uet? 5 49 d e ôB ap : 
£, =$ DAR e — = = | Ba 3 = d „mm dă =| vot(B xX vd = 
r i Rp 


d dt Jyp 


Í - -f 93.43 pro x Bai, (3.97) 
| p o 


ðB 


i — te forța electromotoare 
în relația (3:97) expresia e z este t 


dË = Cir 
[5 x Bai = emiw este forța elec- 


indusă prin transformare ; iar expresia 
3 relația (3.89) integrată. 


tramotoare i în mi i care este identică cu 

Dental OAR tir oDult 9=0 și expresiile (3.97) se reduc la primul 
“Aphiotea acum primului termen al relaţiei (3.97) teorema lui STOCKES 

se obţine 


| ot Ea =- |, [Era x os: 
Sr T 


cam suprafața Xr este arbitrară, se obține forma locală a legii inducției elec- 


tromagnetice, sub forma 


rot B= — 2 — rot (B x >), 


adică aceeaşi relație (3.96) obținută prin alte considerații. 
în cazul corpurilor imobile, v = 0, şi relaţia (3.96) devine 


roti — — 2 sau rot E PECE (3.98) 
x ôt at 
care constituie cea de-a doua ecuaţie a lui MAXWELL. 


3.3.3. CONSECINȚE ALE LEGII INDUCȚIEI ELECTROMAGNETICE 
3.3.3.1. Cantitatea de electricitate indusă într-un circuit electrie închis. 
În lucrările sale cu privire la inducția electromagnetică, M. FARADAY a enun- 
fat legea respectivă referindu-se la cantitatea de electricitate Ag ce se induce 
într-un circuit electric închis, avînd rezistenţa electrică r, şi care este străbătută 
de un flux magnetic avînd o variaţie Ac, adică 


S pooto ajunge la această relație pornind de la expresia generală a legii 

u anne (3:80): Într-adevăr, curentul care apare într-un cir- 
cuit el j ă r, în care esto indusă o fortă electri ste 
dat de legea lui On (2.1.3) și este a a aa a aate 


O ty 


Dar, 


şi deci, 


de unde rezultă 


adică toomai expresia dată de FARADAY. 

În cazul variaţiei finite a fluxului magnetic, de la valoarea ®,, la valoarea 
©, în circuitul electric considerat se induce o cantitate de electricitate bine 
definită dată de relaţia 


Da Pas 
(3 zf o ase hip (3.100) 


3.3.3.2. Măsurarea cîmpului de inductie magnetică. Dacă în relaţia (3.100) 
presupunem 


9, = 0, 


ceea ce poate obţine, dacă variația de flux se realizează scoțînd brusc o bobină 
turtită din cîmpul de inducţie magnetică B pe care voim să-l măsurăm, atunci 


Oh = 


Pentru măsurarea fluxului se utilizează o 
bobină turtită* cu N spire şi avînd secțiunea 
circulară de arie 5, care se leagă la un galva- E 
nometru balistic într-un montaj care comportă wS 
o rezistență R, un condensator C şi o sursă de 


energie electrică E (fig. 3.46). A K 
Notînd cu r, rezistența bobinei de măsură fi RONE 


Și g rezistența galvanometrului balistic, cantita- 
tea de electricitate indusă în bobină va fi 


(0——— 0-65 ) 
NO 
= (3.101) Fig, 3.46. Schemă pentru măsurarea 
pt Rtg fluxului magnetic, 


NO fiind fluxul total care străbate bobina și va da în galvanometrul balisti e 
9 elongație proporţională cu aceasta 


q = k0, (3.102) 
unde k este constanta galvanometrului balistic, 


„o main SE 


* Se poate folosi o bobină de probă, 


Mutind comutatorul K pe poziţia 2, Be încarcă condensatorul cu canti- 
tatea de electricitate" 


q = 0 F; 


i i rcă în circuitul format 
mutind apoi comutatorul pe poziţia 1, acesta 80 gaea Sa dag elon- 


ì i ometru şi rezistenţă şi galvanome da o 
DA et pri cu dalta de electricitate ce-l va străbate și care este 


TER DAOI Mei Se OH = hu. (3.103) 
MOI R+O Mr R+o i 


împărțind relația (3.102) la relaţia (3. 103) şi ţinind seama de relația 


(3.101), rezultă 


cp e sed 
qua 6, RGE 
N de unde se obține 
cre; 
7N Ch 


Cunoscind fluxul produs de cîmpul de inducție magnetică, B în spira dată 
şi aria acestei spire, se deduce imediat valoarea cîmpului de inducţie magnetică 


3.3.3.3. Calculul forței eleetromo- 
toare a unei mașini electrice de curent 
continuu cu indusul în tobă. Un indus 
în tobă, redus la forma cea mai simplă, 
este format dintr-un cilindru din mate- 
rial teromagnetic la periferia căruia con- 
ductoarele — formînd spirele înfăşură- 
rii — sînt aşezate paralel cu axul 
cilindrului (fig. 3.47). Să presupunem că 


; ; „N 
indusul are N conductoare, şi deci 2 


spire şi se roteşte în sensul săgeții cu 
turaţia n rot/s. Indusul fiind aşezat 
într-un cîmp de inducţie magnetică B, 
e ui NS, în fiecare spiră se va 
induce o tor 3 OAL ă 
Fig. 3.47, Sem jae Indus de mașină electrică relaţia REN E E A 

dion. continuu perpendiculară pe direcția cimpului de 
inducție magnetică B unde 


9 = Oma = Const. 


p 
| 
f 
pi 
pii 


ti | idea 


sensul forțelor electromotoare e dat de regula miinii drepte. 


0 Ne propunem să calculăm forța electromotoare produsă de acest indus 
ste între periile P şi Q, ştiind că toate spirele sint; legate în serie și formează o înfă- 


şurare continuă între aceste perii. 
Fluxul fiind variabil pentru fiecare spiră, el poate fi reprezentat printr-o 
03) funcţie de forma 


P = Pra î(0) 
unde î(0) este astfel că 
ţia 
s(3)= = (E5) 1 
2 2 
Vom avea deci pentru o spiră (în valoare absolută) 
ă l 
aE Alia NOA 
mn maz (0), 
Dar 
dată W oz 
atică t 
este viteza unghiulară a maşinii şi deci 
e = 270 Pa î'(0). 
eat Maşina avind A spire, în unitatea de unghi vor fi 
uren 2 
ndus 
nplă N 
nae AvA 
b con- 2x . dr 
gura conductoare. A j 
cir În unghiul elementar dO vor fi deci 
mm É 
N N 
1- | ! = — 0 
BC 2 i Ar e 
jí HF conductoare, care fiind legate în serie dau forța electromotoare totală 
Le 
e Ja dB = 0-7 40 = NaDa 1'(0)A0, 
7 m 2 
tõ 
Pe Har 
Jui de astfel că forța electromotoare dată de întreg indusul este 
n, 
B = È, AB = Nt Onon 
aiT) 
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Această forță electromotoare este exprimată în volți dacă fluxul este 


xpriemat în weberi. 
3.4, INDUCŢIA ELECTROMAGNETICĂ PRODUSĂ DE 
CURENȚI ELECTRICI CUASISTAŢIONARI 


3.4.1, FLUXUL MAGNETIC TOTAL 


. . p . y$ it 
de inducție magnetică trecind prin suprafața > a unui cireni 
+ Mle S apa i Area produce un flux magnetic definit de relația 


(3.22) 


9 =| Baaz. 


Această relație este valabilă, oricare ar fi suprafața limitată de conturul circui- 
tului electric, oricare ar fi forma lui. TETE ) 

În general, dacă circuitul considerat este constituit dintr-o bobină avind 
N spire identice, şi este parcurs de curentul electric i, care produce un cimp 


` de inducţie magnetică B, atunci fiecare spiră a bobinei — considerate identice 


şi normale pe axa bobinei — va fi străbătută de un flux 
e = Bă, 


unde X este aria suprafeței închise de o singură spiră. Fluxul total produs prin 
toate spirele bobinei va fi egal cu suma fluxurilor produse prin fiecare din spi- 
rele circuitului 


9 = Nọ (3.104) 


şi se numește fluxul total al bobinei. 
Dacă spirele bobinei nu sînt identice şi prin acestea trec fluxurile e, 


(k =1,2,. . .„N) atunci valoarea fluxului total ce străbate bobina este dat de 
expresia, 


(3.105) 


3.4.2. INDUCTANȚA MUTUALĂ 


r M e nelinirea inducției mutuale. Să considerăm două circuite 
1 Și C, străbătute respectiv de curenții ù şi ĉa (fig. 3.48). Curentul î,, care 
străbate circuitul 0,, produce în jurul 
său un cîmp magnetic B, care, străbătind 
circuitul Ca, produce prin acesta un 
flux magnetico; acest flux magnetic esto 
deci proporţional cu curentul ù, care 
circulă în cirouitul 0}. So poate sorie 


Pia = Mov (3.106) 
în oaro JM i 
oaro Mia este un cooficiont care nu 


depinde nici de à şi nici de eia şi care 


Fig, 
g. 348, Definirea inductanței mutuale urmează a ti doterminat 
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În același mod, cimpul B, produs do circuitul O, care strábate cirenitul 0, 
produce prin acestn un flux magnetice, definit de relaţia 


Pa = Morty (3.107) 


Poniru a dotermina coeficienții Mis și My, vom gerie fluxurile respec- 
tivo în funcţie de potenţialul vector al cimpurilor magnetice care le-au produs, 

Asttol, dacă A, esto potenţialul vector al cimpului de inducție magnetică 
co străbate circuitul 0, aplicind relaţia (3.90) so poate scrie (fig. 3.48) 


Piz ad A, dl, (3.108) 
0, 
dar, conform relației (3.57) 
4 i f dl; 
= Wh 
Ar lg, 7 


Ia = Eg $ Shih (3.109) 
Tr Jo 


În același mod se obține și coeficientul M,,, care va avea exact aceeași 
expresie; în consecinţă, 


My = Ma = M! 


Relaţia (3.109) se numeşte formula lui NEUMANN și coeficientul W se 
numește coeficient de inducție mutuală sau inductanță mutuală sau îmductivi- 
tate mutuală. 

Inducetanţa mutuală este o mărime fizică, care în medii liniare e inde- 
pendentă de fluxul magnetic ce străbate circuitul respectiv şi de curentul elec- 
tric care a produs acest; flux ; ea depinde numai de formele geometrice ale celor 
două circuite, de distanţa geometrică dintre aceste circuite şi de mediul mag- 
netic în care se găsesc aceste circuite. 

Benaţia de dimensiuni a inductanţei mutuale este 


(NM) DA MIDRA ZA. 


Unitatea de măsură a inductanţei mutuale, în sistemul de unităţi MASA 
esto henry-ul (FL), a cărui definiție so va da în paragraful 3.4.3, 
În sistemul de unităţi CGSuy unitatea de măsură corespunzătoare este 
centimetru up (CM: po), relaţia de legătură tiind* 


LH = 10° 0m po 


La 


* Centimetrul-ug este unitatea CGSBI nerațlonalizată (vezi STAS 337/, —74), 


25 0208 


în schemele 'circuitelor, simbolul inductanţei mutuale se reprezintă 


3.49. ; Tai s 
y EEA z dintro cole două circuite 0; și 0, poate fi considerată ca distanța 
medie, dintre cele două circuite. o A relație analoagă și pentru 


dintre doi curenţi din 


mu i 
> poa aa ionale, Dacă în relația (3.108) 
i ‘sou introducem expresia (3.59) a potențialului 
| yector, se obține 
A AM 


3 8dr 
=E KAJ Tra 
Fig, 3.49. Simboluri grafice pentru 1 2 
inductanța mutuală. 
Dar, avem evident* 
3 EX 
dl, = z dr 


şi deci 


m=- | Bd dr, d re (3.110) 
L 4T Dls Je Je 


3.4.2.2. Calculul inductantelor mutuale. Calculul de inductanțe mutuale 
cu ajutorul formulei lui NEUMANN este în general dificil din cauza greutăților 
ce se întîmpină la evaluarea integralei duble. 

În practică, se caută a se determina fluxul trimis de una din bobine în 
cealaltă, prin procedee simple, deducîndu-se apoi valoarea lui W. 


În cazul circuitelor complicate 
determinarea inductanţei mutuale se 
face pe cale experimentală. 

Pentru ilustrarea metodelor de 
calcul, le vom aplica în cazula două 
probleme simple. 

a) Să determinăm induetanţa 
mutuală dintre cele două conduc- 
toare paralele ale unei linii electrice 
bifilare, prin aplicarea formulei lui 
NEUMANN, 

„Fie deci o linie bifilară de lun- 
gme d da celei două conductoare 

n ntre ele cu a (fig. 3.50). ig. 3,50, ifilară 
Din figură rezultă (fig ) Fig. 3.50, Linie bifilară. 


"= (GAFE, 


I, 
* Din Bd = A AX dj 
a I2 di 


= 


le 
or 


astfel că formula lui NEUMANN (3.109) se va sorio 


22 f hd | dl, Sa 
a |), Vare ar), Su | VU pa 4r f, Ddi, (21t) 
unde am notat 


l d! 
I =Í ahai 
S GE a 


Pentru calculul acestei integrale se face substituția 


lb— l=% şi rezultă dl, = dw 
apoi, 
Aa E G şi rezultă de = a ch tdt; 


şi 
x? + a? = a? (1 + sh?t) = a? ch? t; 


rezultă astfel imediat, 


(3.112) 


de unde 


și deci 
t = ln(x + Va + a) — ma 


semnul minus neconvenind. ; : z a 
Calculind valoarea integralei (3.112) între cele două limite, constanta 


Ina dispare și, revenind la prima variabilă, rezultă 


L =mi + |TT e h] VEFE h). 


În aceste condiții, integrala din relația (3.111) se poate sorie 


I 1] Li 
| TĂIA =f Täh -Í UN (3.113) 
9 0 o 


unde ; 
I, = ni + VU Heh] 
şi 
Tin (Vi — 4}. 
Pentru calculul primei integrale din relația (3.113) se face substitupis 
1—4 =—y M deci di, = dy 


și integrala respectivă capătă acoeagi formă ca fi cea de-a doua integrală din 
relația (3.113), cu limitele de integrare 

y=0 pontru L= 
şi 

y= — pentru Ņņ = 0. 


Această integrală se efectuează prin părți. Punînd 


u=m( F é-—L) și 
rezultă, 
Ea 
O apa îi 
Se obţine 


ZI L l 
( Täh = (în VE e — h) dh = ua VE re —u)| + ra = 
-0 0 0 


= ună pa) VEFE | omite n + ET e-a 


t 
0 

. . . l < . 
Tinind seama de limitele de integrare, integrala | Idil, ne dă în acelaşi mod 
-0 


l SEE E SSE 
| 1d, = VE F a +1) VEF a + a. 
0 
Rezultă dar, 


l 
: TETES, E A 
| DaS |in TE ] — 2 [VP ra — a] = 


2 [VE a — a]: (3.114) 


od 


14) 


Tinind seama că a < l, dezvoltind radicalul în serie și neglijind termenii 
la puteri superioare, primul termen al expresiei (3.114) se poate serie 


căci 2> 12 ; de asemenea VP +a — axi. 

Cu acestea, integrala (3.114) devine 
L 
| za, = za |n 2 —a] 
-0 a 


pe care, introducînd-o în relația (3.111) se obține 


pl |n a 1| H. (3.115) 
a 


TE 


Luînd u = 4710 ~7H/m şi ! în kilometri, relația (3.115) devine 
M, = afin Ea 1] 10-4 Him » (3.116) 
a 


care reprezintă inductanţa mutuală specifică sau lineică ; în practica liniilor elec- 
trice se utilizează în special relaţia (3.116). 

b) Ca un al doilea exemplu, să determinăm inductanţa mutuală dintre două 
bobine coaxiale, din care una din ele este mobilă în jurul unei axe normale pe 
axa generală (fig. 3.51). Un asemenea dispozitiv 
se numește un variometru. Să presupunem că 
prima bobină C, are N,/L spire pe unitatea de 
lungime și este parcursă de un curent staționar 
de intensitate Iı. Cîmpul în interiorul solenoi- —- 
dului îl presupunem uniform și paralel cu axa 
lui ; intensitatea lui este dată de relația (3.70) 

ȘI este 


Nil 
l 


H = 


Fig. 3.51, Variometru, 


_ Bobina C, are secţiunea S, și are N, spire., Fluxul care străbate această 
bobină este 


NNaSata h cos 0 


Dig = Na pI Sa 0080 = k 
1 
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i rezultă 
ȘI NuNaSab. cos0 = Ma cos 0, (3.117) 
12 


Ti l 
i notat 
E IA (3.118) 
Sa = Sa 


din cele două circuite, M fiind aena. 
co caracterizează un circuit magneti c 


i electrice a unui circuit electric. 
Ecuația sa de dimensiune este 


[3] = LMT? P, 


iar unitatea de măsură în sistemul MKSA raționalizat esto amper-spiră-pe 
weber A şi este definită“ ca fiind reluctanja circuitului magnetic în care 
imo } Wb 
toare de 1 A. sp produce un flux magnetic de 1 Wb. ital! 
a În Du MKSA E ajionalizat, unitatea respectivă este deci gilbert 
pe weber 5) definiţia acestei unităţi fiind analoagă. 


Relaţia de legătură între aceste două unităţi este 


A.sp dGb 


1 = 47 


1n sistemul 0GSug, neraţionalizat, unitatea de măsură este gilberi pe 
Sp şi relaţia de legătură cu sistemele MKSA 


Mx 


maswell ( 


A 


e ea a ip e 
Wb 


în sistemul raționalizat ; 


1 dGb = 10-9 Gb 
Wb Mx 


în sistemul neraționalizat. 


3.4.2.3. Calculul fortei electromotoare de inductie, produsă pri iați 
l t t usă i 
eurentului electric sau prin deplasarea circuitelor în ct a dog iait ca 
Pai pie goni promite 0, gi 0» a prozontă şi fie M inductanţa lor mutuală. 

pres „că ci este străbătut de cur i 3 e î 
transmite circuitului C, este dat de relaţia Ep acei i Aga A care T 


D= Mi, 


* STAS 737 19—74, 
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117) 


118) 


elaşi 
metio 


iră-pe 
n care 


gilbert 


bert pe 


Dacă acest flux este variabil în timp, atunci în circuitul 0, se va induce o 
forță electromotoare de inducţie a cărei expresie este dată de relația (3.85) 
şi este 


[ILOR di, dM 
€ — a iiS u —— — 
a = Mp (3.119) 
în care 
€M a = e} este forța electromotoare ce se induce în circuitul 0, din 


cauză că intensitatea curentului din circuitul C, este o mărime care variază cu 


timpul ; dacă ù este staționar, i SgS 


AM Sa 
== Obor ei! este forţa electromotoare ce se induce în circuitul 02, 


din cauza variaţiei în timp a inductanţei mutuale; cum inductanța mutuală 
depinde numai de elementele geometrice ale circuitului, rezultă că este necesară 
o deplasare mecanică a celor două bobine, una faţă de cealaltă. Această situație 
are loc în maşinile electrice rotative ; dacă M este constant — cazul transforma- 


: a NPua 
torului electric — atunci t =i == 


În acelaşi mod, dacă circulă un curent electric în circuitul C., dacă fluxul 
produs de cîmpul de inducţie magnetică al acestui circuit în circuitul C, este 
variabil în timp, atunci în circuitul C, se induce o forță electromotoare de 
inducţie mutuală 

AIE a _ _ppăie N AM. 
dt at dt 


Asupra, acestei forțe electromotoare se pot face aceleaşi considerații ca şi 
în cazul precedent. 


3.4.3. INDUCTANŢA PROPRIE 


„3443.1. Definirea induetanţei proprii. Fie o bobină oarecare, avind N 
spire, Dacă prin spirele acestei bobine trece un curent electric de intensitate è, se 
produce un cîmp de inducţie magnetică B, datorită căruia, suprafața limitată 
de spirele bobinei va fi străbătută de un flux de inducţie magnetică total O. 
Acest flux se numește fluwul propriu al bobinei și el este proporţional cu curentul 
care l-a produs, Se poate scrie deci 


j= Li, (3.120) 


„` , Factorul de proporționalitate L este o mărime fizică şi se numeşte factor 
de induepie proprie sau inductanja proprie sau inductivitatea proprie sau numai 
inductanță ovi induotivitate *, 


* Denumirea de selfinductanță sau numat self nu este recomandată, 
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Borata de definiţie è inductanţei este deci 


o 3.121 
R (3.121) 


ewmafia de dimensiuni este aceeaşi ca Și a inductanţei mutuale 
(L] = PM ms, 
jar unitatea de măsură este aceeaşi, henry-ul (E) Caz Ci e cae 
unei Spire, În Care ia naștere un flux magnetic propriu de ; 
ză de um curent de 1 A. i 4 i 
Ta yi inductanțta mutuală, inductanța proprie depinde ze de elementele 
geometrice ale bobinei şi de permeabilitatea magnetică a mediului. 


i ii „lul analitic al 
3432. Calculul induetanţelor proprii. În general, calculi nug 
indectanțtelor proprii constituie 0 problemă dificilă. Într-adevăr, dacă voim 
să aplicăm formula lui NEUMANN, inductanţa nu poate fi definită decît într-un 
mediu tridimensional şi deci trebuie aplicată relaţia (3.110) sub forma 


pot adora, (3.122) 


ande dv şi d= sînt două elemente de volum ale aceluiași circuit și 7 este distanța 
dinire ele. 


Integrala, (3-122) este în general improprie pentru calcule, fiind divergentă. 
Trebuie observat că pentru a putea defini inductanţa proprie & unui 
circuit, trebuie ca diametrul firului, conductor să fie finit, căci, după cum rezultă 
din relația (3.122) nu se poate trece la cazul limită al unui conductor liniar 
g îlitorm. 

Sint însă unele cazuri particulare, în care inductanțele se pot determina 
ca uşurinţă. În alte cazuri, pentru aplicațiile practice mai frecyente, au fost 
propuse diverse relații de calcul — unele empirice, altele stabilite pe cale experi- 
mentală — în care intervin diferiți coeficienți, a căror valoare este dată în 
tabele în funcţie de anumite dimensiuni principale ale bobinei *. 

~ a)in cazul particular al unei bobine avînd secţiunea constantă È și N 
spire identice, bobinate în mod uniform pe un tor cu lungimea | şi cu permea- 
bilitatea yu, calculul se face astfel : j l 

Fluxul total propriu al bobinei este 


TENO NHD = ui 
l 


> 


de unde rezultă 
unde w 


este reluctanţa circuitului magnetic, 


* Vezi [148]. 


360 


-122) 
anpa 


entă. 

unui 
zultă 
liniar 


mina 
ı fost 
z peri- 
tă în 


şi N 
ymea- 


2.123) 


OBSERVAȚIE : Pentru un calcul exact al inductanței proprii a unui tor, 
trebuie utilizată relaţia (3.54) care dă valoarea exactă a fluxului într-un tor, în 
functie de dimensiunile acestuia, Se găseşte astfel, 


Relaţia (3.123) se poate aplica şi în cazul bobinelor cilindrice, la care tungi- 
mea lor ! este foarte mare, în raport cu dimensiunile liniare ale secțiunii lor. 


În cazul cînd scăpările de flux nu pot fi neglijate, inductanța proprie æ 


bobinei nu mai poate fi calculată cu ajutorul relaţiei (3.123) decit dacă se 


corectează cu un factor numeric, mai mic decît unitatea şi a cărui valoare s-a 
dedus pe cale experimentală; în aceste condiţii inductanța unei bobine cu 
dispersiuni magnetice se, poate calcula cu relația 


N 5 
l 


L=ky 


Pentru bobine cu secţiunea circulară de diametru D, valoarea coeficientu- 
lui k este dată în tabloul 3.2. 


Tabloul 3.2 
VALOAREA LUI k PENTRU BOBINE CILINDRICE îN AER 


05530; 0,2 0,4 0,6 1 1,2 1,4 1,8 2 2,5 3 


- | 


k 1 0,9588 0,9201 0,8499 0,7885 0,7351 0,6884 0,6475 0,5511 0,5255 0,4719 0,4292 


b) Inductanţa echivalentă a două circuite în prezenţă. Să considerăm două 
circuite oarecare în prezenţă, străbătute respectiv de curenţii à şi ù În funcţie 
de inductanţele proprii şi mutuale ale celor două circuite, fluxurile totale co- 
respunzătoare sînt 


Na pa = Dita + Mata 


(3.124) 
Naga = Lia E Mutu 


2 


unde 


Mio Mu m M, 


, Trebuie observat că, pe cind inductanţele proprii sînt întotdeauna pozitive 
prin definiție, induetanța mutuală poate fi pozitivă sau negativă în raport cu 
sensul fluxurilor respective datorită curenților à și ia, semnul minus fiind atunci 

he ? 


cînd curenții parcurg cele două bobine în sensuri contrarii, producînd astfel 
fluxuri de sens contrar, 
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în oazu) partioular a douñ circuite legate in, serie Hi parcurse de acelagi 


curent i, din relațiilo (3.124) rezultă 
Nip = (Li £ Mi, 


Napa = (L; -k My, jj 
Fluxul total, străbătind ansamblul celor două bobine, este t 
f e 
D= N, p tN F (Lı + Dr £ 2M) i. 
So poate defini astfel o inductanţă echivalentă a ansamblului 
D= Int Dak 2M: (3.125) 
0) Induotanţa proprie a umei limii bifilare. Să considerăm un circuit format 
din doi cilindri, foarte lungi, paraleli, unul servind drept conductor de ducere, 
celălalt drept conductor de intoarcere a unei linii electrice pitilare, străbătute 
de curentul i, 
Fie R, și R, razele celor două conductoare și 4 1 
distanţa dintre ele (fig. 3.52). Pentru determinarea 


inductanţei proprii corespunzătoare este necesar să 
evaluăm fluxul produs de curenţii din cele două 
conductoare ; fluxul total este egal cu suma fluxurilor 
produse de curenţi în interiorul conductoarelor și în exte- 
riorul lor. 

Pntru evaluarea fluxului din interiorul conducto- 
rului, împărțim conductorul în tuburi cilindrice con- 
centrice cu axul conductorului ; aceste tuburi îmbrăți- 
șează numai o parte din curent, astfel că fluxul produs 
Fig. 3,52. Linie electrică de cimpul de inducţie magnetică tangent la unul din 

bifilară aceste tuburi este 


- e La k 
dq, = B,42, = pE lT (3.126) 


pona seama de valoarea cimpului din interiorul unui conductor dată de relația 
(3, 5 Semento] de vugrala ți fiind ldr, unde | este lungimea liniei 
n ipoteza unei densități de curent uniforme pe î ți ) 
i ) pe întreaga secțiune, dacă 
este curentul ce străbate secţiunea conductorului, rezultă * j ! Ppa 


2 


În Doar 
i Rì 
și relația (3,126) pe poate serio 
"d 
de, = u l drs 


* Vezi 3.2,7.2, 


i 


şi atunci fluxul din interiorul conductoarelor este * 


independent deci de raza conductorului. 

Evaluarea fluxului din exteriorul conductoarelor se face în același mod : 
într-un punct exterior, la distanța 7 de axul conductorului, cîmpul magnetic 
este dat de relaţia (3.37) şi este 


i 
2rr 


Fluxul care străbate o fişie de lungime 1 şi de lăţime dr este 
dð = up dr. 
2rr 


În ipoteza că R, & aşi R, <a, fluxul total dat de fiecare din cele două 
conductoare este: 


— pentru conductorul 7 


— pentru conductorul 2 


dr 3 
=" suln 
r 27 2 


a 
n af 
27 Ra 


În consecință, fluxul total produs de linie este 


D= 20; + D, +0, => 
TE 


fi rezultă inductanța căutată, 


În practică, pentru o linie de cupru sau aluminiu şi pentru aer, 


Hri Si 1 și Hra = 1, 


* Vezi și 3.5.4.4, 


4 „este dată de 
induotanța vespeotivă pe unitatea de lungime kilometrul 


relația 
Tea (4 2 in) 104 H/km, (3.128) 
gg i LU n 
? ? y 0 d 6] în realitate. 
presupunind că R; = R, = R, aga cum osto do altfel în NE iTaetanta 


) BUN Imotor. 
) Tnduotanja proprie a unui Bungur done T nd ca induc ; 
Su he AR dată do rolațin (3.128) este compusă ii tale a 
prie a fiecărui conductor şi de inductanța mutuală dintre aceste j € 
toare, aplicind relația (3.125) so obține 


m DTi a A h 


semnul minus datorindu-se faptului că, în cele două conductoare, curenții au 
sensuri contrarii. Rezultă dar, 


Tp =L + M. 


Introducînd în această relație expresia lui L, dată de relația (3.128), şi expresia 
lui M, dată de relația (3.116), se obține — pentru o linie aeriană 


i =[(3 + 2 In z] m 2 na- 1) jio E 2| mÆ -$ or Eem. (3.129) 

2 R a \ R 4 

Relaţiile (3.128) şi (3.129), care dau valoarea inductanpei proprii a unei 
linii bifilare, respectiv a unui conductor al liniei respective, reprezintă înductanța 
proprie specifică sau lineică a liniei bifilare, respectiv a unui conductor al 
acestei linii. 

3.4.3.3. Forţa electromotoare de inducție proprie. Fie o bobină oarecare, 
avînd N spire și parcursă de un curent i. Datorită acestui curent, bobina va fi 
străbătută de un flux total 


®© = Nọ = Li. 


ţ Dacă acest flux este variabil în timp, după o anumită lege, în bobină se va 
induce o forţă electromotoare de inducţie, dată de relaţia, 


d di dI 
0 = = — L — — i —, 3.130 
di dt dt (0) 
în care 
Tfi 
— D = ¢' este forţa electr i 
7 f orfa electromotoare ce se induce în bobină din cauză 


că intensitatea curentului 4 tni 

BA CULONU i este o mărime care variază n A A 
pai Ai ; arimo oare variază cu timpul; dacă è este 
staționar, Fame 0, 
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tă a a 


(3.123) 


Ctanța 
la Pro- 
onduc- 


ţii au 


presia 


3.129) 


æ unei 
setanţa 
tor al 


recare, 
a va fi 


KE i atu 
“Adela e” este forța, electromotoare ce se induce în bobină din cauza 


variației în timp a inductanței proprii L; tinind seama că această inductanță, 
depinde numai de elementele geometrice ale circuitului, rezultă că este necesară 


o deformare a bobinei însăși ; în general L = Const. şi atunci = 0 şi deci 
e” = 0. 


Forţa electromotoare astfel obținută se numește forță electromotoare de 
inductie proprie sau de autoinducție. 


3.4.4. TEOREMA LUI MAXWELL PRIVITOARE LA INDUCTIVITĂȚILE 
PROPRII ȘI MUTUALE 


Fiind date n circuite electrice liniare, străbătute respectiv de curenții 
ù 3 = 1,2,. .., n), să considerăm unul din aceste circuite, C, (j = 1,2,...,n)- 
Acest circuit, parcurs de curentul i; va fi străbătut de un flux propriu o; şi de 
fluxurile magnetice produse de toate celelalte circuite ale sistemului ; fie o; 
Q Æ k= 1,2,...,n). Atât fluxul propriu cît şi fluxurile mutuale sînt proporţio- 
nale cu curenţii respectivi; vom avea deci 


Pie = Lui, (h = 1,2,- . m), 


în care, dacă j # k, L, sînt inductanțele mutuale ale diverselor circuite în raport 
cu circuitul 0, şi, dacă j = k, L; este inductanţa proprie a acestui circuit. 


Fluxul total, care străbate circuitul C;, va fi egal cu suma fluxurilor 


provenite de la diversele circuite. Se poate scrie deci 


9, = 3 p= Şi Li, G = 1,2, n) (3.131) 
k=1 k=1 


Se poate demonstra cu uşurinţă * că, 
TL, = Ly- 


Ecuațiile (3.131) constituie teorema lui MAXWELL privitoare la inductanțele 
proprii gi mutuale. 

Teorema lui MAXWELL are o mare utilitate în calcularea ìinductanțelor de 
seryiciu ale liniilor electrice polifazate ; ea poate fi folosită şi în rezolvarea altor 
probleme de aceeași natură **, 


3.4.5. INDUCTANȚELE DE SERVICIU ALE LINIILOR ELECTRICE 


„Be numește inductanţa de serviciu a unei linii electrice politazate raportul 
dintre fluxul care înconjoară un conductor și curentul care străbate acest con- 


Da 


* Vezi 8.4,2.1, 
** Vezi [239] pag. 206. 


ductor atunci cînd cei p conductori ai liniei electrice polifazate sînt parcurși de 


Ni curenți cu p faze echilibrați *. ) : 
js re o dora o unio trifazată simetrică, tornati din trel, ERN 
identi urile unui triunghi echilateral și parcurse Ce; în 
N ee, MOES ca aer Srb un sistem trifazat echilibrat (fig. 


fat £ 
1 3.53). Între aceşti curenți există întotdeauna relaţia 
SA i, + ia + îs = 0. (3.132) 
? N . . . 
g \ Fie ia Cos da distanțele respective dintre 
2 Nae conductoarele liniei. Aplicînd teorema lui MAXWELL 
N pentru conductorul 7, se poate scrie 
A . 
ko: soani `s ©, = Dia + Mizi + Masa 
3 s 2 sau, ținînd seama de relația (3.132), 
Fig. 3.53. Sistem trifazat echilibrat d, ia (L ii: Mai LA (Ma Ș.A Bia (3.133) 


În ipoteza că raza diverselor conductoare este mică față de distanța dintre 
conductoare, inductanțele respective — pe unitatea de lungime — sînt date de 
relațiile (3.116) şi (3.129) ; vom avea deci 


2l 3 = 2l e 
L = 2 (n 2 ao Sp M, = 2( imn > ao = 


aiz 


vA S 2a( m 1)1o=, 


aig 


şi relația (3.133) devine : 


9, = E E: p an te) "i 2in2). (3.134) 


aiz 


? 3 12 ? d c a 


Aaa (el 2 )10-4 H/k 
i (3 + 2 în =) CR: (3.135) 


cina Beau pentru fiecare din conductoarele liniei şi 
f, anța proprie a unei linii bifilare [relația (3 12 
n cazul unei linii nesimetrice 


te egală cu jumătate 
J} 

Qia É Mog É Ay 
se poate defini o inductanță de servic 


ă linia se simetrizează, prin tran a egală pentru toate trei fazele, numai 
E a tazelor, ceea ce se realizează prin 


* Vezi 5,1,5.2, 
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4) 


ţa 


35) 


ate 


construirea liniei astfel, încit tHoonro din conductoare at ocupe po 1/3 din tungis 

men liniei accengi posi ia în spaţiu *, 
în adevăr, po prima treime a lungimii liniei, colo trel conductoare ocupă 

poziţia din figura 3.03 ; Nuxul oaro înconjoară lnia Z osto dat do rolanja (9,494) 


Lo [i e om ta) — gi In e lori 
Die [a($ -4 2n P) Dia ln n 10 


e a doua treime a liniei, oonduotorul 1 s0 ăsoşto în B, oonduotorul 3 ao paaie 
O iar conductorul 3 se găseşte în d} fluxul coronpunzător conductorului 1 
va îi în acest caz 


a: = +] îi E + 2 A — din al 104 


3 ttan 


pe ultima treime, conductorul 7 so va găsi în 0, conductorul 2 so va gisi în A 
iar conductorul 3 în B; fluxul corespunzător conductorului 7 va fi do data 
aceasta 


o a [6 | e du] — 9 In A [10=4 
D; 3 lal -|- 2ln a) 2i ln | h 


d 


Fluxul corespunzător liniei întregi va fi ogal cu suma noostor fluxuri; 
se găseşte 


Do = ii [ -+ ap Anti os 


căci 
In Gig e Aare Cu 0. 


aa + Qag + Aar 


Împărţind cu produsul li, şi introducînd factorul — în interiorul parante- 


` 


zei, se obține inductanţa de serviciu căutată 


8 
1 Va Cape a ea, Pe ga 
D = (E tir 2In aa * 1074 H/kme (3.136) 


Totul se petrece în acest caz ca și cum linia ar îi simotrică — conduotourelo 
4 


agezate în vîrturile unui triunghi ochilatoral cu labura a == Vaia Aaa A ogul 
deci cu media geometrică a celor troi distanţe roalo, 


* Vezi 1,5,7,4, 
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3.4.6. CIRCUITE CUPLATE MAGNETIC 


i i i ă bobine oare- 
jed: icient de cupla magnetic. Să considerăm doua bo 
care Stea Foxu EENEG fiecare din aceste bobine se vă Pei N 
parte prin cealaltă bobină, însă o anumită parte se va chide numai pri 

i sau chiar numai ìn jurul unor spire ale acestei bobine. aa, DA 

Se defineşte fluzul util, luxul produs de o bobină care străbate % A ; 
doua bobină şi fluzul de scăpări sau de dispersium, fluxul care se închide in 
jurul bobinei însăşi sau în jurul unor spire ale acestei bobine. 

Se poate scrie deci relaţia 


o, (3.137) 


în care am notat cu Oa fluxul total produs de bobina 1, Pap fluxul util şi Os 


fluxul de scăpări. 

Să considerăm cazul ideal, caracterizat prin aceea că fluxul de scăpări 
este nul *. În acest caz reluctanţele diverselor circuite magnetice sînt identice 
şi inductanţele respective, date de relaţiile (3.120) şi (3.123), vor fi 


N,N. Ni Na 
-3m nea 
şi avem, evident 
M? = L Le. (3.138) 


În cazul i ăpări 
A at da general, cînd fluxul de scăpări nu este nul, se constată experi- 


M < LL. 


Se defineşte coeficient de cuplaj ăr i mi 
NI  (crinegte coeficient de ou plaj i număr k, real, mai mic decît unitatea 


M 
AD , (3.139) 


relatia, di A 
elația dintre diversele inductainţe se scrie atunci 


i M =h VLL (3.140) 
.4,6,2. Inductanța | 
pia, Induetan corespunzătoare fluxului de seăpări 
p; ] i ! seapări. Să pres 
tit (i, = 0) și dacă za pet all şi Na spire. Dacă aliat irobitul 2 
ÎI anag a cireuit A p imei bobine circulă oaet E ai 
J! | Să 


Da Sara Neu => L dis 


. Acest caz poate fi re liza n practică cu ulorul u or 
p Í rea ti practic aj toru nui | 
. 
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i 
$ 


Îi mini ETOO a E nae 
e a -M = 
sizat 
See PAE sii) di IER SIDA a 


| 
j 
| 
| 


jar bobina 2 va fi străbătută de fluxul 
| Dia = Napia = Mi. 


Din aceste relații deducem că flu wul mediu pe spiră este, pentru bobina 1, 


D, 
Pi N, 1 
şi pentru bobina 2 
M. 
(Rae Na | 
Din cauza dispersiunilor de flux 
P12 < Pu 


Diferența 


N. a 
N, (Pu — P2) = (2 = A ia 


este fluzul de scăpări sau de dispersiuni al bobinei 1 în prezenţa bobinei 2. 


Factorul 


este inductanța parţială de scăpări a bobinei 1. 
Raportul dintre fluxurile medii ale celor două bobine, adică 


(3.141) 


(3.142) 


(3.143) 


se numeşte coeficientul de scăpări parţiale al bobinei 1. Acest coeficient este 


Bupraunitar. 


f În același mod se definesc fluxul de scăpări, inductanța parţială de scăpări 
ȘI coeficientul de scăpări pentru bobina 2 în prezenţa bobinei 7. Vom avea deci 


în... L [) 
Paa N, 2 
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— fluxul de scăpări al bobinei 2 


3.144) 
N M ia; ( 
Na (em — Pui) = [m = f ia; 
a (Pas ; 
— inductanţa parțială de scăpări & bobinei 2 
NM; (3.145) 
l= L, = M, , 
— coeficientul de scăpări parțiale al bobinei 2 
24 n nlm (3.146) 
Va = E == My A 
Na 


între aceste mărimi pot fi stabilite următoarele relații : 


v— 1 
L= yi L . şi La ' 


yi 


ae eile (3.142) şi (3.143), respectiv (3.145) și (3.146); 
„cl Pl) (3.147) 


din relaţiile (3.142) şi (3.145); 


nn (3.148) 


Lala V1V2 


din relaţiile (3.143) şi (3.146). 

Trebuie să observăm că inductanţele de scăpări parţiale şi în general 
împărţirea fluxului de dispersiuni în două părţi, relative la circuitul Z şi la 
circuitul 2, este pur formală * ; această împărţire este totuşi necesară întrucit 
intervine în anumite calcule de circuite magnetice. i 


3,4,6,3. Inductanța totală de scăpări. În locul fluxurilor de scăpări parţial 
definite prin relațiile i e scăpări parkai 


lia Şi lata 


se poate presupune că întreg fluxul de scăpări al celor BERT ioy 
numai uneia din bobine, de exemplu Gobin p-ta două bobine se datorează 


* Vezi [107] pag. 117, 
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$ + 
<} 
| 
| 
y 
i 
3 
4i 
$ 


Iv 


& 


Fie à inductanța corespunzătoare acestui flux ; valoarea ei se deduce 
din relația (3.147) în care se faco = A Şi la = 0; e obține 


A = L mda ] (3,149) 


> se numeşte înd tiotanța totală de scăpări sau induclanja lui BOUCHEROT. 
Semnificaţia fizică a inductanței totale de 

scăpări se deduce uşor. Fie două circuite electrice ia 

în prezenţă, din care la unul se aplică la borne o 

tensiune w, cel de-al doilea fiind în scurtcircuit 

(fig. 3.54). Aplod acestor circuite cea de-a doua , 

teoremă a lui KIRCHHOFF, se obține li 


ae: Aia 
u = — (Là + Mi), A 
di u 
Fig. 3.54. Circuite cuplate magnetic. 


0 = $ (Lia + Mi), 


de unde, prin elim inarea curentului è, rezultă 


În acelaşi mod se poate presupune că toate scăpările se datorese bobinei 2, 
definindu-se astfel inductanţa totală de scăpări à a circuitului 2. Procedind ca şi 
în cazul precedent, se găseşte 


(3.150) 


Inductanţele de scăpări totale intervin în studiul maşinilor ie 
DI nAnctaniele aşinilor electrice de 


Me 

, De 
Dat lila MA hL di 
p- na În n 

ră 
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o defi- 


j jont 8 
346.4, Coctielentul de acăpitri al jul BLONDEL, Acest cooticient 
noste prin relaţia 
a Wa a 20) (3.151) 
jel a Lila 
tnit prin relaţia (3.139 
unde h este coeficientul de cuplaj a două olveulte, definit prin 1 elația ( ) 


ozitiv, însă mai mio docit 1, | 
cate ua mu et Fe iolontului do sctpări al lui BLONDEL, inductanpele totale de 


scăpări pot fi exprimate în tuneţie de inductanţele proprii ale circuitelor respecti- 
vo prin relațiile : ; | 

| N = 9 hi 
şi (3.152) 

Ao = 0 Lg 

3.4.6.5. Expresia diverselor inductanțe şi coeficienți de scăpări în funcţie 
de reluetanțele e itulal magnetic, 'Pinînd seama de relaţiile (3.118) şi (3.123), 
pentru două circuite cuplate magnetic, avem : 


Ni Ni : N, Na 
L => în ti Dea, Dal Na. 
1 e 2 M R Sna 


Tntroducind aceste valori în relațiile (3.149) şi (3.150) se obţine : 


Sl 4 a 

ÎN Ea 
a. E (3.153) 

> = (aa) 

2 2 Sa a2 


= Mia . Sia 


Va = 1 = 5 ) 
A $ Ya T (3.154) 
Introducind în sfirgit în relația (3.151) se obține : 
= — Ma $ 
c=] i . (3.155) 


3,5, ENERGIA CÎMPULUI MAGNETIC 


3,5,1. CORELAŢIA INTRE FENOME 
ȘI FENOMENELE ELECTROMAGNETICE Na ASTIA STROMAGNETICA 


Pie un conduct | 
ctor AB | ; 
poate mişea ber într-un cii N ogue i MI parcurs de un curent d, care se 
"lo Le 3 ` $ E S 
magnetică B, invariabil şi uni- 
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4) 


TR 
e 


Ea 


form (fig. 3.55). Sub acţiunea forței electromagnetice / ce apare, conductorul 
se va deplasa în sensul acestei forțe — stabilit cu regula palmei stingi *. Într-un 
interval de timp elementar dt, conductorul se deplasează pe distanța ds, forța 
electromagnetică F producînd lucrul mecanic 


d ê = F ds. (3.156) 


X3 


Xz 


fig. 3.55. Conductor parcurs de curent 
electric, într-un cîmp de inducție mag- 
netică ; cazul motor. 


'Ținind seama de expresia (3.87) a forţei electromagnetice, relaţia (3.156) devine 
de = i(l x B) ds 
sau, aplicînd proprietatea produsului mixt, 


de = i(d5 x DB, (3.157) 


d5 x I= AA =(—3, X — 3) dA =x dA 
reprezintă elementul de suprafață măturat de conductorul de lungime ! în timpul 
di şi cum 


B - X,dA = de 


este fluxul care străbate elementul de suprafață respectiv, relaţia (3.157) se 
poate scrie 
dt=i de. (3.158) 


_ Prin deplasarea conductorului în cîmpul magnetic, în conductorul respectiv 
se induce o forță electromotoare dată de relaţia (3.87) şi al cărei sens trebuie să 


E, 


* Raportind sistemul respectiv la un referenţial drept v, Va Vy Şi seriind relația (3.8) cu ajutorul 
Versorilor corespunzători sensului adoptat pentru curent, se obţine 


F = il x B =(= 7il RB = — Bula, 


ceea çe arată că sensul forţei este cel indicat in figura 3.55. 
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j; * 
uzei care o produce ; vom avea deci 


fie astfel, incit să se opună ca 


z A (82169 


Energia electrică ce apare in conductor este 


aW = eidt = — idọ (3.160) 


şi, comparind cu relația (3.158) rezultă 


de = — dW. 


i Í bsoarbe 
i entru a se produce lucrul mecanic d£, sistemul a rbe 
zmei pă ce Sirig este furnizată de sursa de energie electrică 
din circuit. Elementul de circuit ab este un element motor. in. 
Dacă r reprezintă totalitatea rezistențelor electrice din circuitul dat, 
făcînd bilanțul energetic, se obține 


Eidt=4W +ri dt 
sau, împărțind cu i dt şi ţinind seama de relaţia (3.159), rezultă 
B=e+ri. (3.161) 


Forţa electromotoare de inducţie e, care apare în bară din cauza mişcării 
acesteia în cimpul de inducție magnetică B, este opusă forţei electromotoare E 
a sursei ; ea se numește forță contraelectromotoare. Relaţia, (3.161) este caracte- 
ristică elementelor de circuit electric, motoare. 

Să considerăm acum conduc- 

torul ab deconectat din circuitul 

X electric şi să aplicăm asupra lui o 
forţă exterioară F, sub acţiunea 
căreia conductorul se va deplasa în 
sensul acestei forțe (fig. 3.56). 
Dacă deplasarea se face cu viteza v, 
atunci, conform legii inducției 
electromagnetice, în conductor se 
va induce o forță electromotoare 
dată de relaţia (3.88) şi al cărei 
Pe 356, Conduce parcurs de curent electric intr-un drepte se. Dacă conductori Cor 
; cazul generator. re “<. Dacă conductorul con 

E E A siderat face parte dintr-un circuit 


X3 


* Avem succesiv 


aiy E Za 


** Sistemul fiind raportat la relerențialul drept a, r, 


i ! a Va Și scriind relaţia (3.87) sub forma 
di E, =x Ba (— Ta x Ta) Bv æ T Bv, 

rezultă că sensul cimpului electric ; 

sensul pozitiv al pi ați Indus mă proauoe forțe electromotoare de inducție — este în 
d > de le "| se i TAN 

figura 3,56 (indicat prin sensul curentului e (raita! anau fortei sicotromoțeare 


e apare în circuit), este cel indicat în 
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în care se găseşte un receptor do rezistență X, atunci va apărea un curent elec- 
trio î, dat do legea lui ONM 


unde r este rezistența electrică a conductorului ab și 
0 = (9 Pad B)i, 


forța electromotoare indusă în conductor. 


Energia electrică care apare în acest circuit, într-un timp elementar 
ai, este 


dW = eidt. 


Din cauza curentului è care îl parcurge, conductorul ab este supus şi 
acțiunii unei forţe electromagnetice, dată de relația (3.8) 


F = —i(i x B) 


şi al cărei sens, determinat cu ajutorul mîinii stîngi *, este contrar sensului de 
deplasare a conductorului şi deci forţei aplicate acestuia. 


Presupunînd că viteza de deplasare a conductorului este constantă, 
conductorul va fi în echilibru dinamic sub acţiunea celor două forţe şi deci 


IPI=IFI. 


Lucrul mecanic necesar pentru deplasarea conductorului pe distanța 
elementară ds este dat de relaţia 


d£ = F ds = —Fas = i(Ì x Bă =i B(d5 x i) = 
=i Blds [3 (— 3 X — 5 )] = îi dọ, 


pe de altă parte, energia electrică ce se produce în circuitul respectiv în timpul 
elementar 


este 


aW = eidt = (o x B) ldt = i(Ìxv) Bat = iBlodt( — TAARA a 


= — i do, 


* sau prin calcul, seriind 


F = — i(i x B) = — iB 2 X Ta) = up. 
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Rezultă 


dg = dW, 


„ecosar deplasării conducto- 

pentru a se ofcotun inori i ez ia T fe ia 0 energie din 
a aloctrică dW, este nec ) Fttoit 

wmi în caro apare anergia alogera t y oste un element generator întruci j 
istemului ; clomentul de oirouis ar f e energie electrică în 

sistem 3 terior, se product 0 

în efectuarea unui loru meonnio exterior, 
ectiv. n tă rezistentă 
aaa ver Al resp atică A care aparo in acest; caz este o forţi > 

A dtoio e tuio reacţiunea elementului generator. 
care se opune mişcării şi oi 1 tiro tanomenale de inducție electromagne- 

Din cele ce preced rozultă oŭ, int zo io completă care se poate enunta 
tăcă şi cele electromagnetice există o corelaţie com 
astiel > ) cuit electric — străbătut 
Cina îneui dn — sat o porțitine de circuit etectric 

pierde pal + i inducție magnetică, se produce o 
de un curent electric se mișcă într-un cîmp e ta orgie 
a lucrului mecanic, dat împotriva forțelor electromag e > alei 

electrică — atunci cînd elementul funcționează ca generator —8 t Ener! 
electrice în lucru mecanic — dacă elementul funcționează ca motor. — b 

Rezultă de asemenea că fenomenul acesta este reversibil : dacă prin pan 
conductor, care se găseşte într-un cimp de inducţie magnetică, trece un curen > 
electric, conductorul va fì supus acțiunii unei forțe electrodinamice care îi va 
imprima 0 mişcare într-un sens bine definit; dacă unui conductor, care se 
găseşte într-un cîmp de inducţie magnetică i se aplică o forță mecanică exte- 

i să-i imprime o mişcare într-un anumit sens, în conductor se væ 
rioară, care să-i imp iş | ( merie 
induce o forţă electromotoare şi va apărea un curent de inducție (dacă conduc- 
torul respectiv face parte dintr-un circuit electric) al cărui sens este de ase- 
menea bìne definit. 

Funcționarea ca motor şi funcţionarea ca generator corespund — pentru 
un acelaşi sens al curentului — la sensuri de deplasare opuse; reciproc, la 
acelaşi sens de deplasare a elementelor de conductor, funcţionarea în cele două 
regimuri —motor sau generator —se face la sensuri diferite ale curentului electric. 

Principiile examinate mai sus stau la baza funcţionării maşinilor electrice- 


ceea ce arată că, 


3.5.2. ENERGIA ELECTROMAGNETICA PRODUSĂ DE CURENTUL ELECTRIC 


3.5.2.1. Natura potenţială a energiei electromagnetice produsă de un curent 
eleetrie, Pie un circuit electric format dintr-un rezistor de rezistenţă R legat în 
m , serie cu o bobină de inductanță L şi alimentat 

de la o sursă de energie electrică avind forța 

AN eleotromotoare e (fig. 3.57); în conformitate 
k cu legau lui Onm, în circuit va apărea un curent 
electric, pentru determinarea căruia se va aplica 
cen de-a doua teoremă a lui 


+ 
/ k 


Fig. 3.57, Cireuit electric cu rezistență 
şi înductanţă, 


a mà WIRCHHOFR. Să 
presupunem că în oirouitul dat, atît rezistorul 
cit pi bobina sînt elemente liniare si constante în. 
tmp ; să presupunem însă curentul din circuit, 


EE o funoţie de timp oar e, Î 
„a | A arecare, În ace: 0 l 
în circuit va apărea o forță electromotoare de inducție, dati ) A abi ci Si 
nd E PA „ dată de relația (3.130), 
e, p 2 
all 


376 


Scriind relaţia dată de teorema a doua a lui KIRCHHOFF, se obţine 


d ; 
e +er=0- IÑ- Ri 


sau 


relație care reprezintă ecuația de funcționare a unui circuit electric, format 
dintr-un rezistor legat în serie cu o bobină şi alimentat de o sursă de energie 


electrică. 
Făcînd bilanțul energetic al acestui circuit într-un interval de timp dét, 
se obține ; 
ei di = Ii di + Ri? dt 
sau 


aW = AW, + Wa. 


În această relație termenul 
| aW = cidi 


reprezintă energia electrică dată de sursă; termenul 


AW, = Ri? dt, 


de căldură prin efectul JOULE ; termenul 


| aW, = Lidi, 


electric, fie prin scurtcircuitarea sursei, fie prin deschiderea, circuitului. 


energia electrică ce se disipează în elementul rezistiv al circuitului sub formă 


energia, electromagnetică şi ea nu apare imediat. Această energie este nmaga- 
zinată de cîmpul magnetic produs de curentul electric şi este localizată în întreg 
spaţiu în care se manifestă acest cîmp magnetic *; ea va fi restituită — sub 
anumite forme, în general sub formă de căldură — la întreruperea curentului 


| Această energie este deci o energie potenţială şi apare în circuit la stabilirea 


> 
) lui nominală ; valoarea ei totală este 
| 
| > UD an je 
| VW, = | Tidi Ari 
? o 2 
, Rezultă dar, că pentru a se putea stabili un curent electric într-un circuit 


curentului electric, adică în perioada de trecere de la valoarea zero la valoarea 


electric, format dintr-un rezistor legat în serie cu o bobină, este necesar ca Sursa 


* Vezi 3,5,4, 


T 


n căldură, în rezistență Hi o 


în afară de energia care se transformă î 
pul magnetic produs 


să debiteze, 
o so înmagazinează în cim 


energie egală cu z, energie car 


de curentul î, şi care va fi integral re 
Suprimarea curentului electric în 
sursa prin închiderea întrerupătorului fu 
rea întrerupătorului a (fig. 3.57), tenomenu 
1. în primul caz, ecuaţia energetică (3. 


devine 


stituită la suprimarea curentului. A 
circuit se poate obține fie scurtcircuitind 
fie întrerupind circuitul prin deschide- 
] fiind diferit în cele două cazuri. 
163) de funcționare a circuitului 


0 = Lidi + Ri? dt, 


de unde rezultă 
— Li di = Ri? dt 


şi pentru întreg intervalul, cînd valoarea curentului scade de la i la 0, energia 
electromagnetică totală este 


0 t 
wW? =N u a= I” =Í Ri? dt = Wz, 


L 
d 0 


ceea ce arată că întreaga energie electromagnetică înmagazinată în cîmpul 
magnetic este restituită circuitului și transformată prin elementele rezistive 
ale sale în energie calorică, care se disipează apoi în mediul înconjurător. 

2. La întreruperea circuitului prin deschiderea întrerupătorului kə, cele 
două extremităţi ale circuitului * devin armăturile unui condensator electric, 
avînd ca dielectric aerul sau alt mediu izolant. Acest condensator se va încărca 
la o diferenţă de potenţial egală cu suma celor două forţe electromotoare care 
acţionează în circuit — forța electromotoare a sursei şi forța electromotoare de 
inducţie — ambele avînd în acest caz același sens **. Diferența de potenţial 
dintre cele două extremităţi ale conductorului, ajutată de procesul de ionizare 
a mediului izolant respectiv, duce la străpungerea acestui dielectric formîndu-se 
un arc electric prin a cărui rezistență se va, disipa sub formă de căldură întreaga 
PRE RA înmagazinată în cîmpul magnetic al circuitului. 

A J efectele sursei în această perioadă i reć‘ g i 
electric, ecuația energetică a circuitului Ei ginear ancuentohi 


BAU 
— Tidi = Ri? dt + & qa 
+ >= q dq. 
+ o ada 
* Cuţitele intrerupătorului 
** Curentul în circuit scade de 
de mal bd e deci, contorm principiului lui LENZ, sensul forței electromotoare 
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Integrînd această ecuaţie pentru tot intervalul de trecere a curentului de la 
valoarea î la 0, se obţine 


0 1 i t 
i 


0 


; ai [n 
Ratt] qdq 
0 


W, t 1 
eim: =f Ri? dt + È 8e, 
2 A 2 


relație care se interpretează în felul următor : 


Energia electromagnetică este restituită în parte mediului înconjurător 
prin elementele rezistive ale circuitului ; o parte din această energie este însă 
înmagazinată în cîmpul electric al condensatorului care, la rîndul său o cedează 
circuitului, o parte din aceasta disipîndu-se sub forma de căldură prin elemen- 
tele rezistive iar cealaltă parte înmagazinîndu-se în cîmpul magnetic al circuitu- 
lui. Rezultă dar, că se produce un fenomen de oscilație a energiei electromagne- 
tice între condensator şi elementul inductiv al circuitului ; dat fiind că transforma- 
vea, energiei prin fenomenul JOULE-LENZ este ireversibilă, la un moment dat 
întreaga, energie electromagnetică datorită curentului electric din circuit se va 
disipa sub formă de căldură prin elementele rezistive ale acestuia şi curentul 
electric este întrerupt *. 


3.5.2.2. Expresia generală a energiei potenţiale a unui circuit electric. 
Să presupunem acum că inductanţa circuitului din figura 3.54 nu este constantă, 
ci este o funcţie de timp. La închiderea circuitului se stabilește un curent electric 
a cărui intensitate va crește de la zero pînă la valoarea i, dată de legea lui Onu 
în regimul permanent de funcționare a circuitului. Prin inductanţa circuitului va 
trece de asemenea un flux magnetic total variabil în timp, a cărui valoare va 
creşte de la zero la valoarea maximă O. Din cauza variaţiei fluxului în timp în 
circuit va apărea, o forţă electromotoare de autoinducţie, astfel că, teorema a 
doua a lui KIRCHHOFF aplicată circuitului va da relaţia, 


A (0) 
e= Ri + 2, (3.165) 


„Pentru a serie bilanțul energetic al circuitului considerat, se înmulțesc 
ambii membri ai relației (3.165) cu produsul i dt, obţinîndu-se 


ei dt = Ri? dt + i dÒ. (3.166) 
în — 'Ținind seama de relaţia (3.120) ce există între inductanţa proprie 
i flux 

D=, 

se obţine 

dp = Ldi + idl, 
s 

* Studiul cantitativ al fenomenului este făcut la 3.6.4.5. 
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A A me 
astfel că expresia bilanţului energetic (3.166) devin 


adt = Ridt + Li di + PAL. 


tric în circuit, 


În întreg intervalul de timp cit durează stabilirea curentului elec 


bilanţul energetic are forma 
t at 9 
| did = | piat+| Lidi +Í aL. 
0 0 0 0 


Tntegrind prin părţi a doua integrală din membrul al doilea, se obţine 


t t 1 t. 
i di = ZAN î2aL 
| ziai = 4 N 5 


PR 
— TD? 
h 2 


astfel că expresia bilanţului energetic poate fi scrisă 


i i 2 Sc [RI Ben 
| cat =) Ri dt+ |+ Li? +5 SAL. (3.167) 
0 0 2 0 2 (u 
În această relație membrul întîi 
t 
w=] ei dt 
0 


reprezintă energia, electrică furnizată de sursa de energie electrică în intervalul 
de timp de la 0 la t, necesară pentru stabilirea curentului electric. 

O parte din această energie este disipată sub formă de căldură — prin 
efectul JOULE-LENZ-—de elementele rezistive ale circuitului; acestei energii î 
corespunde termenul 


t 
Wa = f Ri? dt 
o 
din relaţia (3.167). 
Termenul 
lė 


Aa 
W= F Li? (3.169) 


0 


reprezi i TER P h 
PI ETA aul omagnetică produsă de curentul electric ce parowrge 
electrice și e AResazin caza, în cîmpul magnetic datorit acestui curent 
din inductanță ; această Aa a ea spaţiul din jurul circuitului, în special 
magnetic, numeşte cncrgia intrinsecă a cîmpului 


Termenul 


FN 


reprezintă energia electrică furnizată de sursă care produce un lucru mecanic 
prin deformarea inductanţei, În circuitele statice L = Const. şi deci W = 0. 


3,5.3. ENERGIA ELECTROMAGNETICA A UNUI SISTEM FORMAT 
DE UN NUMĂR OARECARE DE CIRCUITE ELECTRICE * 


Să considerăm un sistem format dintr-un număr oarecare de circuite în 
prezenţă, străbătute de curenţi electrici de o formă oarecare, variabili în timp. 
Aceste circuite sînt cuplate între ele prin inductanțe mutuale și fiecare din ele 
are o rezistență electrică şi o inductanţă proprie ; inductanţele proprii și cele 
mutuale sînt susceptibile să varieze în funcție de timp într-un mod oarecare. 

Ne propunem să găsim bilanţul energetic al acestui sistem în cazul cînd, 
într-un mod oarecare, se obţine atît variaţia în timp a diverșilor curenţi cît şi a 
diverselor inductanţe. 

Pentru ușurarea, scrisului, vom considera numai două circuite în prezenţă ; 
generalizarea se face fără dificultate. 

Fie 

ù şi d valorile curenților variabili din cele două circuite ; 

L şi l, inductanţele proprii ale acestor circuite ; 

7, Şi Ta rezistențele lor; 

a = Ma = m induetanţa lor mutuală ; 

ùu Şi u, tensiunile aplicate fiecărui circuit. 


Forţele electromotoare induse în fiecare circuit; fiind 


& = — Thh + mi), pentru circuitul 7 
şi 
pa di (li, + mi), pentru circuitul 2, 


dt 


puterea electrică furnizată fiecărui circuit, a cărei expresie se deduce din aplica- 
rea teoremei a doua a lui KIRCHHOFF, este 


; À i o CUEN g i 
pi Srl — es ri ri (Li) Fà d(miz) : 
dt dt 
(3.169) 
f f m (E 4 i 
Pa = TA} — Caia = Paid -H ia Mata). anig U 
dt adl 
Puterea electrică totală fumizată sisten i est Ñ 
; a elect stemului este egală cu sun “lor 
date fiecărui circuit în parte 2 RD 


P = p + Par 


* Vezi [49] pag. 5, 


ir-un timp t oarecare este 


gia furnizată sistemului în 
l t 

wW =Í Pat, 
0 


iar enër 


adică i f E. 
| i idi jadi mli di idii 
H ia | (ni a rab)d 1 | [hidh il> linia AF (iMa 


a ] [tă + idl + Zid m]. 
0 


Btectuind prin părţi a doua integrală a expresiei (3.170), se Pine 


| titi + laidis + mâl] = 
0 


LAEE A 1e: ASA 
= mă +i mii) —] [E idh + tdl +iidm], 
2 2 ella 2 


astfel că expresia (3.170) capătă forma 
W = Wat W; + Wns 


care ne arată că energia furnizată sistemului se împarte în trei părți : 
— o parte 
t . 
Wr = | (rii + rai) dt, 


0 


care este transformată în căldură prin efectul JOULE-LENZ ; 
— a doua parte 


lag 1. PRAN 
W, = zanta eË + mihi 


0 


are i e Į i y V i e NI şt € 
GQ LOX 


nemărginit odată cu tim 
a sistemului ; 


— a treia parte 


t 
Ka e ll dei 
m ne dl, + i idla -- ni ) A 


prin faptul că elementul diferen 


prii și a induetanței mutuale — pial reprezintă 


care sînt funcție 
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pul; aceasta reprezintă energia magnetică intrinsecă 


variația inductanței pro- 
numai de elementele geo- 


gte 
eC% 


pro” 
0.0“ 
2 


cuitului şi deci variaţia lor reprezintă o deformaţie mecanică & 
tibilă de un lucru mecanic util dacă integrarea sa, 


întinsă pe o anumită perioadă de timp, este diferită de zero, sau, în general, 


dacă valoarea sa creşte indefinit odată cu timpul. ; 
în cazul a n circuite, energia electrică totală dată sistemului, se împarte 


de asemenea în trei părţi analoage cu cele de mai sus și anume : 


metrice ale cir 
acestora — este suscep 


in 
0 1 


t 
, (3.171) 


0 


CHIET: 2 53 
W= $ z“ + Y Mirit 
1 m,n 


Wn 


t n 
f (3 Bal, + Şi imp Ja 
Lt) 1 m, n 


Condiția ca să apară un lucru mecanic este ca ultima integrală să crească 
indefinit cu timpul. Dacă 1; = Const. şi m, = Const., ultima integrală este nulă. 

Utilizînd teorema lui MAXWELL*, relația (3.171) a energiei magnetice 
intrinseci a mediului se poate serie 


3 


saril SE rir 
W= Y Y > rii Ya ao (3.172) 
1j=1 2 2 


k k=1 


în care, pentru k = j, Lir reprezintă inductanța proprie a unuia din circuitele 
sistemului iar pentru k + j, reprezintă inductanța mutuală dintre circuitele ĵ 
ŞI k; întotdeauna Li = Lpz 


3.5.4. LOCALIZAREA ENERGIEI MAGNETICE 


3.5.4.1. Cazul particular al unui tor. Să considerăm un tor, avind lungi 
( |: tor. Să ungimea 
medie l şi secțiunea dreaptă A, confecționat dintr-un material de permeabilitate 
a aplică absolută u și avînd un bobinaj cu N spire. Energia magnetică necesară 
i u unui curent electric ¿t în bobinajul torului este dată de relaţia (3.168) 


L fiind inducta i ii 
tei : nța proprie a torului ; pinînd seama de expresi 99) a j 
tei, energia magnetică se poate scrie sub forma presle (3-123) a induetan- 


1 Ni i 1 (Ni 
W, ==> u =A == 
f 2 H l 4 2 l ulA, 
ic ae E 
* Vezi 3.4.4, 


dar“ 
a m A 


este cimpul în interiorul torului Și. 
IA =7 


orului, astfel că expresia energ 
e (3.173) 


este volumul t iei magnetice devine 


o torului %% H = 0, rezultă că întreagă energie magnetici, 
iu adică în cîmpul magnetice din volumul 


se înmagazinează în volumul torului, 


torului. d 
"Pinînd seama de relaţia (3.30), relația (3.173) 


formele *** 


poate căpăta una [din 


ri ne let (3.174) 


Se defineşte densitate de volum a energiei magnetice raportul dintre energia 
magnetică şi volumul în care aceasta se înmagazinează 


3.5.4.2. Cazul general. Relația (3.175) a fost obţinută într-un, caz particu- 
lar ; ea este însă generală, valabilitatea ei extinzindu-se asupra tuturor mediilor 


magnetice liniare şi în cîmpuri magnetice neuniforme. În acest caz, densitatea de 
volum a energiei este definită de relația 


Wn = lim AW; nL dW; 
At>0 Ar dr 


dată, m funcție d er i i | g 
d . ] n a i ată m am ul ma neti 5 d 
omeniul e ementar, de volum Ar, ȘI are expresia ; 7 


a E H 
PERIE (3.176) 


În cazul ; 

; general, al upei repartițpii i A 

energia. cim - a > p rtiții neuniforme a cimpului magnetic 

8 pului magnetic localizată în volumul ty se Ca ja ali relata i g 
As (Li ti $. i 


wW =Í BH 
E a (3.111) 


* Vezi 8.2.6, 
** Vezi 3,2,7. 


= 


1, 
1 
*** Deoarece BJH 
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Pentru a demonstra relaţia (3.177), să considerăm pentru simplificare 
două circuite, C, și Ca, străbătute de curenţii î şi ię şi avînd inductanţele proprii 
şi mutuale Li, Le și M (fig. 3.58). Într-un punct P din spaţiul celor două circuite, 
va apărea un cîmp magnetic H, care este 
rezultanta cîmpurilor A, şi A, produse 
în acelaşi punct de curenţii din cele două 
circuite, adică 

EH = F, + Ë, 
sau 
H? = H+ H3 + 2H,H, cosa = 


= H OH H.. (3.178) 
Tinînd seama de relația (3.30) şi 


de relația (3.178), relația (3.177) se poate 
scrie 


m m 
W= h u Zar=( pa 
| e 5 fe 2 dz + 
H Ty Fig. 3.58. Determi densităţii de vol 
pupaza eman (8179) a a 


Pentru a evalua diversele integrale, descompunem iul î 

l i aţiul în el LE 
yonun cu ajutorul tuburilor de cîmp ; fie Ti aital Je, D şi PNPN S 
element al acestui tub avînd secţiunea dA, lungimea dl şi deci volumul 


dr = dl’ dA. 


Vectorul B, {al cîmpului de inducți ică 
al liniei de cîmp T, şi este normal ție magnetică, este tangent elementului dl 
Dilie ale a a Sile ormal secţiunii drepte dA a tubului de cîmp, în 


a uHd- == (B, $ dA)(E, d). 
B, dA = dq, = Const. 
es i 
te fluxul din tubul T,, care este constant; de-a lungul lui. Cu acestea prim 
3 stea, prima 


e dA a al r la i i 
Inte ile e tiei (3.1 T 9) se poate scrie succe NAJ > întegra- 


uHidr _ de Zi aj 1 
i EI ppt az! Ha di > ù dei: 


Sumind acu r 
m pentru întreaga suprafață delimitată de circuitul C, se obțiì 
1 50 me 


1 

; 1 

if d p = >i Sni ma 
2 7 2 1 Pa 2 Là. 


25 — e, 228 


în acelaşi mod se obține 


pi ds e Lnb 
„a S 


Pontm evaluarea celei de-a treia integrale observăm că elementul diferen- 


se poate sorie ; 
a f, dt = (BE) (dă di) = de (f, di), 
astfel că, pentru tubul 7, integrala respectivă se serie 


În A,A, d = da s ñ, al. 


Două cazuri se pot prezenta : E SĂ 
1. Tubul T, nu străbate suprafaţa A, 2 circuitului C, ; (in acest caz 


A dl = 0. 


D, 


2. Tubul T, traversează această suprafață ; în acest caz 


A, di = (ae 
Ti 


Sumind acum pentru întreaga suprafaţă Ap, delimitată de circuitul Cy 


f ună, E dt = if d= izpi = Miria. 
z 4 


În consecință, relația (3.172) se poate serie 
MR ei 4 1 A - 
|,» Zi m t g dată + M ii, = Wa 


oaea ce demonstrează relaţia (3,177), 


Calculul ? k 

i ` 

făcut nu e ste decit 0o echi y alență matemat ică ale cores pund e 
însă unei pealii ităţi fizice, fapt devedit de OX pori nțtă, | ; | 
Un curent LI produce deci 0 energie Ye i 30 se J0 e b) ul 


magnetice mre . j à h duc le al 
dus de acest cure nt Dacă £ urentul ¢ este £ urent ul de descăr ca A 
A 


4 r, în fiecare = . A | 

Motto și SR amp De pui M Spatiului există în acelaşi timp un cîmp 
BEDT GG Y va conţine j i, t deci un cimp electromagneti E ML 
tich ale căror densități 36 în acelaşi timp o energi magnetic, Fiecare ele- 
AD densită. Fă nergie electrică si Sa 

sint täi de volum sint date de Aeir ii Şi o energie magne- 


(1.210) şi (3.176), şi 


i 4 
Mm HI vog i 
$ f d ro y 1 z 
2 Spooliv w=: = BR, 
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E 


astfel că, energia electromagnetică cuprinsă în elementul de volum considerat 
este" 


0 to, + ta = = (ED + BA). (3.130) 


354.3. A doua metodă de demonstrare a cazului general. Pornind => 
resia (3. 176) & densității de volum & energiei magnetice, energia magnetic 
localizată în întreg spaţiul este dată de relaţia (3.177) 


Ai Te 


Folosind potențialul magnetic vector al cîmpului de inducţie magnetică, 
expresia de sub integrală se poate serie 


deoarece 
div( Ax A) = F rot A — A rot H, 
rot Æ = 5, conform legii circuitului magnetic şi 


B = rot A, A fiind potenţialul magnetic vector. 
Introducînd expresia (3.181) în relaţia (3.177) se obţine 


m= A5 d iz div( A xE) d- = | Asàs Ba) 
întrucît aplicînd teorema divergenței celei de-a doua integrale se obţine 


| div(A x E) de = | (4 x B)a=0, 


deoarece suprafaţa 2 car i i WAE i n i ~ 
are delimitează volumul TE ste la infinit unae i y i! 
3 wA of ecito 


Pe de altă parte, ţinind seama că 


Sdr = dX d! =i dÌ, 


* În cazul cind descărear: i 

escărearea condensatorului este oscil: energii ` 

yor t cilantă, energiile electrostatică şi magneto 

edi erinda mod porlodio, Teoria lul MAXWELL are ca obiect Sarpe geci gi etică 
cond carea energiei electromagnetice cu energi: : pasarea acestor energii 

a fost făc cu energia luminoasă. Verificare tei e 

sint și pp ponu pr ima parila Haar ; rezultatele practice obținute pe baza eta REG oma 

remarca ATARE caiie AIR MAXWEEN 
tnconjurător, a ipotezei localizării energiei electromagnetice în mediul material 


tului considerat, pentru 
82) se poate serie 


ind aceeași valoare în orice punct al circui 


curentul 4 AT itele sistemului dat relația (3.1 


unul din cirou 


(ga = ind A dl (k i2) 


yi pentru toate cele n circuite 


LIRĂ 15 E 3, 1; 
mi ind da = 330 Baie 


2 bei Ok 


at=] rot 405 = Bar=0,, 


Ck Op Zog 


3.5.4.4. Calculul fluxului din interiorul unui conductor. Cunoscînd energia 
magnetică înmagazinată într-un element de conductor, ne propunem să determi- 
năm fluxul magnetic ce apare în conductor atunci cînd acesta este parcurs de 
curentul staționar i. Presupunem că conductorul are lungimea l, foarte mare 
în raport cu raza R a secţiunii conductorului, presupusă circulară. Presupunem, 
de asemenea, că densitatea de curent ò pe întreaga secţiune dreaptă a conducto- 
ralui este uniformă și normală pe această secţiune. 

Densitatea de volum a energiei magnetice într-un element de volum din 
conductor este dată de relaţia (3.176) şi este 


adică tocmai relația (3.172), ceea ce demonstrează teorema enunțată. | 


Cimpul magnetic în interiorul conductorului i să 
acu selane (565) pi onta ui la distanța r de centrul său 


Ea Ari, 
27 R? 


Considerind element 
mentul de volum sub forr i coii cili 
3 A na unei coji cilindrice în i or 
cilindrului, de lun gime 1 și de grosime a oneven ji cilindrice în interiorul 


dr = 2r rar, | 


Energia electrică va, fi deci 


APP adr = Lumi: a 
Y a= Wal = y HH 2nlrdr = y fa dri 
noo’ 


* Vezi 3,2,8,3, 
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Kaaa Nagnetiok totală, tumagaainati în interiorul conductornlni este 


T wae ul 
E E mt, 
Wami sn At i Im 


Dan tining geama de velaţiile (3,108) și (9,120) ne poate sorle 
ip (n E 
Wam’ TAi = oe ol 


go mată 


eme ce am găzit-o pe altă calo, 


355 TEOREMELE FORȚELOR GENERALIZATE IN CIMPUL MAGNETIC 


SIL, Expresia generală a variaţiei energiei magnetice, Scriind relația, 
(S170) a energiei magnetice a unui sistem de conductoare sub forma 


R IL) 
Jand = $ Bta + d£ + dWu (3.183) 
| hai 


în care am notat 


n n 
ERLA DE 
„umila A 


lucrul mecanic pe care îl pot efectua circuitele sistemului considerat datorită 
variației inductanțelor proprii și mutualo Şi 


» a» 
aW, = X 3 Lupin) 


halal 


energia magnetică intrinsecă a sist ui, L i ificaţia indi 
j Ñ a sistemului, Zj, avind semnificația indicată 

DO i A ; tă li 
Ee: matia esto susceptibili, de o nou intorprotaro, ieir 
parami că dacă o bară, dooi un oivouit eleotrio străbătut de un 
curen ctrio se deplasenză într-un cimp magnotio, ou este sediul i ei 
ilaetromotoare HA sediul unei forței 
poar ta pane ie, opusă sensului curentului din oirouit (forță contra 
electro are); această forţă electromotoare iatace r iei (316 i ză 
se poate sorie ; t tvomotoare sabisfaco relației (3,161) şi deci 


UD 


0 = Riu ol 
h k'k 
dt 


(k det P n) 


menee 


* Vezi 3,423.0 
se Vozi 3.5.1, ZA 
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cind:o în relaţia (3.183) se obţine 


pe care introdu 
= Şi dot de + a =A 


hal 
sau, punind i | 
ey ' d£ = X do 


AW, = Ș în dO, — X de. (3.184) 


km1 


Această relație reprezintă variația energiei magnetice = net 7 zei 
lui de circuite, în funcţie de variaţia, fluxurilor magnetice şi a deplas Etică 
lor în câmpul magnetic ; cu ajutorul ei se poate calcula atit energia 
a sistemului cât şi forța generalizată X *. 


3.5.5.2, Prima teoremă a forțelor generalizate în cîmpul magnetice. Să presu- 


că fluxul magnetic este constant prin toate ‘circuitele sistemului. 
acest caz relaţia (3.184) devine 


(aW:)o = — X de (3.185) 


şi deci 
= Ea , (3.186) 
ôx D = Const. 


astfel că forța generalizată X, corespunzătoare coordonatei generalizate « este egală 
cu derivata parțială a energiei magnetice în raport cu coordonata generalizată, 
luată cu semn schimbat, la fluxuri constante prin circuite. 

Relaţia (3.185) are o interpretare simplă : întrucît nu există forțe electro- 
motoare de inducție (0, = Const.), nu există schimb de energie între surse şi 
cmp; energia magnetică intrinsecă a cîmpului scade întrucît se efectuează un 
lucru mecanic. 


3.5.5.3. A doua teoremă a forțelor generalizate, în cîmpul magnetie. 
Bä presupunem acum că intensitatea diverșilor curenți din diversele cirenite 
electrice rămîne constantă. În acest caz, relaţia (3.184) se poate serie : 


(AV) = Y i40, Xda = aS i] TO da: 
ik 


kel Kei 


Însă, potrivit relației (3,172) 


—————— 


* Vezi 1.82, 


390 


şi deci 


[ġa] -afg io] = 2(4W du 
în bal ik 


îi 


de unde rezultă că 
(AV) = X de (3.187) 


în consecință forța generalizată are expresia 


poa a) m) (3.188) 
dx ipm Const, da ip Const. 


astiel că, la curenți constanti, forta generalizată X corespunzătoare coordonatei 
isate x, este egală cu derivata parțială a energiei magnetice (exprimată în, 
ție de curenți şi coordonata generalizată), în raport cu coordonata generalizată 
corespunzătoare, la curenţi constanţi în circuit. 

Ca şi în cazul precedent, relaţia (3.187) este susceptibilă de o interpretare 
simplă : în cazul cînd în sistemul de circuite considerat curenţii sint constanți, 
obținerea de lucru mecanic se face concomitent cu creşterea energiei magnetice 
acumulată în cîmp; valoarea acestei creşteri este egală cu aceea a lucrului 
mecanic efectuat de forţele magnetice. 

Trebuie observat că indiferent dacă se calculează forța cu relaţia (3.186) 
sau cu relaţia (3.188), pentru o aceeaşi forţă rezultatele sînt identice. 


3.5.5.4. Exemplu de aplicație. Fie de calculat forţa portantă a unui 
electromagnet. Se numeşte forță portantă, forța necesară pentru desprinderea 
armăturii de polii magnetului. 

Energia magnetică a sistemului este dată de relația (3.164) ; ţinînd seama 
de definiția (3.121) a inductanţei proprii, expresia energiei magnetice a sistemu- 
lui se poate scrie : 


Aplicind relaţia (3.186), expresia forţei căutate este 


Pa (=) j -+o(- ANAL 1 0L _ i aL 
dz Jy = const, 2 L? ] da a Li x =) a "da À 
Aplicind relația (3,188), expresia forței căutate este 
Fa (3) a Al 
de Jim con, 2 0% (3.189) 


Be Y: 3 T: e ji | 
Și se vede că cele două relaţii dau aceeași expresie pentru forja căutată 
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i i, expresia 
Luind drept coordonată generalizată mărimea 7 & intretierului, exp 


inductanţei bobinei este * (fig, 3.59) : 


aceasta intrucit pentru fier 
Hri > 1 
şi deci Vesga 0, iar pentru aer pr, = 1, A fiind aria 
ke 


1 . . 
secţiunii fierului. 
Rezultă dar 


uoN24i? 


4r? 


Sahi 


deoarece 


Nw r, şi i= 0: 
2x 


Semnul forței portante arată că această forță este de fapt o forță de atractie, 
îndreptată în sens opus creșterii lui g. 


3.6. STABILIREA CURENTULUI ELECTRIC ÎN CIRCUITELE 
ELECTRICE. REGIMUL TRANZITORIU ÎN CIRCUITE 
ELECTRICE DE CURENT CONTINUU 


3.6.1. GENERALITĂȚI 


Funcționarea unui circuit electric oarecare este o functionare stabilă, 
atit timp cit elementele sale constitutive nu suferă nici un fel de modificare 
bruscă, Aplicarea teoremelor lui Kmormorr conduce întotdeauna la găsirea ecua- 
ției de funcţionare a circuitului, Schimbarea situaţiei elementelor constitutive 
ale cireuitului (impedanţa, tensiunile aplicate ete.) provoacă o perturbaţie în 
hei e circuitului, care constă în adaptarea acestuia la noua situație. 
Aceast adaptare nu se poate tace bruso și circuitul va oscila în jurul noii situa 
ţii, cu o perioadă proprie a sa, pînă la stabilirea definitivă a noului regim de 
funcționare, Între momentul cînd se închide un circuit pe o anumită forţă 
electromotoare şi momentul cînd se poate spune că în cirouit s a stabilit regimul 

paz IOTER pot ] i a sté g l 
pe ganent, $e va scurge un anumit timp, în care regimul se va adapta de la 


* Vezi 3,4.8.2. 
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| 
| 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


situaţia inițială la situaţia finală, Acest regim de adaptare se numeşte regimul 
toriu al sistemului. abia f 
A eginal tranzitoriu mai poate apărea şi atunci cînd se aplică circuitului 
elcctromotoare efemeră, care dispare mai înainte ca regimul permanent 
să se fi stabilit. Fenomenele electrice sînt în acest caz, prin natura lor, exclusiv 
itorii. A 5 
E Aâajtarta unui sistem electric oarecare, funeţionind într-un anumit regim, 
Ja un alt regim de funcţionare bine definit şi diferit de primul, necesită anularea 
sau producerea unei energii, care există sau care se va localiza, în anumite părți 
ale circuitului sub formă de energie electrostatică și de energie magnetică şi, 
în consecință, transferul și transformarea acestor energii. i 
Sînt cazuri cînd se poate neglija una dintre aceste forme de energie față 
de cealaltă formă. În aceste condiţii, adaptarea, sistemului la condiţiile normale 
de funcţionare va necesita fie acumularea energiei într-unul din cîmpurile 
electrice ori magnetice, fie disiparea acestei energii acumulată în situația de 
Dare anterioară. Fenomenele tranzitorii corespunzătoare sînt foarte 


func 
simp : ; A : ) 

În alte cazuri, neglijarea uneia din energii față de cealaltă nu mai este 
posibilă ; în aceste cazuri fenomenele tranzitorii se traduc prin oscilații de curent 
şi de tensiune datorite transformării succesive a energiei sub formă magnetică sau 
sub formă electrică. 


Regimul tranzitoriu constituie deci trecerea de la o situație de funcțio- 
nare, la o altă situație de funcționare ; această funcționare de trecere poate fi 
considerată ca suprapunerea peste regimul 
impus de noua situație a circuitului a | ¿Å 
regimului datorit oscilației proprii a circu- j 
itului care caută să se adapteze noului 
regim. 


` 


Pentru a arăta aceasta, să studiem 
experimental stabilirea curentului într-un 
circuit inductiv, la închiderea lui pe o sursă ; 
pentru simplificarea chestiunii, să presupu- 
nem că sursa respectivă are tensiunea la 
borne constantă în timp. 

„_ Curba de variație a curentului în cir- 2 
œit, obținută experimental (de exemplu cu Zi 
ajutorul oscilografului) este dată în figura sp 
3,60 (curba i). Mi 
În situația finală, curentul din cir- 


i = i Fig. 3.60. Curba curentului la închiderea 
Cuit este dat de legea lui OmM și este re- unui circuit inductiv alimentat de o forță 


prezentat de dreapta i, = Zm constituie electromotoare constantă, 


nml permanent din circuit și forma lui este direct dependentă de forma 

karmii aplicate, Analizind curba curentului tranzitoriu î, se vede că ea provine 

€ n Rade careu iz din care se scade o curbă de curent ù, a cărei formă este 
ende e natura sursei și oaro variază în raport ti 

pene ap Ş pot cu timpul după o 

Din ace auză, courent: | mii s i 

7 e «tr peroa cauză, curentul permanenti se numeşte şi curentul 

da g de uncţionare respectiv, regimul forjat; curentul v 

pae curentul liber și regimul de functionare corespunz 

a consecință, curentul care so stabileşte în cirouit 

! mentul închiderii circuitului şi pină la 


u forțat, 
variabil în timp ù 
ător, regimul liber. 
civouit şi care variază cu timpul 
Stabilirea regimului permanent, 


el poate fi considerat ca 


ului liber peste curentul permanent; Vom avea deci 


nu este altceva decit curentul tranzitoriu din circuit Și 


suprapunerea curent 
(3.190) 


Rlementele constitutive alo veţelei fiind presupuse liniare, teoremele lui 
KioanOFR aplicate fiecărui element; al său dau o ecuaţie integro-diferenţială, 
liniară, cu coe icienţi constanți, de forma 


| 1 -ri 4, ji) (3.191) 


ntului ce-l străbate, 


între valoarea tensiunii ap e-l strat 
a derivatei acestui curent sau & integralei lui. Ecuația (3.191) va fi satisfăcută, 
de curentul liber din circuit ; ea va fi satisfăcută 


atât de curentul permanent cât şi 
i de o combinaţie liniară a acestora, 


(3.190). 
Introducînd această combinaţie liniară în ecua 


u =] poy Lae ja o) a|- 


ţia (3.191) se obține 


dt 


> G o o ; a 
= i(i» =, g ar) (i =, fa): 
Curentul permanent este dat de ecuația 
o ; 
u =1(î FT (i, ar). 
Prin urmare, curentul liber este dat de ecuația 
sat fi ar) E 
di 


ei (E a ei rezolvarea matematică a unui regim tranzitoriu, constă în 
lvpepa p m poani iptegroadiorentiale (3.191) soluţia particulară a 
Á £ H w 5 Y N i ` ` 3 `a Q ` x 
aces i eati dă neţionare a circuitului iar soluţia generală, 
Rezolvarea regimuri itorii 
urilor tranzitorii în sis i 
cindu-se tanzt n sistemele energetice se fac i- 
hm la) de rezolvare a cirouitelor electrice * tii e 
ctrică liniară, avind const i 
i 4 constant za! î 
di mit moment, luat ca origine de timp a iei e Nate a baba Belea 
ntr-un motiv oarecare, Rezolvarea regimului a E it ta osti Nat 
gh del vanzitoriu care apare în reţea 
* Vezi 2,3, 


P ohl ma tang E 
jul egimului tranzitoriu în rețele cu constante repartiz S 
.. T: e y: te repartizate se va studia în capi: 
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constă în detenmninaren stă atol ve vlreuli în divaraole olomente mle roțelei gi m 
tensiunilor care apar la bornele nooatora, În moont aoop no nplloñ orioa metodă de 
cadoul utilizată în rezolvarea rețelelor olootrioo În regim pormanent, Considerind, 
de exemplu metoda buclolor*, tHo My Lyp Cy roniatonjm, Indnobanja pro- 
şi capacitatea fiecărui cirouit indopendonl, Rini liy O tozinben ţa, Inanetantie 

(A 


mutuală gi capacitatea comune la dout olrouwito Indopondonto diferite, Heriind 
pentru ticcate buclă în parto couatin do “Cald der pă uplicind tooromm m iw 
a mi Kmonnorn se obtine un număr do oounpli diforonținle egal en numărul de 
circuite independente, dat do ocuatia topologio (3.70), do forma 


a tgp tăi cl, (4 ta a 

Tf Ra + pb taţi t) =o = , (j = 1,2, H (3,192 

àl na tan o)’ j i cu j = 1,2, ) ) 
în care e este suma forțelor electromotomro din bucla considerată iar 4, esto 
sarana condensatorului corespunzător în momentul inițial considerat., 

Pentru rezolvarea sistomului de ecuații integro-diferenpial (3.192) ne face 
substituţia 


i = =, (3.193) 
di 
obținindu-se sistemul sub forma 
a do Aia da a dd ; 
2 4R AA] m 12e A). 3.19 
(Da rea (acer) (8194) 


Sistemul (3.194) este un sistem de n ecuaţii diferenţiale liniare de ordinul 
doi cu coeficienţi constanți. Acest; sistem se integrează prin procedeele obişnuite ; 
soluţiile obţinute vor depinde de 2n constante, ale căror valori se determină 
prin condiţiile iniţiale, la timpul t = 0, ale valorilor q, ale sarcinilor condensa- 
toarelor și ale derivatelor lor (3.193), adică ale curenților i, din bucle. 

Soluţiile sistemului de ecuaţii (3.194) sint de forma ** 


2n 


di = Im t £ Kpt (j = 1,2, ..., n), (3.195) 
kml 


în care K, sint cele 2 n constante de integrare, iar r, rădăcinile ecuaţiei caracte- 
ristice, a ecuaţiei (3.194), O dată determinato sarcinile electrice, diverşi curenţi 
independenţi din bucle se determină cu ajutorul relației (3.193), iar tensiunile 
la bornele diferitelor condensatoare din bucle cu ajutorul relaţiei 


Uu = q3} 


curenţii și sarcinile electrice din diversele elomonte ale rețelei se obțin apoi 
aplicind principiul superpoziţiei, 

Determinarea constantelor de integrare se face exprimind mai intii cele 2m 
constante ale soluţiilor ecuaţiilor fără membrul al doilea, A (ÎL) 

* Vegi 2.30, 

#s Se noleuză haza logaritmilor neperleni cu e, pentru a nu se faco conluzie cu forja electromas 
foare e, aceste două simboluri putind apare simultan în relațiile regimului tranzitoriu, 
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limită astfel ca, 


în funcţie de 2n constante alese în mod arbitrar prin condiţiile la 
pentru t = 0, 


2n 
duo = $ Kyy 
kal 
2ni 
Lio = $ Ea": 
kal ; 


se determină apoi aceste 2n, constante ţinîndu-se seama de regimul forțat de 
funcționare al circuitului, astfel încât, la momentul iniţial, sarcinile condensa- 
toarelor și curenţii din circuite să capete valorile iniţiale corespunzătoare qj Și 
49 (3 EN n): 

Aceste calcule sînt foarte laborioase. Pentru rezolvarea problemelor de 
regim tranzitoriu s-au căutat; atunci alte metode al căror obiect este transforma- 


rea ecuaţiilor diferenţiale în ecuaţii algebrice, mai uşor de rezolvat *. 


3.6.2. CIRCUITE ELECTRICE, FORMATE DINTR-O REZISTENȚĂ LEGATĂ 
ÎN SERIE CU O INDUCTANȚĂ 


3.6.2.1. Expresia generală a curentului în circuitul electrice **. Fie un 
circuit format dintr-un rezistor de rezistenţă R şi o bobină de inductanţă L, 
legate în serie (fig. 3.61) şi fie o sursă de forţa 
electromotoare e aplicată sistemului în momentul 
cînd se produce schimbarea de regim. Curentul i 
care se stabileşte în circuit trebuie să satisfacă 
în orice moment cea de-a doua teoremă a lui 
KIRCHHOFF, exprimată prin ecuaţia diferențială 


Fig. 3.61. Circuit electric format dintr-o Ri L Eai = 
rezistență legată în serie cu o inductanță dar dt i (Sate) 


Soluţia generală a acestei ecuaţii se compune din doi termeni : 
— o soluţie generală i, a ecuaţiei fără membrul al doilea : 


di 


Rippen 
dt 


=} 


care corespunde regimului liber ; 
— o soluţie particulară a ecuației de aceeași formă cu membrul al doilea 


În = f (t), 


care corespunde regimului forțat impus circuitului i 
f 2 mlui de forța electr e e ş 
care rămîne atunci cînd curentul i a dispărut, : E Saojoaoo: e e 


* Vezi Cap, X, 
** Numită și legea lui HELMHOLTZ, 
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se 


Bed 


DB. De, RP 


5) 


și 


Din ecuaţia (3.196), prin separarea variabilelor, se obţine 


A m — Adi 
i L 
de unde rezultă 
In, = — Făt; 


şi, deci 
Sei 
L 


i SA E, (3.197) 


A fiind constanta de integrare care urmează a fi determinată din condițiile 
particulare de funcţionare a circuitului. 

Dacă i, este curentul permanent, datorit; regimului forțat, soluţia generală 
a ecuaţiei (3.196), şi deci curentul căutat, este 


R 
îi kAsIi, (3.198) 


Pentru determinarea constantei A, se observă că imediat înainte de 
modificarea, condiţiilor de funcţionare ale circuitului, adică la timpul t =0_, 
curentul are o valoare oarecare ip; dacă ip este valoarea corespunzătoare 
pentru * i = 0,, din relaţia (3.198) rezultă 

i io po t A» 
de unde 
A = o — ipo 


şi expresia generală a curentului în circuit devine 


= ip ar (0 — Ga 


(3.199) 


Curentul į rezultă deci din su- 
prapunerea peste curentul permanent 
í, a unui curent liber, această supra- 
punere făcîndu-se astfel, ca la momen- 
tul inițial, în circuit să nu existe 
decit curentul iniţial. Curba de curent 
i = f(t) în funcție de timp se poate 
trasa  adunîndu-se ordonatele celor 
două curbe i, şi i, astfel încît suma 
ordonatelor la origine să fie egală cu 
ip (fig, 3.62). 

Reluînd expresia (3,197) a ou- 
rentului în regim liber 

n, Fig, 3,62. Curba curentului tranzitoriu, 
i = A, 


* Notația / = 04 trebuie interpretată în sensul că se consideră valoarea curentului în la timpul 
zero în circuit, după modificarea condiţiilor de functionare ale acestuia. 
Semnele minus sau plus așezate lingă cifra zero n-au alt scop, decit să arate că momentul inițial se 
raportează la una din cele două stări posibile de funeţionare ale cirouitului, înainte sau după 
apariţia perturbaţiei în circuit, 
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avînd valoarea maximă la 


se vede că acesti curent; variază Sao exponențială, 
impul t=0 și nulează pentru t = %: 
CARY aniol; 08 Aami liber nu are un caracter permanent, el dispărînd 

* gi se numește 


cu timpul. Coeficientul T — = axe dimensiunile unui timp 


ranta de timp a circuitului. 7 
a uneto do vedere geometric, el reprezintă subianger a a pe de 
funcţionare considerat, al curbei exponenţiale a curentului liber. 7 


din figura 3.63 rezultă 


-2 Ak pe o -2i Ap e 
MN = în — RST lio — ipo) € 2] = (do = ipo) E Z (ia =N T tga 
dar 
di acM R ii -2h 
tg « = es 7 (io — İpo) € 

şi deci 3 

medea 

R 


În cazul cînd curba reprezentativă a regimului tranzitoriu a fost dedusă 
imental şi nu se cunose parametrii circuitului, mărimea constantei de timp 
a circuitului se poate deduce din evaluarea ariei suprafeţei cuprinsă între această 
curbă şi dreapta regimului permanent (în general între curba exponențială şi 


asimptota, ei). Într-adevăr avem 


1 DE x 
F | (îp — 2) i. 
o 


ipo — Ùo 


Inversa constantei de timp 


g- c £ Í ( tor ul e aten vare sé 
Fi 3,63, Semnifi ația eometrică a constantei de tim l N sau 
p Sor umeşte ac 4 X 
N J AA a ILA A 


tirgu 4 factorul de amortizare a circuitului 
Il 7, Mărimea curentului liber es i S0 8% din 
mărimea curentului iniţial, Într-adevăr oii ca Anei Î Saua ae 
» dacă d, este mărimea curentului liber 


» În sistemul MKSA, [R] = LMT 317 
IRIS DMT și [L] = LMT, Remta că Ela [7) 
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în momentul iniţial (t = 0) și i mărimea aceluiași curent la timpul f= 7, 
atunci 


3.6.2.2. Închiderea unui circuit electrie inductiv alimentat de o forță 
electromotoare constantă, Fie un circuit electric inductiv, format dintr-un 
rezistor de rezistenţă K, legat în serie cu o bobină de inductanță L și alimentată 
de o sursă de forță electromotoare constantă W, Se cere să se determine 
variaţia curentului în circuit, la închiderea întrerupătorului. 

Înainde de a se închide întrerupătorul, curentul în circuit este nul ; deci și la 
timpul 1=0_, în momentul închiderii întrerupătorului curentul în circuit, 
este nul. Rezultă 


in =0. 


În regim forțat, curentul este constant şi este egal cu 


TETE 
OETA 


independent de timp ; valoarea curentului permanent la timpul t = 0. este dee 
l a atzi 
PO R 


Expresia curentului care se stabileşte în circuit este dată de relația (3.199) 
şi va fi 


Se poate ajunge și direct la acest rezultat, aplicindu-se metoda generală 
de rezolvare a regimului tranzitoriu. În adevăr, aplicînd teorema a Il-a a lui 
FIRCAHOFF circuitului, se obţine ecuaţia 


Ri + a =E (3.200) 
t 


a cărei soluţie este formată din soluția generală a ecuaţiei fără membrul al 
doilea 

di psi 
dt 


Ri + L 0 


şi care este 
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mă cu membrul al doilea. 


SE ecuatiei, de aceeași fo | : 
articulară a ecuaţiei, vă că și această soluţie particulară va fi 


ră o soluţie P 
o în ecuația (3.200) se obţine 


prul al doilea fiind o constantă, rezu 


em 
o, constantă, 
soluţie particulară ; introducind- 


Fic î, această 


Soluţia generală a ecuaţiei date este deci 


i S E- 
i= >+ Ae 
R - 


Constanta A se determină prin condiţii de limită, seriind că pentru t = 0, 


î=0 şi deci 


T 
Z4A=0, 


de unde rezultă : 


e E Be 
le): (3.201) 


Curba de curent este cea dată i in fi i 
rA a neto astă în diagrama din figura 3.60, iar tensiunea la 


di pda 
u =L= =F: T . 
dt 


-~ 3.6.2.3, Funcția unitate. E i 
pe dal u e. Expresia curentului care apare î ireui 
a, sul gary Chena (0200 2 Iot stabilită în ipoteza A la REN 
Tem din oir it este nulă ; în plus, întrucît la ti ai 
ai het) Ă plus, impul t=0 că 
men este enneren Int pătorului, circuitul este deschis, nazală 
Dacă însă se construieste di: i 
i sado (3,2 ji lagrama, acestui curent ca repr fică 
aceia, a, DE noa e preat m b în ipotezele tăcute, ARRUIN Eat 
za À i 5 à A Ă AQ fa } 
pia ina valori bine definito PHa: Sida); inainta de noeit moment 
Pent evita aneaat 2 | 
RE hA anA anomalio, HEAVISIDE a introdus 
eaa aA de e Ta plase er tensiunii aplicată Ciroza i astf înci 
felul acesta rezultatul core 10.» inainton închiderii întrorui torului i 
punde întotdeauna ipotezelor a Rora a 
‘utoe. 


functia unitate 
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Sh po 


woa 


e, 


p> 


Pi Zi 


201) 


a la 


jtul 
= 0 
dică 

din 


fică 
mal 
yent 


tale 
necit 
ZET 
7 


Funcția unitate este definită 
prin relațiile* (fig, 3.65) 


Y) =0  pentrut<0 
Y) = 1 pentru t> 0, 


În consecință, pentru a- ţine 
seama de condițiile inițiale impuse 
funcţionării circuitului, expresia forței 
electromotoare aplicată acestuia tre- 
buie scrisă EY (î), astfel că expresia 
curentului tranzitoriu care apare în 
circuit este 


R 
ii- EY() ( sal ); 


Fig. 3.64. Curba matematică a curentului. 


R 74) 


în aceste condiţii este evident; că, la í 
i=0, i= 0. ; 
În practică, în general se omite 
scrierea funcției unitate în diversele 
expresii ce apar la studiul unui regim 
tranzitoriu, efectul ei fiind subînțeles. o É 
3.6.2.4. Curentul liber într-un 
circuit electrie inductiv în cazul unui 
seurteircuit la bornele sursei. Fie un Fig. 3.65. Funcţia unitate. 
circuit electric inductiv format din- 
tr-un rezistor de rezistenţă R, legat 
în serie cu o bobină de inductanță L 
și alimentat de o sursă de forţă electro- 
motoare F (fig. 3.66). 
În regim forțat curentul care 
circulă în circuit este ** 


E. 
I =i Fig. 3.66. Scurtcircuitarea unui circuit 
R electric inductiv, 


Dacă se scurteireuitează bruse bornele A şi B ale sursei, curentul è din acest cirouit 
- N, - 
seva anula, însă această anulare nu va fi bruscă, deoarece energia DER 
anusia 3 
acumulată în inductanță nu poate să se disipoze instantaneu. 


Curentul în circuit va satisface ecuatia 


Ae 
dt 


* Functia unitate se mai notează 1 sau 1), 


** Problema se rezolvă imediat dacă se aplică relația(3.199), 
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| 


a regimului liber şi expresia sa este 


-R pi 
i=Ae L! 
La timpul t=0_, adică înainte de a se scurteircuita sursa, curentul are 
valoarea Ig dată de regimul forțat. Deci ş 


A = lo 


şi atunci 


3.6.2.5. Deschiderea unui circuit electrie inductiv alimentat de o forță 
electromotoare constantă. Fie un circuit electric inductiv, format dintr-un 
rezistor de rezistenţă R legat în serie cu o bobină deinductanță L și alimentat 
de o forţă electromotoare constantă E, căruia urmează a i se determina regimul 
tranzitoriu de funcţionare în cazul deschiderii întrerupătorului (k) (fig. 3.67). 

În momentul deschiderii întrerupătorului, la contactele acestuia apare e 
un arc electric care poate fi reprezentat printr-o rezistență p legată în paralel c 
cu aceste contacte. i z 

înainte de deschiderea întrerupătorului (k), adică la timpul t=0_, curen- s 
tul în circuit este : 


Deschizîndu-se întrerupătorul, curentul în regimul forţat este 


PEN: t 


R 
+e £ 


iar valoarea acestui curent la timpul t = 0, este 


19 = 


g 
; | 
Fig, 3,67, Deschiderea unul ci 
| circuit electric Fig, 3.68, Curba de curent la deschiderea circu- | 


inductiv, alim 
h, jante poe orti electro- itului electric inductiv, alimentat de o forță | 
F electromotoare constantă, | 
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Rezistenţa totală a circuitului în regim fortat fiind 2 “onstamnt 
sa de timp este gim forțat fiin -+ p, constanta 


are L 


t = — 


R+ p 
şi deci expresia curentului în regim tranzitoriu, dedusă, din relația (3.199) va fi 


5 E —2+8 
t = — 1 Pa L . 
ee | pia. ) 


Curba de curent este dată în diagrama din figura, 3.68. 


rță 

-un > 

tat 3.6.3. CIRCUITE ELECTRICE FORMATE DINTR-UN CONDENSATOR 

kal LEGAT ÎN SERIE CU O REZISTENȚĂ 

>). 3.6.3.1. Expresia generală a curentului electrice în circuit și a tensiunii 
ei electrice la bornele condensatorului. Fie un circuit electric format dintr-un 


condensator de capacitate 0 legat în serie cu 
un rezistor de rezistență R şi alimentat de o 
Sa sursă de forţă electromotoare e (fig. 3.69). a 


Curentul care se stabileşte în acest cir- 
cuit, în cazul cînd se închide întrerupătorul 
K, este dat de ecuaţia | r c 
Bi Vidu = (3.202) fax | 


Ecuația tensiunii la bornele condensa- Fig. 3.69. Circuit electric format dintr-un 
torului se obține din ecuația (3.202) ţinînd condensator legat în serie cu o rezistență 
seama, de relaţiile (1.103) şi (2.1) 


Cu =q şi dq=idt, 


obținîndu-se 
RO = Doe (3.203) 
Cunoseînd tensiunea la bornele condensatorului, curentul se deduce cu ajutorul 
relației 
OEST (3.204) 


care rezultă imediat; din cele două relații (1.103) şi (2.1). 

Regimul tranzitoriu se obţine şi în acest caz, din suprapunerea peste regi- 
mul liber, a unui regim forțat. Într-adevăr, pornind de la relaţia (3.190) care, 
împărțind-o cu 0, capacitatea condensatorului, înmulţind-o cu dt şi integrind-o 
Be obţine 


ER N ETA 
aţi (PT UL A i pdt -} i fiat = Up F Un 
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adică 


u = Up F Uy (2.245 
Soluţia ecuaţiei (3.203) se obţine în mod obișnuit, sisu 
u = ty + Br E, (2.34%) 


Determinarea constantei de integrare pe face prin comit; i aaa 
Astfel, la timpul t = 0-, tensiunea la bornele condensatorubui =. 9 ea 
valoare Ug; dacă Upo este valoarea corespunzătoare a tensrunii la bope eor- 


4 A zi ata (3 3 ZA ge 
densatorului în regimul permanent; la timpul t = 0, atunci emzao (2.200) se 
poate serie 


Ug = Upp + B, 
de unde 


B = Up — Uyy 


Expresia generală a tensiunii la bornele condensatorului în regimul imam- 
zitoriu devine astfel, 


t 
4 = Up + (Up — “go)E zC, 32W 


Se deduce curentul de încărcare din relația* (3-204) 


E = DÉR oie: (3.295 
dt dt R 


care se poate serie 


Produsul RC are dimensiunile unui timp ; într-adevăr, în sistemul MESA 
ii) == 10 pa tăia și [0] = LM-TAI: 
și deci 
[RC] = [T]. 


Acest produs se numește constanta de timp a circuitului. 


du 
* În cazul unui curent constant —P- = 0 
dt 


Satiric 


08) 


211) 


3.6.3.2. Încărcarea unui condensator în curent continuu. Le 

4 după 
care se încarcă un condensator se obţine cu ajutorul ecuației Met 
În acest caz, în regimul forțat ! i A (re 


l% = CE, 
iar la timpul è = 0., 


Se obţine deci, 
Li 
gi cafa ss i | 
Curentul de încărcare variază, după legea 


` dq E CT 
t = — = — e Re 3.212 
ai R : EEEE, 


iar tensiunea la bornele condensatorului este dată de expresia 
E Eu e 
u=—=—B|l—s E |» 
o 


3.6.3.3. Descărcarea unui condensator pe o rezistență. Fie un circuit 
electric format; dintr-un condensator de capacitate C legat în serie cu un rezis- 
tor de rezistenţă R și alimentat de o 
sursă de forţă electromotoare constantă 
E (fig. 3.10). La un moment dat se 
închide întrerupătoiul K, scurtcircu- 
itindu-se sursa. 

Înainte de închiderea întrerupă- 
torului, condensatorul era încărcat cu 
sarcină electrică 


q= C E. 


Aceasta reprezintă sarcina electrică cu 
care era încărcat condensatorul la tim- 
pul t=0_, deci 


Fig. 3.70 Descărcarea unui condensator 
pe o rezistenţă, 


do = CE. 


În regim forțat, după închiderea întrerupătorului Æ, sarcina electrică din con- 
densator este nulă, condensatorul descăreîndu-se complet; deci 


d =0i; 
rezultă a fortiori că și 
do = 8. 


Be obţine astfel 


t 
1=ht t =F CEs RT, 
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Curentul de descărcare al condensatorului este 


„da E. (3.213) 


iax tensiunea la bornele acestuia 
; E t 
u = He RO, 


aa pi ială. 

Î relatii se vede că toate aceste mărimi scad după o lege exponențială . 

D ao de A energia pe care o dă condensatorul în timpul descărcării 
în rezistență şi care se traduce prin pierderi JOULE în aceasta. Se obține 


00 2t 
(Ra =f E modit = E? 0, 
ò ER 2 
expresie cunoscută*. $ A TT 

Comparînd relația (3.212), care dă expresia curentului de încărcare a con- 
densatorului, cu relaţia (3.213), care dă expresia curentului de descărcare a 
acestuia, se observă că aceste două expresii au aceeaşi formă în valoare absolută, 
semnul minus apărind datorită faptului că sensul acestor curenţi este contrar 
în cele două operaţii. Rezultă deci că și la încărcarea; condensatorului se pierde 


` a o $ 1 SEA a 
în rezistență o energie care este egală tot cu zi E20, ca şi în cazul descărcării. 


Aceasta înseamnă că energia totală dată de sursă este 
W=2 xomo = E? 0, 


din care, jumătate este înmagazinată de condensator, cealaltă fiind pierdut- 
prin efect JOULE. : 

În consecință randamentul operației de încărceare-descăreare a unui conă 
densator este de cel mult 0,5. 

Din examinarea expresiei (3.212) a curentului de încărcare a unui conden- 
sator, se vede că acesta poate fi foarte mare, dacă rezistența R este mică. Aceasta 
se poate întîmpla în cazul punerii sub tensiune a unui cablu în gol. 

Fie de exemplu, un cablu bifilar de 50 mm?, care în mod normal duce 
un curent de 100 A şi care are o capacitate de 0,5u F/km, rezistența ambelor 
conductoare fiind de 0,5850/km. 

O bucată de cablu de 2 km are deci o capacitate de lu F, care se presupune 
concentrată la mijloc, deci după o rezistență de 0,5850. Dacă se presupune că 


acest cablu este legat la o rețea de 600 V, curentul de încărc: a închiderea 
întrerupătorului (t = 0.) va i i Side 


adică mai mult decît de zece ori curentul normal. 


* Vezi 1,6,2, relaţia (1,179), 
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baia ah oa O hi 


Da a NN 


| 
| 
| 
| 
| 


Constanta do timp fiind 


curentul scade la 1% din aconstð valoro după 


=r In xÈ =r 1n100 = 46r =2,7 41070 p, 


- Din acest exemplu rezultă, că în cazul tensiunilor inalte este bine a se 
lega cablurile în rețea nu direct, ci prin intermediul unui rezistor, care, după 
punerea sub tensiune se scurtcircuitează, 


3.6.4. CIRCUITE ELECTRICE FORMATE DINTR-UN REZISTOR, O BOBINA 
i ȘI UN CONDENSATOR LEGATE ÎN SERIE 


3.6.4.1. Generalităţi. Fie un circuit electric format dintr-un, condensator 
de capacitate 0 legat în serie cu un rezistor de rezistență £2 și o bobină de induc- 
tanță L şi alimentat de o sursă de forță 
electromotoare oarecare ¢ (fig. 3. 71). A L 

Problema care se pune este de a găsi 
legea generală de stabilire a curentului i în 
circuit și a tensiunii w la bornele condensa- 


torului, atunci cînd se schimbă condițiile de g 
funcționare a circuitului. 4 K : 
Aplicînd teorema a II-a a lui Krc- 


HHOFF circuitului din figură, se obține 
Fig. 3.71. Circuit format dintr-un condensator 


di a INE n legat în serie cu rezistență inductivă, pe o 
= Li = ki + cil i dt forță electromotoare constantă, 
sau 
d pui p o 
Bau T e (3.214) 


Ecuația tensiunii la bornele condensatorului se scrie pornind de la relația 
(3.214) și ţinînd seama de relațiile (1.103), (2.1) şi (3.204) 


du 


Cu = dq =i dt i 4=0 
u = q, dq =i gi i T 


Be găseşte astfel 


du 
dê 


du 
gi 4- CR +- u=: (3.215) 


„Boluţiile acestor ecuaţii diferențiale liniare se compun din soluţiile gene- 
rale į, i u, care se obţin rezolvindu-se ecuaţiile fără membrul al doilea, la care 
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se adaugă soluţiile particular 
doilea, corespunzind regimului permanent, sau forțat, 


i» = fe) şi Vp = (e) 
Soluţiile căutate vor fi deci 
Sl] (3.216) 
iti 
3.6.4.2. Expresia generală a curentului și a tensiunii la bornele condensa- 
torului. Pentru a se determina curentul i, din circuit, se pornește de la studiul 


încărcării condensatorului 0 în acest circuit. 
Ecuația (3.215) fără membrul doi are soluția generală 


AMIOOS < = m= As + Be, (3.217) 


unde A şi B sînt constantele de integrare iar 7, şi rą rădăcinile ecuaţiei sale 
caracteristice, care au expresiile 


e oi VRE. 
AEZ | BEE e pg, (3.218) 


în care s-a notat 


Tinînd seama de relaţia (3.214), din (3.217) rezultă 
i, = Or et + Or,Be™. (3.219) 


Înlocuind pe r şi : E ? 
(3.219) devin pe n ȘI 2 cu valorile lor indicate mai sus, relațiile (3.217) şi 


u, = H(A% + Be- H) 
şi 
i = Qeă[(— è + Q) A% — (3 + Q)Be-94, 
Bau, ținind seama de relația 
stă! = ch QE AT 
și ordonînd în raport cu aceste funcții se obţine 


w= eiA + B) ht (4 — B) sh Qt 
met (4 } 
i de [A —B)0—(4 + Bă HAHAE) QA Bosna] | (340) 
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e ale ecuaţiilor de aceeași formă cu membrul al 


= 


ul a] 


| — k 
f 
eS RE 


şi deci 


| 
| 
E 


Pentru a determina constantele de integrare, se pun condiţiile la limită ; 
să presupunem deci că la 


i=0_ w= Și ici 
iar la 
t= 0 Uuo şi =t 
Făcînd în relaţiile (3.220) t = 0, din relațiile (3.216) rezultă 
wo — Wp =Å +B 


ùo — îs = C [(A — B) Q — (A + B)ò]. 


A — B — n înot Ch — uo) 
cQ 


Ìnlocuind aceste valori în relațiile (3.220) şi ordonînd se obţine : 


£ 


k LO(ue — tipo) (Q ch Qt + 3 sh Ot) + (în — ipo) sh Ot] 


th = 
(3.221) 
i — Ilio — io) (Q ch Qt — 3sh Qi) + Clue — t,o) (Q? — 3?) sh Or 


Punînd 
tg h a — > 
se obține 
= a 5 1 
sh « = QL şi deci Q = Te sh a 
și 


= a EI 1 
ch a = LO şideci è= TE ch a. 


Se obține în definitiv 
ât 


su + h = tia | — Upo) Sh (Qt +a) + (în — 3) 


2 . . . = ôt . . ST R 
ist, +i =, [to =) V? sh (Qt — a) + (to — tipa) sh a], (3.223) 


relații care dau tensiunea la bornele condensatorului şi curentului în circuitul 
serie format din R, L și C. 
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| 
| 
| 
B 
| 
| 
| 
| 
| 
ji 
| 
f 
| 
| 


i a tensiunii la bornele condensato- 


3.6.4.3. Forma curentului din circuit Ș or (3.222) și (3.223) 


sia ii ului ilivea, relaţiil 
ruli în raport cu parametrii circuitului. În stabilirea „(e Da tor 
nu s-a ficut nici o ipoteză asupra naturii rădăcinilor ecuaţiei caracteristice, E 
care sînt: sin 
R R? 1 a 
e ATRE GE adeh u 
A NOA ap tara Lc 
cir 
Şi toi 
Q 2o jE e: 
= —65— a m once T 
ra è 2L 4 LC rio 
cir 
Trei cazuri se pot prezenta şi anume fri 
x un 
D 02 30, <0 şi V=0, | 
i i : or 
£ 
fiecare din aceste cazuri conduce la o anumită formă a curentului şi tensiunii 
a) Cazul I: Q2 >0. În acest caz rădăcinile sînt reale și expresiile (3.222 
şi 3.223) reprezintă — în valori reale — încărcarea condensatorului, exprimată 
prin curentul din circuit şi tensiunea la bornele sale. 
Pentru a vedea care este forma curbelor reprezentative ale acestor mărimi A 
să notăm : va 
pI 
u 


io — ipo ZI M. : Uo — Upo 
>— || — =M 00 Mi 
QL |: a QL $ 


şi 


io — ipo TE m a Pi EA 
OLG |a m% = a =N = M, |ý ; 
Cu aceste notații expresiile (3.222) şi (3.223) devin 


i = i, — Me-ă sh (04 — p) 


u = u, Net sh(Qt + y) = u, +U l sh (Qt + vy); 


în care am notat 


M = VM} FU IMM, ha, 


pr M, sha ; 
tg B = -7 — și tg y= Nasha S Mysha 
icha + M, Nacha + N, Mache + Ma 


Întrucît funcţiile hiperbolice sint funcţii aperiodice, se poate afirma, 
apriori că regimul tranzitoriu respectiv este de asemenea aperiodic. 

Curbele reprezentative de funcționare a circuitului în acest regim tranzi- 
toriu se construiesc uşor; în figura 3.72 a fost reprezentată unda de tensiune 


la bornele condensatorului în care, pentru 
simplificare, s-a presupus u, = Const. şi 
s-au considerat toate cazurile posibile de 
funcționare ale circuitului. 

În acelaşi mod se studiază şi curbele 
circuitului de variaţie a sarcinii condensa- 
torului. 

În concluzie, în cazul cînd Q? >0, 

imul tranzitoriu corespunzător este ape- 
riodie ; circuitul corespunzător se numește un 
circuit aperiodic. 

La o curbă aperiodică se definește 
fruntea undei, coada undei şi durata frunjii 
undei *. 

Fie o curbă aperiodică pornind din 
origine (fig. 3.73), a cărei ecuaţie are forma : 


u = Ve-shO. (8.224) 


Fruntea undei este porțiunea din curbă 
crescătoare între valoarea zero a curbei şi 
valoarea maximă a acesteia ; ea este definită 
prin panta curbei la origine (coeficientul 
unghiular al tangentei la curbă în origine). 


u; 
X<0 
= 
2 t 
Nsh ð 


Fig. 3.72. Curba tensiunii libere la bornele 
condensatorului. 


ôu 
ZS =0U. 
f tg 0 ( Zi jis 


Fig. 3.73. Definirea unei unde aperiodice, 


| * Vezi și [211] 


Coada undei este porţiunea 
din curbă cuprinsă între maximul 
curbei şi infinit. 

Durata frumţii undei este 
egal cu timpul dintre momentul 
începutului curbei şi momentul 
cînd curba ajunge la valoarea ma- 
ximă. El coincide în acest caz cu 
timpul corespunzător valorii ma- 
xime. Se găseşte uşor, prin anu- 
lavea derivatei expresiei (3.224) 
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caz rădăcinile sint imaginare și expresiile 


d) Cazal 1: Q? < 0. În acei tgo in expresiile (3.222) și (3.223) 


curentului şi tensiunii se obțin făcîndu- 
| pafi. 
Q=j9' unde ~=] J y 


Se obţine astfel : 


=s = Ir COn a Fi ) sajar] 

E E E ar ei e 
- NR EE TEE jo] 

=s ti h — m) h G OE (o TEE 


a = arctg Š . 


s 


tg 4 = F 


rezultă 
tgha = j tea = tg h ja’ 
şi deci 
a = jo. 


Cu aceste elemente, expresiile (3.222) şi (3.223) devin* 


u=w + ace | tu — ùp) sin (Qt + a) + (io — în) IE sin o | (3.224) 


e e = [i A) la sin (Qt — a) + (to — upo) sin a; (3.225) 


Se va căuta şi în acest caz forma curbei de curent, respectiv de tensiune. 
Se poate afirma apriori că regimul tranzitoriu respectiv este periodic, întrucit 
şi funcţiile sinusoidale sînt periodice. 

Puniîn 


pe 2 Ro 
2 QL 3 


matema m 
E “ac? 


* În aceste relații am suprimat accen tele pentru ușurarea scrierii, 
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iile 


iune. 
rucit 


şi făcînd suma sinusoidelor respective *, relaţiile (3,222) și (3.223) devin 


i= ip— e M sin (U — p) (3.226) 
Şi 
U = up + ei N sin (Qt -+ y) = up + M E gin (04 + Y), 
m care 
-VH Lu LIM M cor g gm 2 Mma 
M = VM} + M3 + 2M,M, cos a, tg p = rc ET 


e ÎL, 


N = |N} 4 N? +2 N,N, cos a = ue 


N,sing M, sing 
tg Y RI CI T 
N, + Na cosa M, +- Ma cosa 
Să examinăm, de data aceasta curba de curent (3.226). Lăsind de o parte 
termenul ip, funcția 


ù = — :™™ M sin (Qt — B) 


poate fi considerată o sinusoidă la care amplitudinea scade exponențial cu 
timpul; ea se anulează pentru timpurile 


B kr 
hb ==. —- 
“ata 


Și trece prin valorile maxime pentru rădăcinile derivatei şi anume la timpurile 


mew 


kr` o 
3, abea 
a A 


OY fi 


Be poate observa ușor că, în acest caz, valorile maxime nu se mai găsese la 
mijlocul intervalului între două treceri prin zero, ca în cazul funcţiilor periodice 
simple; într-adevăr, dacă se consideră primul interval (k = 0), maximul are 
loc la timpul 


al doilea zero urmînd după timpul Z z A, 


Ca 


* Vezi paragraful 4,1,3,2, 
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ţinînd seama că lat=0 


Cu aceste elemente, 

io = M sin B = M, sin a = ip — p0 
onstruieşte uşor. 
tului permanent 


; se obține forma curentului tranzi- 


curba curentului se € 
Adăugînd curba curen 
r . 
toriu din circuit, în acest caz * (fig. 


3.14). 
Curba de tensiune Și curba de 


încărcare a condensatorului se stu- 
diază analog ; ele sînt de asemenea 


curbe periodice. 1 
În concluzie, în cazul cînd 


Q2 < 0, regimul tranzitoriu respectiv 
este periodic oscilant amortizat ; circu- 
itul corespunzător se numeşte un err- 


Fig. 3.74. Curba de curent în cazul Q < cuit oscilani amortizal. aa a 
' : ~ Curbele care reprezintă funcți- 


onarea unui circuit oscilant în regim 


tranzitoriu se numesc curbe pseudoperiodice. 
Mărimea ` . i 

— 

1 R? 


O = || =- 7 


LC 4L? 


se numeşte pulsație proprie a circuitului, iar mărimea 


se n r . . 
umeşte, perioada proprie sau pseudoperioada circuitului. 


oru 9 == se nume y 
| t e act OT ul de amort au atenu : 
Fi Ș p S dă. 


in = — e" M sin (O — Bo, 


4 =- esT i [! ) 1 3 | = 
e 8 DM 8 ( + t) — p] = € S(T +0 M sin (Qi B ) 
IN 1 


; 


* ' z 
Pentru simplificare s-a presupus i 0 
p Ci 
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se DU 


gorii! 


şi 


şi fă 


deoa 


iar 


şor, 
ent 
nzi- 
(fig. 


A de 
stu- 
nea 


cînd 
ctiv 
ircu- 

cir- 


ncţi- 
egim 


gre 2 


oad. 


| 
| 
| 
| 


expresia 
= mt = 37 


lia 


se numeşte decrementul logaritmic al oscilaţiilor amortizate. 


e) Cazul I: Q? = 0. Acest caz limită se mai numește și cazul critic. 
Scriind expresiile (3.222) şi (3.223) sub forma, 


Bo: -& f, a TL ShO — 4) sht 
{ia i [ie — ipo) ja M ios wp) = 


şi l 
—8, KQ t -+ Rys L ht] 
u = ùp + TE [E — upo) mo + (io— tiro) lz ii: 0 a y 
şi făcînd Q = 0, se obţine 


i=ip— emt] — (io — iw) + (Cr a: 


VCL L 
(3.227) 
Š Uo — Upo io — ipo 
u = up +E "fuo — Upo) ee + = ):] 
deoarece 
shot d 

i = lim ch Qt = 1 
= limano Q ?, Q0 Y 
jar 


Tin Desa = t + Vor. 
Q0 


Relațiile (3.227) ne arată că 
acest regim este, de asemenea, ape- 
riodic. Construcția curbei nu prezintă 
de data aceasta nici o particularitate 
și are aspectul din figura 3.75. 


j 


OBSERVATII : 1. Toate aceste 
cazuri pot fi studiate direct, pornin- 
du-se de la ecuația caracteristică. 
Studiul nu reprezintă nici o dificultate 


și constituie un exercițiu util. Fig. 3.75. Curba de curent în cazul Q?=0. 
slim sh( = 4) chOlcha shachOt i shQt 3 i 
= ——— + lim = lim TOR 
Q Eta aa 0 Văii * 
+ lim 2 bOil s t k 1 tă VLGoăei pentu Q=0 
PE pasate * Gh, mimi t on ir = 
a REA è p 
R 1 
a — 29 -e 9 
2L GL 


ării unui corp de revolu- l 
uplu de amortizare proporțio- 


3.215) oste analoagă cu ecuația mişe 


tio suspendat do un fir do torsiune și supus unui ¢ 


nal ou viteza sa unghiulară. În particular, dacă se e 


metru, ecuația de funcţionare & acestuia este 


9. Kouațin ( 
xaminează cazul unui galvano- 


gi +4 2 + Bat); (3.228) 
Li 


inei iat di i 2 iei (3.215 | 
Soluția acestei ecuații se obține imediat din soluția (3.222) a CAN, si ) | 
spro exemplu, în care se asimilează tensiunea 4 cu elongația «, induct aL N 


e inerție K, elastanța es cu coeficientul de torsiune B (raportul 


dintre cuplu şi unghi) și rezistenţa R cu coeficientul de amortizare A. 
3. Particularizind relaţiile (3.222) şi (3.223), se poate rezolva orice problemă 
de regim tranzitoriu care apare în practică. i 
Rouaţii de tipul (3.228) apar în redarea a numeroase fenomene din natură 
şi stau la baza rezolvării a foarte multe probleme puse de practică. Acest fapt nu 
este întimplător şi el se datorează unităţii naturii, fapt atit de bine exprimat 
de LENIN*: „Unitatea naturii iese la iveală într-o surprinzătoare analogie & 


. 


ecuațiilor diferențiale, privind diferitele domenii ale fenomenelor“. 


cu momentul d 


3.6.4.4. Încărcarea unui condensator printr-o rezistență induetivă de la o 

sursă de tensiune constantă. Fie circuitul electric din figura 3.76, alimentat de 
o sursă de forţă electromotoare constantă | 

R L E. Se presupune că circuitul dat este osci- 

lant amortizat. Rezolvarea problemei nu 

prezintă nici o dificultate în cazul circu- 

+ F itului aperiodic. Pentru rezolvarea acestei 


E 
zi probleme se vor utiliza relaţiile (3.224) şi 
| VA | (3.225). e RR 
Se vede uşor că, la timpul t = 0_, 


Fig. 3.76, Încărcarea unui condensator printr-o înainte de închiderea întrerupătorului 
rezistență inductivă de la o sursă de tensiune 


constantă do =0 și w = 0. 
Du MS k a a 
pă închiderea întrerupătorului şi stabilirea regimului forțat 


gi deci D= 0 Şi Up = E 


am, two =0 Și tp = E. 
egimul tranzitoriu respectiv este dat de rel 


> aţiile 
is e” “sin Qt 
QL , S 
3 
u= Dl — E T 
| a Var SI (Qt 4- a) 
q = 0u = 0H E es! 
i ET, = Sin (Qt - 
iar diagramele re QVer ( Ha), 


spective sînt date în figura 


q lary 
Ilil, 


* Vezi [172] pag, 326 
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Volu. 
Otțio. 
Vano. 


3.228) 


215), 
tea I, 


ortul 


Dlemă 


atură 
pt nu 
rimat 
gie a 


le la o 
bat de 
stantă 
> Osci- 
ei nu 
circu- 
„cestei 
24) şi 


= 0, 
ui 


f 
f 
t 


Din aceste diagrame rezultă că tensiunea la bornele condensatorului 
oscilează in jurul valorii finale, putînd ajunge, dacă factorul de amortizare este 


Fig. 3.77. Curbele de curent și de tensiune la închiderea. unui circuit oscilant 
alimentat de o forță electromotoare constantă. 


mic în raport; cu oscilația proprie a circuitului, la dublul valorii de regim pentru 
prima oscilație. e 


3.6.4.5. Descărcarea unui condensator printr-un rezistor inductiv. Fie un 
circuit electric inductiv format dintr-un condensator de capacitate C legat în 
serie cu un rezistor de rezistenţă R şi o bobină de inductanţă L şi alimentat de o 
sursă de forță electromotoare constantă E 


(fig. 3.718). La un moment dat se seurteireu- R L 

itează bornele sursei. Se cere să se determine 

forma curentului în circuit, tensiunea la bor- îmi pai | 
nele condensatorului și legea de descărcare a ie k E 
acestuia. El- 


La timpul t=0_ înainte de a se închide 


întrerupătorul, sursa fiind constantă, rezultă 


E Fig. 3.78. Descărcarea unui condensator 
h= MSI Gh = într-o rezistență inductivă. 


După închiderea întrerupătorului, în regim forțat, presupunîndu-se că 

condensatorul s-a descărcat complet, rezultă 
ùp = 0, up = 0, g% = 0 
gi deci 
în = 0, Up =0, Jp = 0. 

a) În cazul cînd circuitul este aperiodic (Q2 > 0), relaţii 22) şi 

9) n i latile (3.222 223 
dau imediat soluția problemei, care este h aia Le G) 


i = — eE sh 0t 
Q 


ls 


maor e sh (Qt -+ 
$ ayar sh (4% e a) 


e Mai aa T E 
q=0u=e JEEN (Qt + a) 
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3,19), curba de 


jagr orespunzătoare 8e construiesc ugor (fig. ) 
aa oa, h o altă scară, gi descărcarea condensatorului. Interpreta- 
rea fizică a acestor curbe este simplă. pf, orali, 


- m, în ceea ce priveşte tensiunea, oru! 
Ea EN ie mod OH de la tensiunea F, cit era în Cl ie ial, 
la tensiunea zero. în ceea ce priveşte curentul, acesta creşte a put, 


Fig. 3.79. Curbele de descărcare ale unui condensator 
într-o rezistență inductivă. 


j valoare absolută, datorită energiei magnetice care se acumulează în inductanța L 
din cauza variației tensiunii la bornele condensatorului, tensiunea aplicată 
circuitului. Apoi începe să scadă, tinzînd către zero din momentul cînd inductanţa 

să cedeze energia pe care a acumulat-o şi care se disipează în rezistenţa F. 
b) În cazul cînd circuitul este oseilant (Q? < 0), soluţiile problemei sînt 
date de relațiile- (3.224) şi (3.225) şi sint 


4 g-st 
i = — —— E sin Qt 
QL 
+ E sin (Q 
u= —— E sin t 
QVcL (it a) 


EN a cui] CEL 
(1 =0ui=e |n + a 


íar curbele reprezentative sînt date în figura 3.80. 


Fig, 3.80, Cu 
1 3:90, Curbele de tensiun 
e şi de 
cazul descărcării unui Ronda i 
oscillant, 


+ in 
rcu it 
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Interpretarea finică a acestor curbe cate do asemenea simplii. Într-adovär, 
cazul cirenitului oscillant, energia clootromagnetiot oscilonză permanent 
între înduetanţă şi capacitate, pină la completa disiparo în rezistența X. 
Perioada proprie de oscilație a cirouitului osto 


TD 
Q 


an5- T- RE me 
LG 4 lè PTA G 


Presupunind că R? este foarte mio față de i » so poate sorio 


şi perioada proprie de oscilație a civenitului este 
T = an VOL. 
c) Pentru cazul critice (QS = 0) soluţiile sînt date de relaţiile (3.227) 


şi sînt 


i= E te-a 
L 


BERS Laen 
u = Es re) 


a OR au (3 a tale 
q = Cu = CEs ( ļ- rez) 


x Cazul acesta corespunzind regimului aperiodio, curbele reprezentative şi 
interpretarea lor fizică este aceeaşi ca şi pentru cazul aperiodic general, 


3.6.4.6. Aplicaţie numerică. Ca aplicaţie numerică se va examina problema 

| ii unui condensator de capacitate C într-un cirouit eleotrio format 

dintr-un rezistor de rezistență R legat în sorio cu o bobină de induotanţă L, 
1. Fie un circuit electric în caro 


R = 500 Q, L = 0,05 H, C = 1 uÑ, 
În acest caz 


Q: = e Co MEE 1 


= ma = = > A x 100>0 
ELA OL AX 5x107 1 x 1079 x 0,05 0, 


9 = 2230, 
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Sistemul dat este aperiodic. 
Se găseşte de asemenea Uşor 


R 5X10 0 000: 
ne I6 0 
Pentru a se putea sorie ecuațiile de funcționare, mai trebuie calculat și 
argumentul a, Rezultă 


şi se deduce din tabele 
a = 0,481 rad. 


Astfel încât ecuaţiile (3.222) şi (3.223) devin 


i= — ssw E sh 29366 —— «500i x 7,15 sh 2 236t A, 
2236 x 0,05 


în care s-a presupus că tensiunea aplicată sistemului este constantă şi egală 
cu 800 V. 
Se găseşte de asemenea 


800 


u = g~ 50001 
2236/1076 x 0,05- 


— sh (2 236 t +0,481) = 


= e=500! 1600 sh (2236 t + 0,481) V, 
q = Cu = 6500116 -10-sh (2236 t + 0,481) C. 


Să calculăm aceste valori pentru valoarea maxim 
ă ac 
cum $-a văzut, curentul are un maxim pentru grentu apá 


Înlocuind în expresiile de mai sus şi pinînd seama că 
sh a = Q VLO = 10% /5. 1025005 =05, 
se găseşte 


i E o 0481 
y= — eE 2206 X 7,15 sh 2 236 ->45 = — 1,21 A 
ER o 
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în acost moment, tonsiunea la bornele condensatorului este 


LEJI 
| u, = ei T X 1000 sh + 230 ri + 0481) = 608 V, 


jar cantitatea de electricitate rămasă este 
| Qi = Ou, = 10- x 608 0, 


Este interesant de văzut în ce raport stă această valoare maximă a curentu- 
Jui față de valoarea inițială a curentului de descărcare în cazul cînd inductanța 
nu ar exista, adică în cazul cînd L = 0. În acest; caz avem 


| de unde 


Jà 
de aici rezultă că inductanța reduce valoarea maximă a curentului de descărcare. 
2. Fie acum circuitul electric, în care 


| R=509, L=0,05H, 0=1uF. 
| În acest; caz 


2 2 2 1 
DA o ete bt Cea gi = — 19,75 x 10% < 0, 
4L CL 4 x 52 x 1074 1 X 1076 x 0,05 


e Q = j 4 450. 
Sistemul dat este deci oscilant. 


| Rezultă apoi, 


200 Xx 1023 


și 


', a = 89936! = 1,46 rad, 


Bouaţiile (3.224) şi (3.220) devin 


: tă. BR sn d 4504 = — g=000t X 3,60 sin 4 450 tA, 
D e TA 


sot S sin (4 450 t+1,46)= 67"! x805 sin (4450 14+1,46)V, 
e h, PN N a O 
=en 2050 X 100 X 0,05 


| 


q= Cu = stx 805: 10-° sin (4450 t + 1,46) 0. 


„Să determinăm, de exemplu, în. cazul curentului, elementele caracteristice 
île curbei acestuia. prer oen dane ni = d : 
Curentul trece prin zero pentru 


KI in E j | 
d pa 7250 
Astfel, prima trecere prin zero după origine este la timpul 
h = = 0,00070 = 7,0 x 10-48 
4 450 
= iar primul maxim are loc la timpul . 

i oe VO 3,28 x 10-5. | 
Q 4450 | 
| 


~ Pulsaţia proprie a circuitului fiind 


Q = 2mf' = 4 450,- 


P= S 708 Ha 


iar decrementul logaritmic, 


=91=2 O: io BOU e 
y Ene- = 0,105. 


recvența, proprie a circuitului este | 
| 


Curbele reprezentative ale acestora se traseaz ‘și i i 
ÎN entat (aer trasează uşor şi au acelaşi aspect ca şi 
Bă calculăm și în acest caz valoarea tensiunii și a cantit 


aN i ăţii de electricitate 
1 mare valoare a curentului de descărca 


Le, 


rămasă pentru cea ma 
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Primul maxim de curent, maximum maximorum, are loc la timpul 


146 + 
m e ò 


sk 
Q 4450 


tu 
înlocuind în expresiile de mai sus, se găseşte 


1,40 
ENI al ari sin 4400 0. m —39,08 A. 


în acest moment, tensiunea la bornele condensatorului este 


1,4 


- 6 
A 406 o E soim (+ 450 


1,46 
Z 46 |= 366 V 
4450 t, ) ; 


iar cantitatea de electricitate corespunzătoare din condensator 


qı = Cu, = 366 x 10-60. 


3.7. FEROMAGNETISMUL 


3.7.1. FENOMENE MAGNETICE 


În natură există anumite corpuri care prezintă proprietatea de a atrage 
pilitura, de fier ; de asemenea aceste corpuri mai prezintă proprietatea că, dacă 
au posibilitatea, de a se mişca liber, ele se orientează întotdeauna într-un anumit 
mod, luînd o poziţie precisă față de direcția nord-sud geografică ; în sfîrşit, două 
asemenea, corpuri puse în prezenţă se atrag san se resping, apărînd astfel între 
aceste corpuri anumite forţe. 

Corpurile care prezintă astfel de proprietăţi se numesc magneți iar ansamblul 
acestor proprietăţi se numesc proprietăți magnetice. 

Proprietăţile magnetice sînt manifestate, în mod natural, de anumite 
substanțe cum sînt minereurile de fier magnetita (Fe30,) şi pirotina (FeS); 
aceste corpuri se numesc magneji naturali. 

Proprietăţile magnetice pot îi obţinute şi de anumite elemente, numite 
clemente feromagnetice, cînd ele sînt; așezate într-un cîmp de inducţie magnetică 
produs de un curent electric. Principalele elemente feromagnetice sînt fierul, 
nichelul și cobaltul. Aceste elemente, scoase din cîmpul magnetico al curentului 
electric, continuă să prezinte — mai intens, sau mai puțin intens, în raport cu 
compoziția elementului — proprietăţi magnetice; elementul respectiv a deve- 
nit un magnet artificial, Dacă aceste proprietăţi magnetice, obţinute pe această 
cale, persistă un timp mai îndelungat — practic infinit — magnetul obţinut 
este un magnet permanent, 

A La un magnet natural sau artificial, proprietăţile magnetice se manifestă 
pmol Bpecial în două regiuni care se numesc regiuni polare sau poli. Oei doi 
pot ai unui magnet au proprietăți diferite ; astfel, un magnet suspendat orizontal 
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i doi poli ă, cu meridianul 

ientează astfel, încât linia care uneşte cei doi poli este paraan CA Dor oră, 

Dientitine. Polul care se orientează spre nordul La MA am A a Vali există o 

Pelälalt polul sud. Experienţa arată, de asemenea, m en agetio. De 
linie neutră de-a lungul căreia nu se produce nic 


ji i resping iar polii de 
asemenea, experiența mai arată că polii de același nume se resping p 
nume contrarii se atrag. 


i i È i poli ai unui m 
Experiența mai arată că cei doi po mag Pada 
cial — ia. se îi separa unul de altul. În consecință nu există in 


nici o mărime care să corespundă sarcinilor electrice libere, ceea ce ar 
cu obţinerea unui magnet cu un singur pol. 


agnet — natural sau artifi- 
agnetism 
echivala 


Axa polilor 


i magnetic, Fig. 3.82. Liniile de cîmp ale unui magnet 
Fig. 3.81. Spectru magnetic g ep geacimp ale o 


În spaţiul din jurul unui magnet se produce întotdeauna un cîmp magnetic 
care poate fi pus în evidență cu ajutorul unui ac magnetic sau cu ajutorul 
spectrului magnetic realizat cu pilitura de fier (fig. 3.81). Orientarea piliturii 
de fier se datorează forțelor exercitate de cîmpul magnetic asupra particulelor 
de fier. 

Liniile, după care se aşază pilitura, de fier în spectrul magnetic, coincid cu 
liniile de cîmp ale cîmpului magnetic (fig. 3.82). Sensul lor este, în afara magnetu- 
lui, de la polul nord către polul sud, iar în interiorul acestuia, de la polul sud la 
polul nord *. 

„Linia care uneşte cei doi poli ai unui magnet se numeşte axa polilor iar 
linia neutră se mai numește şi axa neutră a magnetului. Cea mai mare intensi- 
tate a proprietăților magnetice ale unui magnet apare în direcţia axei polilor. 


3.7.2. TEORIA GENERALĂ A FEROMAGNETISMULUI 


3.7.2.1. Masele magnetice — ficțiuni teoretice. Constatarea experimentală 
că între polii unor magneţi există forțe de atracţie sau de repulsie au făcut pe 
COULOMB să extindă legea sa, pe care a stabilit-o în cazul forțelor electrostatice, 
și în magnetism, concepînd existenţa, acestor torţe ca datorite unor centre 
newtoniene numite mase magnetice. Contorm acestei teorii, forța de atracţie 


(sau de repulsie) între două mase masneti A « 
i A agnetice, care se oăsese Ra Š 
lui, este dată de relația , O£ găsesc în polii magnetu 


nli mw Y 
(Nera (3.229) 
Îi ue 


* Vezi și 3,1,7, 


| 
| 
| 
| 


| 
| 


idianul în caro m şi m" sint celo două mase magnetice, r distanța care le separă, po 


NI nora, pormoabilitatea mediului și % un coeficient numeric, care depinde de sistemul de 
xistă o unități ales, fiind egal cu 1/4r pentru sistemul de unităţi MKSA raționalizat; 
tie. De şi egal cu 1 în sistemul clasic de unităţi (neraţionalizat). 
polii de Dar, pe cind în electrostatică sarcinile electrice sint o realitate fizică, 
mascle magnetice sint simple mărimi de calcul — ficțiuni teoretice — lipsite 
1 artifi- de o existenţă fizică, cei doi poli ai unui magnet neputînd fi separați. 
metism În consecință, relaţia (3.229) care reprezintă legea lui Couome pentru 
chivala magnetism, este cu totul convenţională. Astăzi ea este complet perimată, toate 
relațiile din magnetism putind fi stabilite pe o altă cale, care are o bază fizică +, 
Prin analogie cu electrostatica, expresia (3.229) poate fi scrisă 
mamke mE 
Tà T 
z şi se poate defini astfel un cîmp de inducție magnetică 
BIS = 
pp 


prin intermediul căruia apar interacţiunile ponderomotoare între masele magne- 
tice; astfel expresia (3.229) poate fi scrisă 


F = m.B. 


Oontinuînd pe aceeași cale, se poate defini un potențial magnetic sub forma 


de unde rezultă 
pi | B = — grad V. 


„Această analogie dintre electrostatică şi magnetism (sau magnetostatică) 
poate fi continuată, oricît; ea este însă de natură pur formală și limitată, deşi 


elor magnetice (în cursul său predat la Şcoala Naţională de P 


Poate avea o largă aplicare, deoarece orice cîmp magnetic poate fi reprezentat 
sentală Ay un cimp electrostatic de structură identică produs de o distribuţie de dipoli. 
cut pe Unei deraroa stratului dublu magnetic ipotetic conduce, prin potenţialul său 
“ia tice, Scalar, la un cîmp neconservativ. 
centre îm În unele cazuri se utilizează totuşi analogia dintro magenetostatică şi elec- 
tracţie | jin] atică, care ge dovedește n fi utilă în anumite probleme, printre care stu- 
gnetu- Wu cimpului magnetic al magnoţilor permanenţi, 

| r 8,1,2,2, Teorin lui Poisson Aubvine, Fonomenele teromagnetiee : apar 
| mat vizibil studiind cristalele materialelor leromagnetice (fier, nichel sau cobalt). 
(3.229) | | 
* Este meritul Acad, N, VASILEBGU KARBEN caro nontr AP Tas Mar 
| tisimului fără utilizarea par ABILEAGU ÎNANPEN care pentru prima oară in lume a expus teoria magne= 
| 


din Bucureşti, in 1906), oduri ṣi Sosele 


«25 


i i ii ier fiind aşezaţi în vîrfurile și 
Fiant cristalizează în sistomul cubic, atomii de fier f aşezat 


în centrul unui oub, 

Rxperienţa arat 
în anumite direoții decit în altele, Dir l le 1 
muchiilor cubului, direcţiile cele mai puţin privile E 
nataon Rezultă dar că un oristal do fier este anizotrop din p 


magnetico", 
So poate admite deci că o subst 


X că magnetizarea unui oristal de fjer se clu bă ai jo 

ooţiile cele mai privilegiate sint acele: 

giate fiind acelea ale diago- 
unct de vedere 


anţă feromagnetică ie ae Pia 

— dar finit — de magneţi elementari, identici între ei, ae- 
Soma a nas ar det zaţi însă sirul în interiorul masei respective, 
asttel încît cîmpul rezultant este nul (fig. 3.83). 
Dacă substanţa respectivă se introduce într-un 
cîmp magnetic H, magneţii elementari din substanță 
se vor orienta în direcţia câmpului magnetic apli- 
cat, astfel că rezultanta lor nu mai este nulă, ci 
capătă o valoare bine definită, substanța magne- 


Fig. 383 Structura magneticăa unei 


substanțe feromagnetice neutre din tizindu-se. „Sula i 
punct de vedere magnetic (Ipo- În conformitate cu teoria lui AMPERE, mag- 
teza lui PoIssoN). neţii elementari din substanța feromagnetică se 


datorează efectului magnetic al curenților elemen- 
tari, proveniţi din mişcarea electronilor pe orbitele lor din jurul nucleelor 
respective. Fiecare curent elementar produce un cîmp magnetic elementar, 
fiecare atom putind fì considerat un magnet elementar. 
i într-un corp nemagnetizat, aceşti curenți elementari sînt orientați oricum 
în masa substanței respective, astfel încît cîmpul magnetic rezultant este nul; 
prin introducerea materialului feromagnetic în cîmpul magnetic se obţine o 
orientare a acestor circuite, ale căror plane devin perpendiculare pe direcţia 
cimpului, obţinindu-se o rezultantă a cîmpurilor elementare şi deci magneti- 
zarea substanţei respective. k 
e Tor parmanente 
; ul teoriei fizicii atomice ; i in cadr 
7 tell ; ea iese din cadrul 
Studier -purilor i ; d e 
Ei calea, eo ele aa ate A aa teoriei lui AMPERE, prin 
C ; i și a noţiunii de cîmp magnetic 1 ă 
acești curenţi, este cea mai core à î i p EEEE legata de 
É a spunzătoar - x a 
atomice contemporane. s are, avind în vedere concepțiile fizicii 


3.7.2.3. ; a 
peste, EB jlomentul magnetic. Intensitatea de magnetizare. Susceptivi- 
tare închide o îi atață pol Cuit SOREN fomentar străbătut de EEN A 
în ; ie A. Se defineşte** mo f A j , 
My al curentului elementar i mărimea, Roua ala lei momentul magnetic elementar 


\ My= ii =iAñ 
(3.230) 


avind modulul egal cu produsul dint 


închis sia re intensitatea our 
isă de acesta, direcţia sa coine A Cure 


HAA ntului ai ana annrafatai 
izînd ou acee: ui şi aria suprafeței 


v a normalei la suprafața A, 


A = 


* Vezi [161] pag, 245 
+*+ Vezi și 1) par 245, 
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po ps 


acestei normale fiind asociat cu sensul curentului í prin regula burghiu- 


(fig. 3.34). 
oda cale corp finit, de volum V, se defineşte momentul magnetic total sama 
vectorială a momentelor magnetice elementare 


A = Emy, (3.231) 
ea ajutorul căreia se poate caracteriza starea de magnetizare æ 
unei substanţe. ; , 
Pentru a se putea studia starea de magnetizare a unei sub- 
stanje independent de volumul său, se introduce vectorul inten- 
sitate de magnetizare, sau vectorul polarizaţie magnetică, definit 
prin relaţia Fig. 3.84. Mo- 
E mentul mme 
M ic al ntului 
Mi Imu (3.232) ar 
EE n 0 
sau de relația diferențială” 
pe ia Sam: (3.233) 
Ayo V d 


Intensitatea de magnetizare definită prin relaţia (3.232) — numită şi inten- 
sitatea de magnetizare nouă — are o mare importanță în studiul magnetizării 
substanțelor feromagnetice, ea fiind aceea, care caracterizează starea de magne- 
tizare a substanței respective. 

Intensitatea de magnetizare are aceeaşi ecuaţie de dimensiuni ca şi inten- 
sitatea cimpului magnetic ; într-adevăr, se poate scrie 


i Plai paz 
[VI] ps 


[H,;] == 


Unitatea de măsură corespunzătoare este amper pe metru (=) şi repre- 
m 


zintă** magnetizarea (nouă) a materialului care la un volum de I m? are un moment 
magnetice (nou) de 1 A-m?. 

Experienţa arată că intensitatea de magnetizare variază cu natura sub- 
stanței ; în consecință ea se poate exprima în funcţie de intensitatea câmpului 
magnetic de excitație H cu ajutorul unui coeficient numerice caracterizind 
substanța, prin expresia, 


If EI: E (3.234) 
Mărimea 7 se numește susceptibilitate magnetică sau susceptivitate mag- 
netică gi este o mărime scalară — fără dimensiuni, caracterizind proprietatea 
substanței de a se magnetiza într-un cimp magnetic, egală cu 
e RL 
Xa (3.235) 


* Sensul diferențial fiind același cu ce electrostatică ; vezi 
d şi cu cel stabilit în electrostatică ; vezi 1.1.5 * 
** Vezi STAS 7379—74, i 
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ajiei, temporare. 

a are o magnelizare permanentă 

o intensitate de magnetizare permanentă) Hio de care trebuie să se ţină seama, 
astă magnetizare permanentă există, 


Relaţia (3.234) reprezintă legea magnetiz 
în cazul magneţilor permanenţi, substanţ 


n cazul substanţelor foromagnetice, ace i ji 
chiar în absența unui cîmp magnetic exterior ; Îl poate fi interpretat ca fiind 


sursa unui cîmp magnetic independent de cîmpul aplicat Îi*. În acest caz 
magnetizarea totală a substanţei este 


A, + Bw (3.236) 


în general, în calcule, se notează prin H, magnetizarea totală a substanţei. 

în cazul mediilor anizotrope,; în particular la cristale, proprietățile mag- 
netice depind de direcţia considerată ; relaţia (3.234) este ţensorială și se poate 
scrie 


H, = Ku Hi AF X m Hle ap X mall 3 
Ho = Xmua li + mH + Xm (3.237) 
H; == X mu Ha ala LOR SP X m33 3 


matricea X a susceptivității fiind simetrică. 
Orientînd axele în mod convenabil, relațiile (3.237) se pot scrie 


Ha = XE H = X-H», His = X,H;. 
3.7.2.4. Aspectul matematic al feroma i i ă i 
gnetismului. După teoria lui POISSON 
un magnet permanent — sau nu — poate fi considerat ca un dipol EE PA 


Făcînd o analogie cu dipolul electri 
răi analogi i c, analog cu expresia (1 are dă 
expresia intensității cîmpului electric, în funcție de a ie pu E 


forma. 
i - grad p grad la 
Are ps r )) ` 


se a putea defini cîmpul de IN cpie mag net Ga In f unc t 1e e mome e 
y du 
=] j j d J 0M ul d 


B = ds vad M orad 1 
Te eroa aji (3.238) 


Relaţia (3.238) poate fi 
y 238) poate fi pusă ș ei ca 
operatorul nabla, se poate tapusi sub o altă formă; într-adevăr, introducînd 


B = + grad |" k; | 
f ' grad dl tf 
zei 3) EvU. N (+) (saca) 
Coat iii aa esa nea, 


* Vezi (200) pag, 161 și 168, 
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Tinind seama că într-un sistem de axe cartezian rectangular* 
OAE) 
r ip 


ore) poţi) o) 


şi de identitateak* 


relația (3.239) devine: 
B= v- vI(-) = Honaga mv:v(4)]- 


T 


= y x xi )= E. tot] 37 x grad Ee (3.240) 


'inînd seama de definiția potențialului vector***, se defineşte pentru 
magnetul considerat, un potențial vector sub forma 


A = — | M x grad E) (3.241) 
AT r 


În funcție de intensitatea de magnetizare, definită prin relația (3.230) 
expresia potențialului magnetic al unui magnet poate fi scrisă — abstracție 
făcînd de semn — 


A= za) A, x grad (3)a- (3.242) 
AT L T 


în care ṣe presupune că H; include şi magnetizarea permanentă E, eventual 
prezentă, 


Ținînd seama de relaţia vectorială 


rot AL = Lrot H, —ĦH, x grad ( J > 
r r T 
rezultă 


H, x graaf) = | rot A — rot (ca) 
r r r 


n, 


Rd Vezi [200] pag, 556, 
t Vezi [200] pag, 140 și 550, 
Vezi 32,5, 
tnw Vezi[4] pag, 92, 


429 


re a 


şi relaţia (3.242) devine M d 
Ă E lý roti g — | rot ( je]; (3.243) 


La 
r 


Dar* 


s : ( 'totHi „u HixA as. (3.244) 
dit) d> 
z = * 


i T ă că ia stor al unui corp 
arînd cu relaţia (3.72), rezultă că potenţialul vector INA COP 
WAI este i alea cu potenţialul vector” datorit unor curenţi fictivi 
de volum şi de suprafaţă avind densităţile de curent 


3, = rot H; şi z 
adică 


TE = ăi q-- zi ò as. (3.245) 
47). 1 T 


În consecință, se poate atribui starea de magnetizare a unui mediu, unor 
curenţi elementari, numiţi curenţii lui AMPERE sau curenţii amperieni. 

Totalitatea acestor curenţi produce același cîmp magnetic ca şi totalitatea 
dipolilor magnetici ai lui POISsON, cîmpul magnetic produs de curenții staţionari 
fiind identic cu cîmpul creat de corpurile magnetizate. à 


3.7.2.5. Curenții amperieni. În cazul general, prin curenți amperieni se 
înțelege o repartiție de curenți de conducție, care produc un cîmp magnetic în 
vid, echivalent cu starea de magnetizare a corpului respectiv. E 
| Să considerăm o bară magnetică uniform magne- 
tizată şi o secțiune transversală S în această bară 
(fig. 3.85) ; fieh lungimea acestei bare. Magonetizarea barei 
se datorează existenţei curenților elementari de inten- 
sitate Aim, închizînd suprafaţa AS. Este uşor de văzut 
că totalitatea, acestor curenți dă o rezultantă, care este 
curentul superficial im,. 

Momentul magnetic al acestor curenţi fiind 


m= Ain ASR 


Fig, 3,85, Producerea curen- AVÎnd direcţia perpendiculară pe planul 


, secţiunii, mo- 
ților amperieni de suprafață, mentul magnetic total va fi t e, 


ÎI = Zu = Dhin AS = în, Să, 


— 


* Vezi [4] pag. 99, 


0" 


| 
| 
| 


Intensitatea de magnetizare fiind (3.232) 


B, = wi 
T 
şi cum 
= 
rezultă imediat 
A, = 
h 
sau 
im, = Eh. (3.246) 


Rezultă dar, că intensitatea curentului amperian de suprafaţă este egală 


cu produsul dintre intensitatea de magnetizare și lungimea parei magnetizate. 
i 
Prin definiţie, raportul a reprezintă densitatea curentului de suprafaţă. 


Notînd cu 3, această densitate, se poate serie (fig. 3.85) 


sm 


Po =h (3.247) 


relaţie care dă sensul exact al curenților de suprafaţă. 
Din relaţia (3.247) rezultă imediat 


3, = H,sino =H, 


ceea ce arată că densitatea curenților amperieni este egală numeric cu componenta 
tangenţială a intensității de magnetizare. 

Aceasta este adevărat şi pentru 
cazul cind magnetizaţia are o direcţie 
oarecare — datorită  magnetismului ne- 
uniform al barei și deci a existenței unor 
curenți amperieni de volum. 

„Fie dar, o porțiune din suprafața 
barei magnetizate pe care există nişte 
curenți amperieni de densitate 3, (fig. 
3,86). Să determinăm expresia acestor 
atei penia un eent T dreptunghiular > 

gime i de înălțime neglijabilă. 
Aplicând eu sare RAAE se Sie Guran Aaaa para annain 
poate gerie i SS 


. = A a 
Aa, m d, AS =f 7, al =Í Hual a HA 
- 


Å 


intrucit H, + 0 numai în interiorul corpului, 


în cazul unei baro do 0 form 
de curenții de suprafată apar 


Curenţii amporieni de volum int do 


A onrocaro și neunifor 
şi ouronți do volum, 


m magnetizată, în afară 


finiţi. de relația 


J, = rot Dle 


Considorind un cloment de volum c 


A şi avind aria 800 
s poate sorio imediat 


im = ju 48 = | 


ilindric, de înălțime 
iunii drepte egală cu S (fig, 3,87), Be 


rot f, 485 = $ idi. 
9 


F y 
Fig 387. Element de Po de altă parte momentul magnetic total al elemen- 
yna tului de volum fiind M, so poate scrie 


M = Îl = F Sh = H, Shn 


Ş cum 


M = ime NI 


rezultă imediat, comparind cele două relaţii, 


at Hh. 


3.7.3. MAGNETIZAREA MATERIALELOR FEROMAGNETICE 


3.7.3.1. Curba de magnetizare. Ciclul de histerezis. Pentru materialele 
feromagnetice relaţia (3.30), scrisă între modulele vectorilor B și H, nu este lini- 


ară şi legătura dintre aceste mărimi 
BISH) 


poartă numele de curba de magnetizare a materialului respectiv ; această curbă 
se obține numai pe cale experimentală, prin măsurători directe asupra materia= 


lului respectiv. 


Fig. 3.88. Montaj pentru ridicarea curbel de 
magnetizare, 


. Py K 
Există şi alte metode de ridicare a curbei de 


curs de Măsuri electrice, 
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Fie un tor confecţionat din mate- 
rialul a cărui curbă de magnetizare ur- 
mează ca să se ridice*. Pe acest tor se 
execută un prim bobinaj, avînd N, spire 
— numit bobinajul primar — şi un al 
doilea bobinaj, avînd N, spire — numit 
bobinajul secundar (fig. 3.88); bobinajul 
primar este legat la un circuit de alimen- 
tare format dintr-o sursă de tensiune con- 
stantă, un ampermetru, o rezistenţă va- 
viabilă și un comutator ; bobinajul secundar 
este logat; la un galvanometru balistic. 
ir Paoi ' onte lungimea medie a torului 
NL La entul care străbate bobina pri- 
conta atunci cîmpul mediu din interiorul 
obinei este dat de relația (3.72) 


1 izare 
nugnolizare, A se vedea pentru aceasta orice 


= 


i Di, (3.248) 


La o variaţie bruscă a curentului se produce o variaţie a fluxului din tor 


A0 = SAB = DEE Al (3.249) 


S fiind secţiunea dreaptă a torului ; această variaţie de flux induce în bobina 
secundară o forţă electromotoare de inducţie dată de relaţia (3.85); se poate 


serie 


NAD = — eAt = — rI,At = — rAQ2 (3.250) 
unde r este rezistenţa bobinajului secundar și 
I„Ai = AQ, 


este cantitatea de electricitate indusă în acest bobinaj. 
Din comparația relațiilor (3.249) şi (3.250) rezultă — în valoare absolută — 


T 


ag AQ = ko (3.251) 


AB = 


în care 0 reprezintă elongaţia galvanometrului balistic* şi B a fost luat în 
valoare absolută. 

Variind curentul I,, şi deci cîmpul H, se obţin diverse valori pentru AB, 
care unite între ele, dau o curbă continuă 


B = iH) 


(fig. 3.89). Această curbă este curba de 
magnetizare a materialului respectiv şi 
— dacă materialul n-a mai fost magne- 
tizat** — curba se mai numeşte și curba 
de primă de magnelizare. 

La o curbă de magnetizare se disting 
trei porţiuni caracteristice : 

— porţiunea Oa care are forma unei 
parabole ; 

: — porţiunea ab care este aproxima- 
tiy dreaptă, numită partea dreaptă a curbei 
de magnetizare ; 

_ =~ porţiunea be — curbă ce tinde 
asimptotic către dreapta B = Bo și care 
ge numește porțiumea de saturație a curbei g H 
de îDianețizare, 

„În dreptul punctului b, unde începe Fig. 3,89, Curb Sort ` 
porțiunea de saturație, curbă face un AN a Sea a eta Naca 
numit cotul de saturație, 


s 0 y oep Fi i 
A Galvanometrul balistie se etalonează cu ajutorul unui condensator de capacitate cunoscută 
Cu tr le a avea un corp din fier complet demagnetizat, se încălzeşte la 775°C (Punctul lui 
2) (Vezi [230]) sau se demagnetizează prin parcurgere de cicluri de histerezis din ce în ce mai mici 


28 — o, 228 


izar i teza POISSON- 
Alura curbei explică fenomenul de magnetizare din ipoteze 
ANPĂRE*. 
ilor fer e, magnetiz 
puilor feromagnetice, g e nd romagne- 


La majoritatea cor ; vetiza 
anterioare de magnetizare, de aceea studiul magnetisării s A omine ri (a 
tie se face trasind un ciclu complet de N i Trol pă OLE e Obținui 
intensitatea cimpului magnetic în acelaşi sens de l& m apor de la 


+ ` p ; im t j gi 
curbei de primă mi notizare, la un mini m 
saa i aooaa valoare înapoi la valoarea HI. Se obţine 


o curbă închisă numită ciclu de histerezis (fig. 3.90). 
în consecință, curba de întoarcere nu coin- 
cide cu curba de primă magnetizare, inducția 
magnetică răminind mereu mai mare. 

Pentru H = 0, inducția magnetică are o 
valoare bine definită, numită inducția magne- 
tică remanentă. 

Pentru ca inducția magnetică să poată 
fi anulată, este necesar să se schimbe sensul 
cîmpului magnetic, ceea ce se obţine prin inver- 
sarea curentului de excitare a bobinei. Inten- 
sitatea câmpului magnetic H, necesară pentru 
obținerea anulării cìmpului de inducție magne- 
tică se numeşte cîmp magnetic coercitiv. 

Crescînd apoi intensitatea cimpului mag- 

Fig. 3.90. Ciclu de histerezis netic, în sens contrar, pină la valoarea — Hm, 

3 cîmpul de inducţie va creşte şi el, tot în sens 
contrar, atingînd pentru — H, valoarea — B, pe care a avut-o şi pentru 
intensitatea + H, a cîmpului magnetic. 

m urină e meri de a a de pg Al Caro cae 
ciclul de histerezis. , simetrică faţă de origine, şi care închide 
bis Beata, n acelaşi material feromagnetic se pot trasa diverse cicluri de 

terezis, spunzind la diverse valori pentru H,; ciclul corespunzător 
valorii H, pentru care se obține saturaţia materialului feromagnetic Seini fe 
ciclu limită (fig. 3.91). Experi ral omagnetic se numeşte 
număr Ba: de eta rental SE Tei că numai după efectuarea unui 
i arate „curentului între valorile În — corespunzind 
regăseşte zi alui apalu — Hm, parcurgerea ciclului se 
zarea ciclului de histerezis. a ui; fenomenul acesta se numeşte stabili- 

De asemenea ată ci i A 
de plecare (fig. Da mea los | onomenale de histerezis depind de punetul P 
aa starea și de tratamentul sn a screen Sa ui corp toromagnetie 

î yrem să demaeneti; i d ici teror, 

fie parcurs de o BED nagnetisim un corp magnetizat, trebuie să-l facem să 
gresiv intensitatea ci 4 vistorezis deschise (fie. 3.92) miesori zA 
foarte apropiată mpului magnetic ; corpurile pot fi aduso astt N rind pro 

p de starea neutră de magnetizare. N sait iparo atare 


area depinde de stările 


„8,7.3,2, Clasificarea y 
bisterezis materialele ee ae AER 
e a) Materiale magnetice n 
t ezis avind o suprafaţ 

e inducţie magnetică r 


netice se Sannan: e torma ciclului de 
: d ‘Hi in două mari or 
t0t, care și Pi : s arı grupe : 
ă foarte NTA e PNR Arata printr Al Cta ce de his- 
' » 9.93); aceste materi A 

emanent foar MMASI E) AVAUS materiale au un cimp 
= de arte mare, în schimb sorei alele cimp 
* Vezi 3.7,2.2, sitatea cimpului 
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magnetic coercitiv esto foarte mică ; aceste materiale pot să se demagnetizeze 
dintr-o cauză oarecare oricât de neînsemnată, ca de exemplu un șoc oarecare. 
Materialele feromagnetice moi au deci o permeabilitate relativă foarte ridicată, 
putind ajunge pînă la 300 000. 


8 
H 
d 
_ Fig. 3.91. Ciclu de his- Fig. 3.92. Cicluri de histerezis Fig. 3.93. Materiale mag- 
terezis limită. deschise pentru demagnetizarea netice moi, 


unui corp magnetizat. 


Din această categorie fac parte oţelurile moi — cu conţinut minim de 
carbon, supuse la anumite tratamente termice sau mecanice — care se folosesc 
în construcția maşinilor electrice sau electromagneților (tolele magnetice)*. 

5) Materiale magnetice dure, care sînt caracterizate printr-un ciclu de 
histerezis avînd o suprafață foarte largă (fig. 3.90); aceste materiale au atât 
inducția remanentă mare cît și un cîmp coercitiv mare, astfel că ele păstrează 
un cîmp magnetic chiar şi atunci cînd cîmpul de excitație este nul“. 

Din această categorie fac parte oțelurile dure (călite) şi sînt utilizate 
la fabricarea magneților permanenți. 

În anumite construcții de aparate electrice se caută ca materialele mag- 
netice, în afară de proprietățile magnetice specifice — moi sau dure — să aibă 
şi o rezistivitate mare. Aceasta se obţine cu ajutorul unor amestecuri de pulberi 
foarte fine, de oxizi de fier (F.0,) cu oxizii unor alte metale sau cu metaloizi, 
sinterizate. 

'Tolele pentru construcţia maşinilor electrice se fac mai rezistive prin adău- 
garea de siliciu în masa de fier. 

În tabloul 3.3 sînt date cîteva elemente caracteristice pentru materiale 
magnetice moi, iar în tabloul 3.4 sînt date elemente caracteristice pentru mate- 
riale magnetice dure**. 

; În figura, 3.94 sînt date o serie de curbe de primă maenetizare pentru 
diverse materiale magnetice uzuale. ; 

Ou ajutorul ciclului de histerezis se poate da o interpretare relației (3.266), 
care reprezintă legea legăturii între B, H și H,***. Punînd 


boli, = B, 


* Vezi [230] pag, 292, 
** După [161] p, 249. 
„++ Vezi 9,744, 


Pe 
inițială 


MATERIALE MAGNETICE MOI 


Tmeabilitate Permeabilitate 
maximă 


Va Umas 


Tabloul 3) e) 


Induotle 
remanentă 


Conductivl- 
tatea 


Cimp 
coercitiv 


Oțel cu cărbune vegetal, vecopt 250 6 500 1 0 
Oțel cu cărbune mineral 700 10 000 0,9 0,2 10 000 
Fier pur, recopt in hidrogen 25 000 250 000 1,4 0,04 10 000 
Fontă 3 70 600 0,5 5 3 000 
“Tolă de dinam IV (4% Si) 500 7000 0,8 0,4 1700 
Sendust (95% Si, 5,5% Al 85% Fe) 30000 120 000 0,5 0,04 1 300 
an (50% Ni, 50% Fe) 3 000 70 000 0,73 0,03 3 000 
ermalloy (78,5% Ni, 21,5% Fe) 10 000 50 000 0,6 0,04 6 000 
AE oi Ni, 15% Fe, 
% Mo, 0,5% Mn) 100 000 300 000 0,6 0,004 2 000 
Ferită cu Mn şiZn 100— 1000 1 500 0,15 0,1 H 
E Tab loul 3.4. 
MATERIALE. MAGNETICE DURE 
Permeabilitate Inductia Cimp 
Materialul iniţială remanentă coercitiv 
ului B, Ee 
a o T A/cm 
Otel cu 1% C i 
PR an cu wolfram 30 1A 20 
co h Al, 20% Ni, 5% Co, 639 , 50 
Qerstit 300 (25 % CAI ao E că 4 0,73 340 
gasni 900 (20% Ni, 30% Co, 20% Ti 30% Fe) 3 0,6 400 
erită cu oxid de fier şi oxid de da o 3 0,55 650 
K Ee BEOR Co203) 2 
e platină cu 0,18 
Ferită cu bariu cobalt (77% Pt, 23% Co) 1 0,45 ao 
1 0,2 2500 


20 
Tesla 
10 


cum wH este o dreaptă, rezultă că B, reprezintă inducția magnetică de satura- 
ție (fie. 3.95). 


3.7.3.3.  Permeabilitatea materialelor fero- 8 
magnetice. Un material magnetic este caracte- 
vizat întotdeauna prin permeabilitatea sa, a cărei 
definiție a fost dată la 3.1.5. 
$ Permeabilitatea absolută a materialelor mag- 
netice este în general un scalar. În acest caz, deşi va- 
loarea ei variază cu cîmpul de excitație, totuşi 
vectorii B și H rămîn paraleli ; aceasta se întîmplă 
în cazul cînd materialele magnetice sînt  izotrope. 

În cazul aliajelor de fier şi în special al tole- 
lor laminate la rece, materialul magnetic respectiv 
este anizotrop și relaţia (3.30) devine o relație Fig. 3.95. Inducţia magnetică de 
tensorială, u fiind un tensor de ordinul doi; se saturație, 
va serie deci 


[B] = [u] [H] (3.252) 
sau dezvoltat 
B, = tu H, + vH, + uH, 
B, = paH, + BeH, + voH, (5:255) 
B, = uaH, + al, + ust, 


Studiul magnetizării fierului şi al curbelor de primă magnetizare a fost 
făcut pentru prima oară de A.G. STOLETOV în teza sa de doctorat*. 


În cazul materialelor feromagnetice valoarea permeabilităţii relative este 
foarte mare și este definită prin relaţia 


(3.254) 


x | 


1 
PESES 
Ko 
H, este o funcție continuă de H, are un maxim corespunzîind — în general — 
cotului de saturație și apoi scade tinzînd asimptotic către 1 cînd H creşte la infi- 
nit (fig. 3.89). Permeabilitatea magnetică relativă, definită prin relația (3.254) 
Be numește permeabilitate magnetică relativă statică sau totală. 

Pentru determinarea experimentală a permeabilității relative există nume- 
roase metode și aparate speciale numite permeametre. 

Folosind, spre exemplu, metoda torului**, dacă se compară relaţiile 
(3.251) și (3.248) și ținînd seama de relaţia (3.12), se obţine 


7 TEB 1 rQ ete 
= — ÎD———» 3.95 
ir to IE to EN NSII (3.255) 


relație cu ajutorul căreia, ate tr inp ` ilitătii 
a se poate trasa cu uşurinţă curba per 
alires, j po: Ş t a permeabilităţii 
A d 

* Moscova, 1872, 

** Vezi 3,7,3,1, 
În relația (3,255) s-a seris Q în loc de À Q. 


Shy 


tio în jurul unei anumite stări 
H alo cimpului magnetic — 


Pentru caracterizarea materialului magne 
mătoarele noţiuni 


magneti — caracterizată prin valorile B și 
ie e miei afară de permeabilitatea relativă statică, ur 

i ùi ivă ` +, . + th x 3) 
i Sei eabilitate ajaa magnetioð relativă diferențială, detinită de relaţia 


1 dim (05) =Z; (3.256) 
air = e amo (AH airea, bo AF 
cu axa absoise- 


ea este proport Ă i 
lor pentru variaţia lui H în sens direct. 3 ; id 
b) Permeabilitaiea magnetică relativă reversibilă. Să 


considerăm pe curba de magnetizare un punct A ( fig. 3.96). 
Dacă se micşorează intensitatea cimpului magnetic 
cu o valoare mică AH, va scădea şi inducția magnetică cu 
o valoare mică AB. Dacă variaţia intensității „cîmpului 
magnetic este foarte mică, atunci, creseînd cîmpul cu 
aceeaşi valoare, se ajunge din punctul D din nou în punc- 
tul A de la care s-a pornit. Raportul 


1 AB 
RE TE 3.257 
Urev w AH ( ) 


se numeşte permeabilitatea magnetică reversibilă. În general 
Fig. 3.96. Definirea per- 
meabilitätii relative rever- 1B 
sibile Prev Ur Poeti: 
Ho H 
ŞI 


Vreo < Bais 


pentru acelaşi punct al curbei de magnetizare. 

A. Permeabilitatea reversibilă depinde numai de cîmpul de inducţie magne- 
masi rue independentă de intensitatea cîmpului magnetic de excitație, ceea ce 
o eN 7 EERO k ea are astfel, în punctul A’ aceeaşi valoare ca şi în 
e apa la ri valoare e permeabilităţii reversibile este pentru valoarea 
Z penmet în acest caz permeabilitatea magnetică inițală ; această 

ao ra e atunci cînd inducția magnetică creşte. 

Bg a n eee se observă faptul că AB nu ia instantaneu valoa- 
j „+ Aeh EN poroa atoaro, TAF anumit AH. Acest fenomen se 
mip Permeabilitatea magnetică „Na Po a eT J5 
dinamică ; ea are valori mult mai mici decit | acest caz, permeabili- 
ÎN ae aceple per noabilitatea etalică E 
altfel destul de mare — de e bea a nu depăşeşte o anumită limită — de 
z. Pentru valori mai mari ale frecven- 


i, 10°Hz și i H 
eris pe easta permeab ilitatea magnetică a fierului tinde repede 
în înalta frecvență, ilizarea fierului în cazul aparatelor utilizate 
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DN 


al 


- de magnetizare. Valoarea acestor pierderi este 
de histerezis. ; , 
să considerăm un montaj oarecare pentru trasarea 


ecesară magnetizării fierului. (Teorema lui WARBURG). 
terialelor feromagnetice se cheltuieşte întotdeauna o 
în căldură, constituind pierderile 
dată de aria limitată de bucla 


3.7.3.4. Energia n 


Pentru magnetizarea ma 
energie care se transformă — ireversibil — 


Pentru a arăta aceasta, a 
ciclului de histerezis, de exemplu montajul metodei torului (fig. 3.88)*. Dacă 


R, este rezistenţa totală a circuitului primar, bilanţul energetic al acestui Cir- 
cuit este 
El dt = RI? dt + 140. 


Cum 
| 40 = N,dọ = N,SdB 


bilanțul energetic corespunzător întregului ciclu este 
$ Bat = $ REA + $ NS dB. 


ă energia consumată pentru 


Ultimul termen al acestei expresii reprezint 
stă energie se transformă în 


magnetizarea fierului ; experienţa arată că şi acea 
căldură. El poate fi seris sub forma 


T= i NS LAB = su == dB = z$ HaB, 
e Je e 


unde- este volumul torului şi H intensitatea cîmpului magnetic de excitație ; 
raportată la volum energia specifică de magnetizare este 


Wn = nad H dB: (3.258) 


Se poate ajunge la relația aceasta pornind direct de la expresia (3.115) 
care dă densitatea de volum a energiei; prin diferențiere rezultă 


dw; =+ B åB = HåB 
u 


de unde, integrind pentru întreg ciclul de histerezis rezultă relația (3.258). 

Fie un ciclu de magnetizare ; integrala din membrul al doilea al relației 
(3.258) se efectuează calculind mai întîi aria limitată de ramura ascendentă 
a ciclului și axa OB şi apoi aria limitată de ramura descendentă a ciclului şi ace- 
eași axă, Vom avea deci (fig. 3.97) a 


$ nas=f HaB + HAB- 
e ACDF FOKA 


= Vezi 3,731, 
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j ; ivă, intrucit 
Din prima integrală, porţiunea de arie ABm0 este negativă, 


dB >0, H <0 și deci ag = H aB <0, 


Fig. 3.97. Determinarea energiei necesară magnetizării fierului. 


iar restul ariei este pozitiv deoarece 


dB >0, H >0 şi deci as = H 4B >0. 
Din a doua integrală, porțiunea de arie FBmG este negativă deoarece 
dB <0,  H>0 şi deci dS = H dB < 0, 
restul ariei fiind a întrucît 
dB <0, H <0 şi deci das = H dB > 0. 


Rezultă dar, că integrala (3.258) considerată este egală cu aria cuprinsă 
în interiorul ciclului de histerezis al materialului considerat. 


În consecință, energia specifică pierdută prin magnetizarea unui material 
feromagnetic este proporțională direct cu aria suprafeței cuprinsă de ciclul 
de histerezis al materialului respectiv. 


Determinarea ciclului de histerezis este o operație de laborator, care se 


efectuează în fabricile de tablă magnetică, necesară construirii maşinilor şi 
aparatelor electrice. 


Pentru calcule preliminare sau la proiectare — în cazul cînd nu se cunosc 


caracteristicile materialelor ce se vor utiliza în realizarea proiectelor, se folo- 
sește formula lui STEINMETZ 


Wa = m Ba (3.259) 


unde + este volumul materialului considerat, B 


; inducția maximă şi ici- 
entul lui ReBINMEEZ, à cărui valoar m ţia maximă şi y coefici 


o depinde de materialul magnetic utilizat. 
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ce 


Pormula lui Svrornmurg dă valori foarte apropiate de realitate, pentru 
cazurile în care inducția magnetică osto cuprinsă între 0,1 T gi 17. 

Pentru induoţii cuprinse între 0 şi 0,1 T, cum și între 1 gi 1,6 T, ge utili- 
zaù în practică relaţia 


Wa = 7 kB? (3.260) 


în care & esto un coefioiont egal cu 4,4 — 4,7 pentru oţeluri obişnuite gi egal 
cu 2,4 — 3 pentru oțeluri aliate cu 2—4 % siliciu, 


3.7.3.5. Ecuația curbei de magnetizare. Curba de magnetizare a unui material 
ñeromaguetio depinde de materialul respectiv şi se obține numai prin ridicări 

imentale ; din această cauză stabilirea ecuației respective este foarte difi- 
cil. Pentru rezolvarea unor sisteme neliniare, în care intervine inductanța 
circuitului? este necesar să se cunoască ecuaţia curbei de magnetizare ; această 
înductanță este definită de relaţia (3.114) 


Li = Nọ =Ù. 


„"Ţinînd seama de relațiile (3.22) şi (3.31), prin care B = f,(®) şi H=t,(%), 
unde $ este forţa magnetomotoare (sau solenaţia), curba de magnetizare B = 
=t(H) poate îi pusă sub forma 0 = î,(5). 

Cercetări teoretice numeroase** au arătat că o ecuaţie de forma 


F = a + bpn (3.261) 


redă cu suficientă aproximaţie curba de magnetizare a materialelor feromagne- 
tice; în această expresie, pentru valori mici ale lui n predomină primul termen, 
pentru valori mari ale lui n predominînd al doilea termen. 

Pentru determinarea celor doi coeficienţi și a exponentului, se procedează 
după cum urmează : 

1. Coeficientul a se determină, observînd că el reprezintă coeficientul 
unghiular al tangentei în origine, la curba de magnetizare 


dF 
= sS 262 
a = tga a (3.262) 
2. Pentru deducerea coeficientului b şi exponentului n, se scrie relația 
(3.262) sub forma al i aa 
[i x a| = bp% 
D 
ji se aplică logaritmii : 
log (e — a) = log b + 2n log D. (3.263) 


a 


* Vezi Regim tranzitoriu în sisteme neliniare 
** Vezi [249] pag, 881, 
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aritmică cu datele luate 


i tie dublu log 
i elația (3.263) pe 0 hir ga 
din „Aare ei vizate, se obţine o a (fig 
că b este ordonata la origine a dreptei resp 


3.98). Rezultă imediat; 


tive, iar exponentul căutat este 


on = tgb = | —— 


d 0=0 


Practica a arătat; că ecuaţia (3.261) dă rezultate satisfăcătoare, dacă se 
oti 


ia pentru exponentul 2 valoarea 3 sau 4. 


etic într-un cîmp magnetic. să 


i tirea unui corp feromagn al 
f aaa P masivă confecționată dintr-un material feromagnetic, avînd 
son ezată într-un cîmp magnetic omogen (fig. 3.99). 


aa ARII IA 


forma unui inel şi aş 


Fig. 3.98. Curba de magnetizare în Fig. 3.99. Inel de fier, rotit în cîmp magnetic 
scară logaritmică 


Dacă piesa, este în repaus, fiecare punct al său se va magnetiza corespunză- 
tor valorii cîmpului magnetic exterior din acel punct. 

Dacă inelul se roteşte, un punct al său se va găsi succesiv în poziţii în care 
valoarea, intensității cîmpului exterior este variabilă, de la:-- H la — H pentru 
o jumătate de rotație şi de la — H la + H pentru cealaltă jumătate de rotaţie ; 
materialul se va magnetiza şi demagnetiza succesiv fiind supus unui ciclu de his- 
terezis complet la fiecare rotaţie ; în două puncte diametral opuse, magnetizarea 
este aceeaşi dar de polaritate schimbată. 

E: În consecinţă, pentru fiecare rotaţie a inelului trebuie consumată — pe 
unitatea de volum 7 — o energie egală cu energia de magnetizare şi corespun- 
zătoare ciclului de histerezis al materialului din care este confecționat inelul. 

„Pe de altă parte, din cauza fenomenului de magnetizare, inelul opune 
mișcării sale de rotaţie un cuplu rezistent M, a cărui valoare urmează să fie 
determinată, 

Dacă n este viteza de rotaţie a in i, în r u întretiner Ì$- 
cării trebuie cheltuită aat pin one neato inina nine ea nig 


12 = oM =a 2r nM, 


o fiind viteza unghiulară a inelului în rad/s 


i i Rnengia noT SPERE A 
mată în intervalul de timp di este gia corespunzătoare consu 


) 


AW y = 2r n Măr, 
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ate 
at 
st e 


Se 


Să 
înd 


în acelaşi interval de timp inelul a tăcut ndt rotații, a absorbit deci energia 


aW, = nWdt, 


unde W este energia de magnetizare, corespunzătoare pentru un singur ciclu 
de histerezis şi deci pentru o singură, rotaţie. 
Bilanţul energetic al sistemului fiind 


AW u = dW, 


sau 
27 nMdt = nWdt 


rezultă imediat 


ri 2 lui 
2m 


Această relație arată că valoarea cuplului rezistent ce apare atunci cînd 
se roteşte un inel de fier într-un cîmp magnetice uniform este independent de 
viteza, de rotire și depinde direct de natura materialului, de intensitatea cim- 
pului exterior şi de volumul inelului, aceasta deoarece W depinde de forma ciclu- 
lui de histerezis şi de volumul inelului. 


3.7.4. INTENSITATEA CIMPULUI MAGNETIC ŞI CIMPUL DE INDUCŢIE 
MAGNETICĂ ÎN INTERIORUL CORPURILOR MAGNETIZATE 


3.7.4.1. Generalităţi. Pentru determinarea în vid a cîmpului de inducţie 
magnetică şi a intensității cîmpului magnetic, s-au folosit relaţiile (3.8) şi 
(3.30), care definesc forțele magnetoelectrice și care se pot determina experimental 
cu ajutorul buclei de curent*. 

Pentru a defini aceleaşi mărimi în interiorul corpurilor magnetizate se 
va urma, o cale de raţionament analoagă cu aceea urmată în electrostatică 
pentru corpurile polarizate**. 

, Se practică astfel în interiorul corpului magnetizat, o cavitate goală în 
jurul punctului M considerat, delimitat de o suprafaţă >, suficient de mică 
dimensiunile sale tinzînd la limită către zero, suprafața respectivă stringindu-se 
în jurul punctului M. Se presupune de asemenea că este posibil să se introducă 
în interiorul acestei cavităţi o buclă de curent cu ajutorul căreia să se măsoare 
în mărime și în direcţie cimpul de inducţie magnetică. în cavitatea respec- 
tivă, Bea: 
Ș Experienţa arată că, oricît de mică ar fi cavitatea practicată ri 
mial Foer depinde de forma şi de orientarea cavități sote an 
ai se explică prin aceea că, practicarea cavităţii în interiorul materialului 
70 gnetizat produce o modificare a stării de magnetizare a materialului şi care 
[ga Teotă prin apariţia unor curenţi amperieni pe suprafața cavităţii res- 
pe ie, copila fiind o repartiție de curenţi de conducţie echivalentă cu starea 
gnetizave a corpului din punctul de vedere al cîmpului magnetic produs 
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în vid (fig. 3-100). În aceste condiţii, cimpul d 


viorul cavității se 0 


dului din cavitate, a e. 
amperieni, care a 


practicate, 


de relația 


intea practicării cavită 


bţine prin suprapunerea peste cîn i 
cîmpului de inducție magnetică datorit 
u apărut pe suprafaţa cavităţii 


în consecință, cimpul de inducţie 
magnetică din interiorul unei e 


e inducţie magnetică din inte- 


pul corespunzător vi- 
curenților 


avităţi vide este dat 


BI = B, + B, (8.264) 


în care B, este cîmpul de inducţie magnetică din 
cavitate calculat ca în vid în punctul considerat, 
datorit curenților de conducţie şi curenților am- 
perieni — echivalenți stării de magnetizare îna- 

ţii respective, iar B, este 
cîmpul de inducţie magnetică datorit curenților 
amperieni care apar pe pereţii cavităţii și din cauza 
practicării acesteia ; densitatea acestor curenți 


este dată de relaţia (3.247) 
magnetizat ce = A, xn 


Fig. 3.100. Cavitate într-un corp 


unde n este normala la su 


3.7.4.2. Determinarea expresiei eîmpului de i 


prafaţa cavităţii, cu direcţia în interiorul acesteia. 


ndueţie magnetică B,. Să 


considerăm o cavitate în forma unui canal de înălţime k, avînd axa paralelă 


cu magnetizația H; (fig. 3.101). Densitatea curenților 
amperieni care apar pe pereţii canalului fiind dată de 
relaţia (3.247), curentul amperian corespunzător este 


în = Ha h = H; ch. 
Cìmpul de inducţie magnetică în axa unui 
. d = 
solenoid lung (< 1) este dat de relația (3.53) şi 


deci 


căci Ni = îm, al cărui sens se i 
ci N obţine cu regula bur- 
ghiului drept, găsindu-se i e 


B, = — ui. (3.265) 


3.7.4.3. Cimpul de inducţie magnetică B. F 

' : i gnetică B. Fluxul 
agree O. Cimpul de inducţie magnetică B într-un 
pune interiorul unui corp magnetizat; este, prin 


1m yi gne 
tê, mär e de stare a c împului mag tie A 


Fig. 3.101. Determinarea vecto- 
rului 8 


cărui valoare nume ă este ege i) ci n yul de indiu ODI one yt idul 
nerie t ală ou l 
g 3 Į eţi LASNE tic ă din V 


unei cavităţi în formă de mi 
Componenta tangenţ 


o sante transyorsali față de magnetizaţie (fig. 3.102). 
ală a magnetizaţiei fiind în acest caz nulă, cîmpul 


B, este nul și din (3.264) rezultă 


Io asa. o Hi 


teia. 


n 
AX 


Y Ant ttt Ei 


SSE 
(>N 
SE 


Fluxul magnetic în interiorul unui corp magnetizat se defineşte ca şi 
în vid, ca fiind fluxul vectorului B printr-o suprafaţă Er — în general deschisă 


v= Baa =] BcosadA =È B; da. 
Sr 


ir Sr 


3.7.4.4. Intensitatea cîmpului magnetic H. 
Tensiunea magnetică. Intensitatea cìmpului 
magnetic H într-un punct din interiorul unui 
corp magnetizat, prin definiție, este o mărime 


de stare a cîmpului magnetic a cărei valoare nu- Fig. 3.102. Cîmpul de invucție magne- 
merică este egală cu raportul dintre cîmpul  tică B în interiorul unei fante. 

de inducţie magnetică ce apare în vidul unei fă 
cavităţi în formă de canal cu axa orientată de-a lungul magnetizaţiei H,, și 
permeabilitatea vidului (fig. 3.103). 


În acest caz avem 


to H == B Bonar, Ei = B, E B,. 


Ținînd seama de relația (3.265) se 
poate scrie 

wH = B, — VoH; 
sau ; 

B, = wA H); (3.266) 
relaţie care exprimă legea legăturii dintre 
Fig. 3.103. Intensitatea cîmpului magnetic câmpurile B, H şi H;. 

în interiorul unui canal. Relaţia (3.266) nu poate îi verificată 

decît pe calea experimentală a consecințe- 

lor sale, în special în cazul cîmpurilor variabile în timp ; ea reprezintă deci una 
din legile generale ale cîmpului magnetic. 

Din intensitatea cîmpului magnetic rezultă mărimea definită de relaţia 


ȘI care reprezintă tensiunea magnetică între punctele 1 şi 2 pe curba T; această 
e are o mare utilitate la studiul şi calculul circuitelor magnetice. 


OBSERVAȚIE IMPORTANTĂ : Practicarea celor două cavităţi nece- 
sare „măsurării? componentelor B şi H în interiorul materialelor magnetizate: 
cum și însăși „operaţia de măsurare” a acestor mărimi cu ajutorul buclei de 
curent sînt; fictive și servesc numai pentru definirea acestor mărimi. Mărimile 
a Taia An veriora] ppaterialalor magnetizate au o existență reală, întrucât; 

K izează, stare i electr gnetic, i ` 
aa je e Jo pală a cîmpului electromagnetic, independent de prac- 


a 
* Vezi și 1.5.7.4, 
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magnetic avind permeabilitatea 


: i legi stură între B, H şi A. 
de stabilire a expresiei legii de leg ; A 
se Ralea AN atei oarecare, confecţionat dintr-un material sii 
Fio an al absolută p. Tntroducînd acest corp intr-un 


cîmp magnetic exterior — de exemplu în cîmpul magnetic produs de un sole- 


id — netiza. a, 4 4 a 2 
a SAE t A acestui corp, Vă apărea o inducție magnetica, legată de 


câmpul excitant prin relația (3.30) 
| | Bu. 


'Ţinind seama de relația (3.12) 


u = Po ie 
relația (3.30) se poate serie 
B = u wA = ue Bo- ; (3.267) 
n această relaţie produsul i 
wH = B, 


reprezintă cîmpul de inducție magnetică ce ar rezulta dacă în interiorul sole- 
noidului de excitare — care produce cîmpul H — n-ar exista corpul feromag- 
netic, ci vid. ~ 

Expresia (3.267) poate fi scrisă deci 


B=B, +B, ins eeri nesa ai (3.268) 


ceea ce arată că, în materialul magnetic se poate considera cîmpul de inducţie 
magnetică provenind din suprapunerea cîmpului de inducţie magnetică cores- 
punzind spaţiului vid B, cu cîmpul de inducţie magnetică B, datorit mediului 
magnetic; acest cîmp se datorează orientării circuitelor electrice amyperiene 
— conţinute în mediul considerat sub acțiunea cîmpului exterior H. Rezultanta 
cîmpurilor elementare, H;, se supra- 
pune peste cîmpul magnetic exterior 
H şi deci B, esteegal cu B, = wH * 

„Să calculăm circulația câmpului 
de inducţie magnetică B pe conturul 
închis T (fig. 3.104); se obţine 


Fig, 3,104, Determinarea cimpului de inducţie 


magnetică într-un material magnetic, RAU tinind seama de ex resiile lui B 
l P i 
şi ale lui B,, rezultă 
E Ala | al e b bo Bal, (3.269) 
p ID) 


* Se determină cu ajutorul curenților amperleni, 
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pr 


câ 


We 
= 
— 


Dar 


$ to Bal =NI po: 
în 


A] doilea termen din dreapta relaţiei (3.269) reprezintă circulaţia cîmpului 
provenind din orientarea curenților elementari și poate fi scris 


$ Ho LA di = N'i Uos 4 (3.270) 
D 


unde N’ este numărul de circuite elementare orientate pe direcția liniei amb. 
Produsul N'i poate fi pus sub o altă formă : dacă L este lungimea corpului 
care se magnetizează, atunci se poate serie 


N'i =$ „N au cos a =$ Di aj cosa, (3.271) 
amb L T L A 


deoarece ultima integrală este nulă în exteriorul corpului magnetizat. 

Înmulțind şi împărțind ultima integrală a relației (3.271) cu S — aria, 
mărginită de un contur elementar — și ţinînd seama de relaţiile (3.9), (3.230) 
şi (3.231) se obţine succesiv | 


a NS N! 
N'i =¢ , al cosa = $ Nimm andos =ni, amm dl cos a = 
r LS pe le z 


=¢$ H, dlcos « LS 
r J 


T 
Cu acestea, relația (3.270) poate fi scrisă 
$ uo Adi = po i H,dl (3.272) 
r W J r 
și deci relația (3.269) devine 
[ "Dai iza U se 
o Bd = uo di + uod H; dl. 
Jr T 3 Jr 
Cum elati E a a an A GE ; 
relați EA venis este adevărată oricare ar îi drumul de integrare, rezultă 
B = w(E + H) 


sau, ținind seama de relația (3,234) 


44T 


se obţine 


B = p(l + Xm) E. 


Jn virtutea relaţiilor (3.12) şi (3.30) se obţine în definitiv 
u = 1+ Xm (3.273) 
Relaţia (3.266) dă expresia matematică a legii generale care dă legătura 
între câmpurile magnetice B, H şi Hit. 

în cazul cînd corpul magnetizat es 
magnetizare Hio relaţia (3.266) trebuie scrisă 


te un magnet permanent avind 0 


B = vo (E xF H; AF Ho). 


3.7.4.6. Clasificarea materialelor, din punct de vedere magnetice, în raport 
ată că materialele au susceptivități 


eu susceptivitatea magnetică. Experiența ar 
magnetice diferite, în funcţie de natura lor ; în funcţie de valoarea acestei sus- 
ceptivităţi, materialele au fost împărţite în mai multe categorii. 

Trebuie observat că, în cazul vidului, ţinînd seama că u, = 
(3.273) rezultă Xm = 0. 

Pentru toate celelalte medii, Xm +% 0, avînd valori care depind de natura 
acestora. Din acest punct de vedere, materialele se împart în următoarele trei 
categorii : 

1° Materiale paramaygnstice. La aceste masteriale** 


1, din relaţia 


u> 
şi din (3.273) rezultă > 
Xm > 0. 


nieonsecintă cîmpurile H şi H, au acelaşi sens. La substanțele paramagnetice 

in ipul magnetic al diverşilor curenți elementari, existenți în interiorul sub- 

a cdi e a pe pau astfel că, în interiorul corpului există 
1 iferit de zero, chiar atunci cînd istă î 

a f iez SHU atu nu există un cîmp mag- 
Aetio pan Campie Sub so iunea unui cîmp magnetic exterior ci pile 

ma, 'enţilor elementari ientează în se SR : 

De i se orientează în sensul acestui cîmp excel- 


A F 7 A 
2° Materiale diamagnetice. La aceste materiale** 


. . gr E i 
şi din (3.273) rezultă 


Xm < 0. 


În consecință ci ile H și H, si 
ință cimpurile H și H, sînt de sensuri contrare. 


» Vezi 3,7,4,4, 
»* Vezi 3,15, 
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și 


de 


fo: 
nii 


es 


şi 


cilindrice considerate, se obţine 


La substanţele diamagnetice, cîmpurile magnetice ale diverșilor curenți 
elementari se compensează unul pe altul, astfel că momentul magnetice din 
interiorul corpului este nul. Din această cauză, corpurile diamagnetice nu pot 
fi magnetizate. Totuşi, prin excitarea unui corp diamagnetic cu un cimp magnetic 
exterior, se produce o variaţie de flux magnetic prin circuitele elementare din 
interiorul corpului ; această variaţie a fluxului provoacă o reacțiune contrară 
din partea curenților elementari care, pentru a compensa variaţia de flux, se 
orientează în aşa, fel încît creează un cîmp magnetic contrar cîmpului de exci- 
taie exterior, ceea ce se percepe prin aceea că permeabilitatea absolută u 
a mediului magnetic devine mai mică decit permeabilitatea absolută a vidu- 
lui or 
Bin general manifestarea diamagnetică a substanțelor este foarte mică. 
3° Materiale feromagnetice. La aceste materiale 


À >l 
şi deci 
Xn > 0 


de ordinul 104 — 10°. 

Materialele feromagnetice formează o categorie specială de materiale, 
foarte importantă în electrotehnică. Din această categorie fac parte fierul, 
nichelul, cobaltul și diversele lor aliaje. 

În corpurile feromagnetice relația 


H, = ÊH) (3.275) 
este neliniară ; pentru aceste materiale 


aH; 


Xm za dH 


şi este deci panta tangentei la curba (3.275) într-un punct oarecare al acesteia. 


3.7.4.7. Continuitatea componentelor cîmpului magnetic. Să considerăm 
două medii magnetice, de permeabilitate u și u, separate printr-o suprafață 
de discontinuitate 5. Un cilindru foarte turtit 
avînd bazele AA și înălțimea dh, închide un ele- 
ment din suprafața de separație (fig. 3.105). 

Fie B cîmpul de inducție magnetică ce stră- 
bate suprafaţa de discontinuitate X; în mediul 1 
linia de cîmp corespunzătoare are o înclinare a 
faţă de normala Hp corespunzătoare, iar în me- 
diul 2 înclinarea respectivă, faţă de normala Nia, 
este a, j 

Aplicînd legea fluxului magnetic suprafeței 


adi Dă Fig, 3.105. Cîmpul de inducție mag- 
Bian A4 + B, m AA = 0 netică la o suprafață de ESN 
nulitate, 
de unde rezultă* 


Bm TF Bpo $ (3.276) 
* Se obţine acest rezultat dacă se aplică divergența de suprafață 


Div B = ñ(B, — B,) = 0. 
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suprafaţă de discontinuitate, com- 
tică este continuă. 

tizația H; este diferită, rezultă 
mală a intensității cimpului 


Rezultă dar că, la trecerea printr-o 
ponenta normală a câmpului, de îmducție magne 
'Pinînd seama că în cele două medii, magne 
că, în virtutea relaţiei (3.266), componentă nor 


magnetic nu se va conserva. 5 o 

Să considerăm acum, im vecinătatea supra- 
feței de discontinuitate: un contur dreptunghiular T 
(fig. 3.106) şi să aplicăm legea circuitului magnetic ; 


so obține* 


$ Bai = E,Ali + H,Al(— t) =0 (3.277) 
T 


de unde rezultă 
H, = Hu. (3.278) 


Relaţia (3.277) este valabilă numai în cazul 

Fig. 3.106. Intensitatea cîmpului cînd pe suprafața de discontinuitate nu există cu- 

magnetic la o suprafață de discon- Tenți electrici superficiali ; în această relație t este un 
tinuitate. versor tangent la suprafaţă**. 


3.1.4.8. Refracția liniilor de cîmp magnetic. Presupunînd că cele două 
medii conexe sînt omogene şi izotrope, împărțind relaţiile (3.276) şi (3.278) 
între ele, se obţine 


Bm — Bm 
Hs Hi, 
sau 
Hm Hn 
N iti s 
Hu H, 
Cum (fig. 3.107) 
H, MEn: Fig. 3.107. Refracţia liniilor de cîmp 
Da i tgan Şi —* = tg ay magnetic. 
N n n2 
se obține 
ba ta 
= -0 ma om 
ua tg da (3.2 19) 


care reprezintă legea de refracție a liniilor de cîmp magnetic. 
Dacă u, este foarte mare, rezultă din (3.279) a 220 şi deci x= — 
Aceasta înseamnă | i 
că pentru un mediu ili 
3 A sui ig cu permeabilitate magnetică mică 
suprafața de discontinuitate este o suprafață de nivel ; S 


* Cu ajutorul rotorului de suprafaţă rezultă 
Rot H = n(A, — F,) = 0, 


** Tr VA 
Trebuie observat că, atit în cazul cilindrului e 


neglijat efectele produse de elementele infinitezimale lementar cit şi in cazul conturului I sau 
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| 
| 
| 
| 
| 


cimp 


ab 


„Această situaţie apare în special la suprafețele de separație dintre armătura 
de fier a unei maşini electrice și aer : pentru liniile de cimp din aer suprafața 
fierului este o suprafaţă de nivel. . i 


SA CALCULUI. CIRCUITELOR MAGNETICE 


3.7.5.1. Definiţii. Se numește circuit; magnetic un sistem de medii prin 
care se poate închide un flux magnetic. Ble sînt constituite în general din mate- 
iale. magnetice care, datorită permeabilităţii mari, concentrează liniile de cimp 
magnetic, astfel că, pentru producerea de fluxuri magnetice intense nu sint 
necesare decit forța magnetomotoare (respectiv. curenţi) mici. Forţa magneto- 
motoare necesară poate fi produsă de magneţi permanenţi inseraţi în circuitul 
magnetic, sau de bobine (solenoizi) care înconjură o parte sau totalitatea 
circuitului magnetic şi care sînt străbătute de curentul electric respectiv, numit 
curent de excitație ; solenoidul respectiv se numeşte circuit de excitație. 

Porțiunea din circuitul magnetic înconjurată de circuitul de excitație 
se numește miez; porţiunea, circuitului care nu este înconjurată de vreun cir- 
cuit de excitație şi care, în general, serveşte la conectarea magnetică a diver- 
celor miezuri se numeşte jug sau culasă. 

Fluxul magnetic printr-o secţiune transversală a circuitului magnetic 
se mai numeşte și flux fascicular și este egal cu produsul dintre numărul de 
spire al bobinei de excitație şi fluxul fâscicular mediu*. 

Fluxul fascicular care străbate porțiunile utile ale circuitului magnetic se 
numeşte flux fascicular util sau flux magnetic util; el coincide cu liniile de 
cimp ale cîmpului de inducţie magnetică ce străbate secţiunile utile ale circu- 
itului magnetic. Fluxul magnetic care corespunde liniilor de cîmp ale inducției 
magnetice care nu se închid prin. porțiunile utile ale circuitului magnetic — 
închizindu-se în general prin. aer, în afara acestor porţiuni — se numeşte flus 
de scăpări sau fiux de dispersiumi. 

Din anumite motive funcționale ale circuitului magnetic sau din motive 
constructive, între unele părţi ale circuitului magnetic pot să existe întreruperi 
ale acestuia şi materialul magnetice corespunzător să fie înlocuit prin straturi 
de aer sau prin materiale nemagnetice ; această întrerupere se numește un 


Fig. 3.108. Circuite magnetice: 


a) circuit magnetic serie; b) circuit magnetic 
derivație. 


a) 


întrefier, Întrefierurile reprezintă în majoritatea cazurilor porțiuni utile ale 
circuitului magnetic, cum spre exemplu este cazul maşinilor electrice ete. 
„dn raport cu caracteristica de magnetizare a materialului feromagnetict*, 
circuitul magnetic este liniar, dacă această caracteristică este o dreaptă, şi 
este neliniar în, caz contrar, i 
Din punctul de vedere al configurației geometrice se doosebese circuite 
magnetice serie sau neramificate (fig. 3.108, a) şi circuite magnetice derivatie 


* Fluxul fascicular mediu este definit ca find citul dintre fluxul total produs de bobin: 
ST e : J $ 8 > a de 
excitație [vezi (3,4.1)] și numărul de spire al acestei bobine, i S 

** Vezi (3,7,3.1), 
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complex ca structură, 
i Ji itzile din, sectia 
i duri, punctul de concurenț 
"în lungul cărora fluxul fascicular e 4 d, ai orei d. 


t- ircuit magneti 

O neato (iig. 8.108, b). Intr-un circuit . Son 
ih tri N cada laturile circuitului magnetic, care sînt p 
SAE ste constant, no 


finese circuite magnetice 
tant şi circuite magnetice 
periodic alternativ; în 
tioc este produs de unu sau mai mulți Tay per- 
ircuitul magnetic se numeşte cu magneți permanent pă S 
DAA [i lectrice şi circuitele magnetice liniare. 
: . . . se 
între cîmpul de inducţie magnetică B şi cîmpul de Pe ce ave, 
poate face o analogie interesantă are poate Duc la si iai pont A 
ircuitelor magnetice liniare ; ac i obser i 
Ele i M. FARADAY, care s-a, ocupat de studiul proprietăţilor cir 
cuitelor magnetice. 5 
în primul rînd, întrucât 


div B =0 şi div è = 0, 


a mai multor laturi și ochiuri sau 


Ayy Analogia dintre circuitele e 


scai cîmpuri sînt solenoidale. i | 7 
Pe de altă parte, relaţiei (2.20) din cîmpul curenților 


è= YE 
îi corespunde relația (3.30) din cîmpul magnetic 
B = 4f, 
ultima relație putînd fi interpretată ca fiind analoagă legii lui OHM ; în acest 


caz permeabilitatea magnetică u este analoagă cu conductivitatea y. 
Continuînd, în același mod se pot stabili următoarele analogii : 


— între forța electromotoare, definită de relația (2.40) și forţa magneto- 
motoare, definită de relația (3.31), 


E f Ba și s = fĦal; 
n 


— între curentul electric, definit i i i i 
a aaa » definit de relația (2.2) şi fluxul magnetic, defi- 


) 


i =f E şi OE | Baas. 
X z 
În cazul curentului conti 
; ntinuu de cond 
liniile de curent sint curbe închise dirijat 


caz densitatea de curent, este unifor 
lui Orm se poate serie DEORE 


ucție în conductoare filiforme liniare, 
e de-a lungul conductorului. În acest 
de-a lungul secțiunii şi conform legii 


0 = | Bal = Ri, 


p 
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est 


efi- 


în care R este rezistența electrică a conductorului, dată de relația (2.12), 


l fiind lungimea conductorului și 9 aria secţiunii. 

Pentru a găsi o expresie analoagă formei integrale a legii lui OHM, să con- 
siderăm un tor confecţionat dintr-un material cu permeabilitate mare. Aplicind 
relația (3.31) se obţine 


S= $ BUES H aU Ni, 
p 


unde 1 este lungimea medie a torului și deci 


H mea = Ni Q 
3 i ] 
Rezultă 
Dea = | Bean ds = u (Hna N = uH mea S, 
S g 
de unde 
pi ARANESE E NUDE S z 
ma aN Mera (3.280) 
uS 
în care s-a notat 
ga za a 
us 


mărime analoagă cu rezistența electrică şi care se numeşte reluctanță sau rezis- 
tenja magnetică a circuitului magnetic. 
. Relaţia (3.280) este analoagă legii lui Onm sub forma integrală, pentru 
circuitele magnetice și a fost stabilită de KAPP şi EWING. 
Ecuația de dimensiuni a reluctanței este 


[8] = Louie: 


Și unitatea de măsură este* amper-spiră pe weber (Asp/Wb) şi este definită 
ca fiind reluctanța circuitului magnetic în care forța magnetomotoare de 
1 Asp produce un flux magnetic de 1 Wb. 

Inversul relctanţei 


Be numește permeanţă şi este analoagă cu conductanța Q a circuitelor electrice. 


E 


* Vezi STAS 737/0—74, 
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se numeşte reluctivitate și este 
ireuitele electrice. 


i í ilității 
a asemenea, inversul permeabilităţ 


analoagă cu rezistivitatea din c 


3 7 5 3 i i Í e Pr [Și í d p Í 
i i i în cireuitele magnetice. b A 
> Teoremele lui KIRCHHOFI A paia í S a n i CA 
analogie, primei teoreme A lui KIRCHHOFF din cir cuitele electr 1ce, xpi ma ă b 
+ 3 


prin relaţia (2.72) 


îi corespunde relaţia 


20 = 0, (3.281) 


ntă : suma algebrică a fluxurilor magnetice ce trec prin laturile unui 

aroni. CA care oii i cl nod, este nulă ; în relaţia (3.281) se poue 

în mod convențional un semn fluxurilor ce se îndreaptă spre nod și semnu 

contrar celorlalte. b ' f 

Relaţia (3.281) poate fi stabilită și direct. Într-adevăr, din legea fluxului 
(3.23) 


aplicată unei suprafeţe închise care înconjură un 
nod al unui circuit magnetic (fig. 3.109) rezultă 
relația (3.281). 

Celei de a doua teoreme a lui KIRCHHOFF din 
circuitele electrice, exprimată prin relaţia (2.74), 


Xe = AR 


îi corespunde relația 
LF = ERD, (3.282) 


care se enunță : de-a lungul unui ochi al circui- 

tului magnetic, suma algebrică a fortelor magneto- 

motoare este egală cu suma algebrică a produselor 

aT magnetice ale laturilor prin fluxurile 

magnetice fasciculare ce trec prin ele. Pr ` 

4 i a € , ele. Produsul 

2O se maí numeşte gi cădere de tensiune magnetică, i 

aa pina noţiunea de diferenţă de potenţial magnelic*, 

PE m A ui KIROHHORE poate îi enunțată şi în modul următor 
potenţial de-a lungul unui ochi al circuitului magnetic 


Fig. 3.109, Nod într-un circuit 
magnetic, 


cea de a doua 
: suma diferen- 
este nulă, 

y 9 9 

D(a — Pan) = 0, (3.283) 
analoagă cu relația (2.75), 


* Vezi 3.2.0, 


= 


Ca şi în electrocinetică, din aceste două teoreme ale lui KIRCHHOFF rezultă 
o serie de consecinţe : A 

— Reluctanța magnetică echivalentă a mai multor laturi conectate în serie 
este egală cu suma reluctanțelor laturilor respective 


3 = DA, (3.384) 
i 


analoagă cu relația (2.79) a cuplării în serie a rezistențelor electrice. 
— Reluctanţa magnetică echivalentă a mai multor laturi conectate în paralel 
se determină cu relatia 


ma (3.285) 


analoagă cu relația (2.82) a cuplării în paralel a rezistențelor electrice. 
Folosind permeanțele magnetice, relația (3.285) se poate scrie 


A = ZA, (3.286) 


relație analoagă cu relaţia (2.83). 

— Tensiunea magnetică între două puncte, calculată prin aer, se deter- 
mină cu ajutorul celei de a doua teoreme a lui KIRCHHOFF şi are o expresie 
analoagă cu aceea din circuitele electrice (2.87) 


Pa = E (RD, — 5) = E (Fp — 840). (3.287) 
AB č A>B Boa 


3.7.5.4. Limitele valabilităţii analogiei dintre cimpul de inductie magne- 
tică și cimpul densităţii de curent electrică. Analogia între cîmpul de inducţie 
magnetică şi cîmpul densităţii de curent electrice poate fi împinsă oricît de 
departe, reuşindu-se să se transpună toate metodele de calcul ale circuitelor 
electrice la calculul circuitelor magnetice liniare. Această analogie însă nu este 
perfectă, şi între circuitele magnetice şi cele electrice există anumite deosebiri 
sensibile, deosebiri care se datorează următoarelor cauze printre altele : 

a) Neliniaritatea reluctanţei circuitelor magnetice confecţionate din 
materiale feromagnetice, pentru care permeabilitatea u este funcţie de cîmpul 
de inducţie magnetică B*. În consecinţă 


a = (0). 


În circuitele electrice, în limitele normale de încălzire a conductoarelor, 


conductivitatea y este independentă de densitatea de curent 5 şi deci — în 
mod practic — rezistenţa electrică este independentă de curentul à. 

, b) Apariţia fluxurilor magnetice de scăpări datorită faptului că nu 
există materiale „magnetic izolante” cu reluctivitate foarte mare, compara- 
bilă cu rezistenţele foarte mari ale materialelor electroizolante. 

c) În circuitele magnetice nu există o disipare de energie activă analoasă, 
cu energia activă care se disipează în circuitele electrice din efectul JOUTER. 
pir E geis alavre expresia legii lui Onm (2.11) şi relația (8.279) este 

a întrucît, în timp ce existența unei forţe electromo- 


toare într-un circuit este posibilă fără ca sub acţiunea ei să apară un curent 
ES 


VEZI 3,1,5 și 9,7.9.1. 
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i magnetomotoare 
io — când circuitul este într for yei d g magnetică 
electric simultană a fluxului de inducție mag ; 


erupt —, existența 


esto totdeauna legată de existența 
chiar atunci cînd există soluţii de con 


tate prin întrefieruri. 


tinuitate a circuitului magnetic reprezen- 


> die AQ ALE 
3.7.5.5. Principii generale de calcul al circuitelor magnetice. : Maşinile 
` 4 ; iti lectrice diverse, pentru a putea uncţiona 
i a le ISA i gice ale lor, un anumit câmp de inducţie 
necesită, în diverse părţi cor tive DL tişe — un anumit 
ică sau — legat de dimensiunile geometrice respective - 
A roti În cant scop, mașinile sau aparatele Clio eat preväzute 
cu circuite magnetice, avînd forma și dimensiunile corespunz oare seor : 
urmărit, confecţionat din material feromagnetic şi Pre Mean cu 3 aje 
care, străbătute de curenți electrici, să producă în porţiunea de cironi mag- 
netic dată inducția magnetică — respectiv fluxul magnetic — necesar funcți- 
onării corespunzătoare a mașinii sau aparatului. A s 

în cele mai multe cazuri calculul circuitului magnetic constă în deter- 
minarea forței magnetomotoare — a solenaţiei — necesare pentru ca in circu- 
itul magnetic dat, şi a cărei formă şi dimensiune este în general determinată 
prin consideraţii constructive, să existe fluxul magnetic necesar funcţionării 
impuse aparatului sau maşinii electrice respective. 

În alte cazuri, mai rare, problema poate fi pusă în sensul că, impu- 
nîndu-se o anumită solenație — un bobinaj cu un anumit număr de spire 
străbătut de un anumit curent — precum și fluxul necesar ce trebuie să 
existe într-o anumită porțiune a circuitului magnetic, să se determine însuşi 
circuitul magnetic — dimensiuni și material. 

Rezolvarea problemelor care intervin în calculul circuitelor magnetice 
se bazează pe legea circuitului magnetic şi pe cunoaşterea curbelor de magneti- 
zare ale materialelor folosite. Legea circuitului magnetic (3.31) 


faa = ENI 
(a 


pci, oricare este permeabilitatea u a mediului magnetic străbătut de 
ontu ; de asemenea, teorema a doua a lui KIRCHHOFF, scrisă pentru un 
amit magnetic şi care este dedusă din legea circuitului magnetic se aplică 
f = ga icti oricare ar fi mediul magnetic, chiar dacă inducția "magnetică 
= 1 Că e proporțională cu intensitatea cîmpului magnetic. Este, deci, întot- 
ţa apte și a se contre Data maniania Pi diferenee de po: 
io 100 MERE gnetomo oare totală ca rezultanta 
melie ia ăi pna ale aia air menținerea fani mag: 
acă cirewitu ) 2 i i 

netic total ca fiind sf ie cete iei udă mae Considera Tozu că 
forță magnetomotoare considerată separat ; Sa sl 7 Borluae dgpiceare 
aplica întocmai ca și în circuitele electrice nea S Zapor ROZI ASI sgbnioate 
Ș Dacă, Insă un element oarecare al circuiti l i magneti i 
există proporționalitate intis ae vuru magnetic este saturat, nu mai 
tivă ; astfel, deși forța magnetomot Aguetio Și forța magnetomotoare respec- 
a forțelor magnetomotoare acţiontnd în. totală este egală cu suma algebrică 
este egal cu suma algebrică a iluxurila evit, fluxul magnetic total nu mai 
țele magnetomotoare din circuitul nor magnetice produse de fiecare din for- 
calcula fluxul magnetic total trebuie Bå Pe oto Tn poent aaan Rangra putea 
magnetic în funcţie de forța magr A Se cunoască reluctanța & a circuitului 
agnetomotoare sub forma unei caracteristici 
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Ad i e 


i AV eri baz AY Ai 


y ys 


O = î($); se calculează astfel mai întîi forța magnetomotoare rezultantă 
şi se deduce apoi valoarea fluxului rezultant. 

Metodele de calcul sînt deci diferite, după cum circuitul magnetic este 
liniar sau neliniar. 


3.7.5.6. Calculul circuitelor magnetice liniare. Calculul unui circuit 
magnetic liniar se face la fel cu un circuit electric liniar. Se construiește un 
circuit electric echivalent, la care rezistențele sînt înlocuite prin reluctanțe, 


Fig. 3.110. Circuit magnetic liniar. Fig. 3.111. Circuitul echivalent al circuitului 
magneʻ*ic liniar. 


curenții electrici prin fluxurile magnetice şi forțele electromotoare prin forțele 
magnetomotoare. Dispersiunile magnetice sînt considerate elemente de circuit 
magnetic aşezate în paralel cu circuitul magnetic propriu-zis. Pentru exem- 
plificare să considerăm următoarea problemă* : Un circuit magnetic drept- 
unghiular are dimensiunile fibrei medii a şi b (fig. 3.110). Înfăşurarea de 
excitație se găseşte numai pe latura din stînga, avînd N spire, străbătute 
de curentul T. Secțiunea în latura bobinată este S, iar toate celelalte secțiuni 
sînt 8’. Din cauza nesimetriei bobinajului o parte din flux se închide prin aer. 
Pentru simplificare, se admite că în mediu dispersia se localizează în vîrfurile 
A și Bale circuitului magnetic astfel încît fluxul în latura AB fiind O, dispersia 
este 20% din O. Permeabilitatea relativă a materialului u, este presupusă 
constantă. Circuitul magnetic este nesaturat. 

Să se determine: a) fluxul O în latura AB şi P’ în toate celelalte 
laturi; b) cîmpul de inducție magnetică B corespunzător (în toate laturile) ; 
c) cîmpul de intensitate magnetică H în aceleași laturi. 

Date numerice: a = 75 cm; b = 50 cm; N = 500 spire; I = 12 A; 
B = 25 cm2; 8' = 20 cm?; u, = 600. 

Circuitul echivalent a circuitului magnetic dat este arătat în figura 3.111 

care & este reluctanța laturii bobinate AB; &' este reluctanța celorlalte 
buri; 8 este reluctanța fluxului de dispersiune. Fluxurile corespun- 
zătoare sînt D, O' gi D”, Aplicînd teoremele lui KIRCHHOFF se obține 


p’ = p’ + p” 
și 


„mam CE 
* Vezi [71] problema 192, 
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a 


= 0,8 D, astfel că ecuația 


Dar, conform datelor problemei p” = 0,2 0, deci 4) 


(3.288) dube 0,8 S 0,8 pi Bau = 48, 


Rezultă dar că roluctanța echivalentă & circuitului este 


ae a 0 
yona Wa dz We 
şi fluxul total 
Di e i-a 10“Wb; 
ST Me ab ESN 
O ESK 


fluxul în celelalte laturi este 
D = 0,8 ® = 4r: 2,88- 1074 Wb. 


Cîmpul de inducție magnetică este : 
— în latura AB, Le A: 4401033 


s 
' PEE ET s 
— în celelalte laturi, B = A 4n- 1,44- 10 T. 
Intensitatea cîmpului magnetic este 


H =2 = 2,4:10° Asp/m. 
u 


3.7.5.7. Calculul circuitelor magnetice neliniare. Metoda utilizată pentru 
calculul: circuitelor neliniare este o metodă grafică folosind caracteristicile 
parțiale ale diverselor elemente ale unui circuit magnetic. Caracteristica 
parțială a unui element de circuit este curba O = t(U) sau 0 = î(80), căci 
3t = H -l = 80, unde U este diferența de potențial magnetic necesară obți- 
nerii fluxului O în porţiunea de circuit magnetic a cărei reluctanţă este &. 
Această caracteristică se deduce din curba de magnetizare a materialului 
respectiv, B = î(H) — obţinută experimental —prin 
înmulţirea ordonatei cu aria secţiunii transversale N 
prin elementul de circuit magnetic. considerat şi a 
abscisei cu lungimea elementului (fibra medie), 
întrucît B-S =Ò şi H-l= U. 

Pentru calculul circuitelor magnetice, aceste 
caracteristici se folosesc în funcție de natura circu- 
itului — circuit magnetic serie sau circuit magnetic 
derivație. 

; a) Circuite magnetice serie. Fie de calculat 
Fig, 3.112, Circuit magnetic serie, peui paagaatie toroidal în figura 3.112. Acest 

circuit, avînd forma şi di iunile date —corespun- 
zătoare utilizării sale —, este format dintr-o Tae TAE A 
material feromagnetic, avind lungimea medie ! şi aria secţiunii drepte S şi de un 
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întretier de lungime 1, şi avînd acecaşi secțiune dreaptă. Se cunoaşte curba de 
magnetizare a materialului feromagnetic ; pentru întrefier — care este format din 
aer — curba respectivă este o dreaptă avind coeficientul unghiular apro- 
ximativ egal cu permeabilitatea vidului wọ. Problema de rezolvat; constă în 
a determina solenaţia necesară pentru ca în întrefier să existe un anumit flux be. 


Fig. 3.113. Caracteristicile parțiale ale 
elementelor circuitului serie. 


Făcînd abstracţie de fluxul de dispersiuni — care în cazul formei circuitului 
considerat este foarte mic — circuitul corespunzător poate fi considerat ca 
format din cele două porțiuni legate în serie. Metoda de calcul este analoagă 
calculului circuitelor electrice în serie*. Avînd caracteristicile de magnetizare 
trasate (fig. 3.113), se obține solenația necesară adunînd pe orizontală — pentru 
acelaşi flux O, — solenaţia corespunzătoare 
magnetizării fierului cu aceea corespunzătoare 
magnetizării întrefierului. Rezultă imediat : 


0 =U +U, =0A+00=0D=NI Asp. 


b) Circuit magnetic în derivație. Fie 
un circuit magnetic avînd două elemente 
în paralel (fig. 3.114), avînd dimensiunile şi 
„caracteristicile de magnetizare cunoscute. 
Utilizarea acestui circuit impune ca în ramu- 
rile 1 şi 2 să existe respectiv fluxurile O, şi 
®,. Pentru obţinerea acestor fluxuri este nece- 
sar a se aşeza pe ramura 3 o întăşurare care, 
străbătută de curentul J, să producă fluxul 
necesar 4. Problema de rezolvat constă în 
determinarea solenaţiei necesare producerii 
Fig. 3.114. Circuit magnetic derivație. fluxurilor utile O, şi O. 


În ipoteza că fluxurile de dispersiuni sînt nule; pi ima teoremă a lui 
Kmonnorr — aplicată circuitelor magnetice — dă 


p = D + Da 


Cu ajutorul caracteristicilor parțiale, cunoscute, ale materialelor din care 
este confectionat circuitul magnetic considerat (fig. 3.115) se poate determina 
solenaţia necesară, Conform legii circuitului magnetic, solenaţia totală va îi 


0 = Mur Marte Ma 


Bau 
0 = 0A + OB -f+ 00, 


* Vezi 2,5,4,2, 
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m — OA este tensiunea 
dei a, necesară întreţinerii 
fluxului O, în ramura 1, 1,=0B 
aceea necesară fluxului O, din ra- 
mura 2 şi îl; = 00 este aceea 
corespunzătoare fluxului 0. Este 
ușor de văzut că abscisa OC cores- 
punde ordonatei OP = 0M +0N, 
deoarece 0 = D, + D Calculul 


uşor. 


3.7.5.8. Circuite magnetice 

cu magnet permanent. Excitația 
unui circuit magnetic poate fi 
Fig. 3.115. Caracteristicile parţiale ale elementelor pro fară şi de un magnet per- 
TI Sile deriva: manent aşezat în circuitul res- 


i i. 3.116). Un asemenea circuit magnetic se numeşte el însuşi 
a PA ranon, Într-un asemenea circuit Z este magnet permanent 
de excitație, 2 și 3 sînt piesele polare şi 4 este întrefieru j 
în care trebuie determinată inducția magnetică, respectiv 
fluxul magnetic. Pentru calculul acestui circuit magnetic 
se aplică aceleaşi metode de calcul ca și în cazul cir- 
cuitelor magnetice neliniare*. 

Să presupunem că magnetul permanent de excitație 
a fost magnetizat pînă la saturație cu ajutorul unei 
întăşurări de excitație convenabil aleasă, curba de mag- 
netizare a acestui circuit este redată de ramura des- 
cendentă a ciclului de histerezis corespunzător (fig. 
3.117). Starea de magnetizare rezultantă corespunde 
egalităţii dintre forța magnetomotoare internă a mag- 
netului permanent, datorită cîmpului magnetic coercitiv H, şi forţa magneto- 
motoare necesară magnetizării circuitului magnetic. Să presupunem acum că, 
pe magnetul permanent al circuitului magne- 
tic dat, sînt aşezate două înfăşurări identice, 
dar bobinate în sens contrar, parcurse de același 
curent, astfel dimensionate încît forţele mag- 
netomotoare respective să fie egale, în valoare 


absolută, cu forţa magnetomotoare internă a 
magnetului, E 


Fig. 3.116. Circuit magne- 
tic cu magnet permanent. 


Po = h (3.289) 

În această situație nu se modifică nimic în sta- 

Fig. 3.117. Curba de magnetiare a rea de magnetizare a circuitului magnetic, una 

unui magnet permanent. din înfăşurări compensînd forta magnetomo- 
toare internă a magnetului r 

g permanent, cea 

de-a doua producînd o forță magnetomotoare egală cu aceasta ; totul se 

Late prin deplasarea curbei de magnetizare spre dreapta cu cantitatea Hg 

gna curbă de magnetizare obținută (curba punctată din figura 3.117) cores- 

pan rrol Jaen oiroult magnetic fără magnetism remanent. Circuitul magne- 

Bitel inlocuit cu unul echivalent, în care magnetul permanent a 


* [161] p, 257; vezi și [278] p. 257. 
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bobinajului necesar se face acum, 


fost înlocuit printr-o bucată de fier moale, pe care se găsește o întășurare de 
excitație care produce forța magnetomotoare F, şi a cărei curbă de magne- 
tizare se deduce din curba de magnetizare reală a magnetului permanent 
printr-o translație paralelă cu axa H și egală cu H, 

Calculul unui magnet permanent se reduce astfel la calculul unui electro- 
magnet cu circuit magnetic neliniar. 

Pentru calculul practic se pot face anumite aproximaţii şi anume să 
se neglijeze influenţele celorlalte elemente ale circuitului, neţinîndu-se seama 
decât de întretier şi de magnetul permanent propriu-zis. Într-adevăr, în coloa- 
nele 2 şi 3, construite din fier moale, se poate presupune u œ= co şi deci H =0, 
pentru ca B —= pH să fie considerat finit. 

Fie Se şi 1, secţiunea și lungimea întrefierului, în care inducția magnetică 
şi cîmpul magnetic sint B, şi Hy; fie de asemenea S, l, B şi H mărimile 
corespunzătoare ale magnetului permanent propriu-zis. Aplicînd legea circui- 
tului magnetic circuitului magnetic dat, se obţine ` 


=n B 
$ Zar Sah +Hl=0. (3.290) 


Tinînd seama de dispersiunea liniilor de cîmp ale magnetului permanent, 
fluxul magnetic din întrefier poate fi seris 
B So = kBS (0< k< 1). (3.291) 
Scoţind valoarea lui B, din această relație şi introducînd-o în relația (3.290) 
se obține 


e E dci lea EA D 
| lata ama Ag TIE (3.292) 
unde am notat S lo 
eee ea (3.293) 
o 


Relația (3.292) reprezintă ecuația unei drepte trecînd prin origine şi a 
cărei pantă este : 
B ea bo, 
tga R : 

Punctul P de intersecție al acestei drepte cu curba de magnetizare a 
magnetului permanent este punctul de funcționare al circuitului magnetic 
dat (fig. 3.117). Citind pe graficul respectiv valoarea cîmpului de inducție 
magnetică B,, relația (3.291) dă imediat valoarea cîmpului de inducție mag- 
netică din întrefier, respectiv fluxul căutat. 

Mărimea m definită de relația (3.293) se numeşte factor de demagneti- 
zare iar intensitatea cîmpului magnetic dată de relaţia (3.292) se notează 
obişnuit cu H, şi este cîmpul demagnetizani. 

Un magnet permanent de volum dat este caracterizat prin eficacitatea sa, 
pentru definirea căreia se porneşte de la energia cîmpului magnetic din întrefiert 


1 Bă 1 B2 
o= To = loa 
2 Ho 


relația care se poate serie succesiv ţinînd seama de relaţiile (3.290) şi (3.291): 


1% Bu = kBH LS = Bus n 17 
2 PR Aziz ot oto (ea TATE oto mg 0 — T = — 7 WBHIS, 
tnn a 

* Vezi [278], 
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de unde rezultă, luînd pentru H valoarea absolută, 


B, i wBH, 
To 


i ‘l tiv volum 
re ta = pS, și 7 = IW sint respec 
anet de excitație. Astfel, pentru volum 


(3.294) 


ele întrefierului și magnetului 
e date, inducția în întrefier 


z 


Hr 300 200 100 2 
A/cm 
Fig. 3.118. Determinarea punctului optim de funcționare 


depinde numai de produsul BH, a cărei valoare este determinată de punctul 
de funcţionare P de pe curba de magnetizare. Acest produs este maxim în condi- 
tiile optime de funcţionare și experienţa arată că punctul respectiv se găseşte pe 
diagonala dreptunghiului construit pe segmentele OB, şi OH, (fig. 3.118). 

Cunoscînd valorile lui B şi H pentru 
care eficacitatea magnetului este maximă, cu 
ajutorul relaţiilor (3.291) şi (3.294) se poate 
determina secţiunea ce trebuie dată magne- 
tului permanent de excitație : 


OBSERVAȚIE: Rezultatele obţinute 
în cele ce preced sînt valabile numai în ca- 
zul cînd magnetizarea magnetului permanent 
de excitație a fost efectuată, acesta fiind mon- 
Fig. 3.119. Funcționarea unui magnet pe tat în circuitul magnetic corespunzător. Dacă 

curba de recul magnetul permanent de excitație a fost 
f y montat în circuitul magnetic după ce fusese 
magnetizat îm prealabil, inducția ce se obtine este mai scăzută. i 

Într-adevăr, inducția scade mai întîi pînă în punctul P, de intersecţie 
a caracteristicii de magnetizare cu dreapta OP, care reprezintă forța magneto- 
motoare necesară magnetizării circuitului magnetic prin care se închid liniile 
de cimp ieșite din magnetul permanent izolat (fig. 3.119) 
ea peto ma miek aeei în cazul unui circuit magnetic avînd o a numită perme- 
a gneticà, Introducîind acum magnetul permanent de excitație în circu- 
itul magnetic dat, punctul de funcţionare se va e P P ; 


Í ăsi pe ramura P, P,B,, numită 
cur 4 ar MATA sa va gi a P,P,B,, | 
bă de recul și care este situată mai Jos din cauza fenomenului de histerezis. 


; panta aceste! 
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PARTEA A Il-a 


CURENTUL 
ALTERNATIV 
“SINUSOIDAL 


CURENTUL ALTERNATIV MONOFAZAT SIN 


itolul IV 
| R1 USOIDAL 


44. NOŢIUNI GENERALE PRIVIND CURENTUL ALTERNATIV 


At. INTRODUCERE 

i i i ri in lume se 
iei în marile centrale electrice din y 

Ema E de ernativ trifazat, lar transmiterea 


i iv sub forma de curent alternati À $ : 
Doe ee face pretutindeni pe faţa pămîntului, aproape ce Cu 
această formă ; distribuirea energiei electrice se face de CEE ua a i 
fazate şi cele mai răspindite motoare electrice, cele mai Sp e e A ; Eu 
mai simple de folosit şi întreţinut sînt motoarele asincr one trifazate, a că o 
funcţionare se bazează pe cîmpul învîrtitor descoperit de FERRARIS, motoare 
create simultan de M. DOLIVO-DOBROVOLSKI ȘI N. TESLA. 

Lupta dintre curentul continuu şi cel alternativ continuă şi astăzi ; temeiul 
acestei lupte îl constituie însă cuceririle ştiinţei şi tehnicii celei mai înaintate, 
care tind să îmbunătăţească funcţionarea instalaţiilor utilizate, adăugînd ne- 
contenit procente în plus randamentelor lor, ceea ce are ca efect realizarea de 
economii importante şi deci reducerea preţului de cost. 

Astfel, se examinează din nou transmiterea energiei electrice cu ajutorul 
curentului continuu de foarte înaltă tensiune și realizările la care s-a ajuns 
arată că aceasta va fi soluţia viitorului, în anumite cazuri speciale ; tracţiunea 
electrică modernă adoptă astăzi curentul alternativ de frecvenţă industrială 
2, are Zi pastori în curent continuu pe locomotiva electrică, realizările ob- 

Eee Se ae remarcabile. Şi multe alte realizări asemănătoare. 

curenților alternativi i i i a a "Atală 
Diana a 
enomene particulare ce apar și, din această cauză, metodel Smile aria 
curenților continui CR ză , ele de studiu din teoria 
ENE e tinui nu mai sînt suficiente. Ele au fost însă adaptate şi mult 


4.1.2, DEFINIȚII 


4.1.2.1, Generalități 
Aia stokist, alită i. MN , 
zitiv pe cirenit, un ua ao in mod convenţional se stabileste un sens po- 
pi prin valori pozitive și N ra ireo, în raport cu timpul în mod aL, 
pre celelalte mărimi $ i negative ; acelaai luam a 2 ri- 
electrice s: í ra ȘI lucru se poate spune ş 
apar în T i e Bau magnetice, tensi poate spune şi 
p: circuite străbătute de curer „tensiune, flux, cîmp etc., care 


fel se ; ați alternativi e AO), 4aU 
exprimă algebric printr-o funcţie de ala În consecință o mitia d acest 


a = t (t) 
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n 


a 
eri- 
e fi 
are 
est 


minim după trecerea căruia valoarea, 


în care a reprezintă valoarea mărimii considerate (curent, tensiune, cîmp elece- 
tric, cîmp de inducție magnetică, flux, forță electromotoare etc.) la fipăl t; 
această mărime se numeşte valoarea instantanee a mărimii respective. Valoarea 
instantanee se notează de obicei cu liter 


À a: ele mici ale alfabetului. 

Există mărimi care pot varia periodic şi în raport cu o altă variabilă inde- 
pendentă decit timpul, cum ar fi spre exemplu spaţiul. Astfel, cimpul de inducţie 
magnetică în întrefierul unei mașini 
electrice poate îi descris de o funcție 
de spaţiu. 

4.1.2.2. Mărime periodică. O 
mărime periodică este o mărime 
variabilă în timp (sau în spaţiu) 
care se reproduce identic cu ea însăşi 
la intervale egale de timp şi poate 
fi descrisă de o funcţie periodică 
a =î(î) care reia aceleași valori pen- 
tru valori ale variabilei crescînd în 
progresie aritmetică (fig. 4.1). 

Se numeşte perioada unei mă- 
rimi periodice, intervalul de timp 


Fig. 4.1. Funcție periodică. 


instantanee a mărimii periodice se repetă în aceeaşi succesiune, de un număr 
infinit de ori. Aceasta, înseamnă că funcţia a şi derivatele sale succesive iauTace- 
leaşi valori la diversele perioade. Fie T această perioadă; prin definiţie deci 


a = f(t) = E0+ T) = i(t + 2T) =... = f(t + nT). 


Perioada se măsoară în secunde. ia : 
Se numeşte frecvenţă raportul dintre un număr întreg oarecare de perioade 
şi timpul necesar producerii acestor perioade. Prin definiție deci 


n 1 
Siina 
Rezultă dar că frecvenţa este inversul perioadei. Unitatea de măsură a frecvenței 
se numește hertz (Hz). 


Se numește amplitudine valoarea maximă (pozitivă sau negativă) pe care 
o poate lua valoarea instantanee pentru o anumită valoare a variabilei. 

Se numește valoare medie a unei mărimi periodice, valoarea dată de expre- 
șia 


S 
Awi =: (iat 


amh dn 


și valoare medie pătratică sau valoare efectivă sau încă valoare eficace a unei mărimi 
periodice, valoarea dată de expresia 


BE 
ER — tu dt Li 
7 Em; (t) 


i i i intervalul de timp ts — t 
VI i die cât şi valoarea efectivă depind de inter i ol 
i lo pepe! media. În electrotehnică intervalul e, ee ral ji 
5 ia egal cu un număr de perioade n, în general egal cu o sing 


în acest caz relaţiile respective devin 


ai 4.1 

Ama 7 | adi ( ) 

ERE, (4.2) 
a= dt. 


Este uşor de văzut că în cazul t, — t = T, valorile medii şi efective nu 
depind nici de t, nici de ts, ci numai de intervalul t — t = T, astfel că se poate 
- considera t = 0. Sensul fizic al noțiunilor de 
valoare medie și valoare efectivă în electro- 
tehnică va fi explicat mai tîrziu *. 
În general se obişnuieşte ca valorile 
medii să fie notate cu literă mare şi un indice, 
iar valorile efective cu literă mare fără indice. 


4.1.2.3. Mărimea periodică alternativă 
este o mărime periodică a cărei valoare 
medie în decursul unei perioade este nulă 
(fig. 4.2) 


1 


A 


med T 


( 1 T 
(t ai = 7N ti) a= o. (4.3) 


a— bd, Jo 


i Conform relației (4.3) aria suprafeței 
pozitive, închisă de curba reprezentativă dea- 
supra axei absciselor este egală în valoare 
absolută cu aria suprafeței negative, închisă 
de aceeaşi curbă dedesubtul aceleiaşi axe. 


— 4.1.2.4. Mărimea periodică alternativă 
sinusoidală, sau numai mărimea sinusoidală, 
este o mărime periodică alternativă la care 
variația în timp este sinusoidală (fig. 4.3) 


a = An Sin(ot — V) (4.4) 


sau 
Fig, 43, Funcție sinusoidală; 
9) variabila unghiul; b) variabila timpul, T= Am 008 (ot Ea y). G 5) 
În relațiile de mai sus A 
de semn contrar cu valoare 


m reprozintă valoarea maximă 


ASRAON T a mărimii (egală dar 
a minimă) gi poartă denumirea A 


specială de amplitu- 


466 


dine; o este un factor constant, denumit pulsaţie ; } esto un unghi care depinde 
de alegerea axelor do coordonate şi so numeşte fază. 

Reprezentarea analitică a mărimilor alternative periodice sinusoidale (pre- 
scurtat mărimi Sinusoidale) se poate face luînd în abecisă fio unghiul wt 
(fig. 4.3, a), fie timpul ? (fig. 4.3,5), figurile corespunzind ecuaţiei în sinus (4.4). 

Unghiul wt, care caracterizează apariţia diverselor stări succesive ale func- 
tiei periodice, se numeşte faza la timpul t a acestei funcții. 

În prima reprezentare perioada este evident; 27, deci 


oT = 2r şi T= a, 
LO] 


Frecvența variaţiei. rezultă 


sau 
o = 2rf. (4.6) 


Mărimea sinusoidală (4.4) se anulează pentru unghiul 
ot = y + kr. 


În a doua reprezentare perioada este tot T = 27/w, dar anularea mărimii 
are loc pentru timpii 


t=Ż 4 (2k +1). 
o 4 


În reţelele industriale denumite de curent alternativ, curentul, tensiunea, 
fluxul şi celelalte mărimi electrice variază după curbe asemănătoare cu cea 
din figura 4.2, cu deosebirea că valoarea medie nu este riguros nulă. În consecinţă, 
din punct de vedere teoretic, reţelele de curent alternativ sînt de fapt reţele de 
curent periodic. În marea majoritate a cazurilor, variaţia acestor mărimi poate 
fi presupusă sinusoidală şi în această ipoteză va fi studiat curentul alternativ 
în acest; capitol. Studiul exact al reţelelor reale, atunci cînd este nevoie, se înce 
prin metode indicate în capitole speciale, sub denumirea de regim nesinusoidal” 
sau „regim deformant”. 

Frecvența reţelelor industriale de folosinţă generală este standardizată la 
50 Hz în Europa și la 60 Hz în SUA. Pentru utilizări speciale se întilnese şi alte 
frecvenţe, ca de exemplu : în reţelele pentru tracţiune electrică pe cale terată 
se foloseşte frecvenţa de 25 Hz și 16 2/3 Hz ; pentru unele unelte portative (cs 
de exemplu în industria lemnului sau minerit) se foloseşte frecvența de 200 Ha; 
pe avioane și submarine 400 Hz ; în radiotehnică frecvenţe de ordinul a milioane 
de Hz, iar în televiziune frecvenţa este de ordinul miliardelor de Hz. La frec- 
zonte f=50 Hz corespunde perioada T = 1/50 = 0,02s şi pulsatia o= 
= 814 871, 


4,1,2,5, Defazajul mărimilor periodice alternative sinusoidale. a) Defa- 
zajul faţă de origine. Să considerăm o mărime periodică alternativă reprezentată 
de ecuaţia 


a = A sin(ot—y), (4.7) 


A_ fiind pozitivă, în reprezentarea 
| Heie i re ntru timpul 
dar da 0 aJi mea dată trece prin zero în sens crescător pe p 


a 4.3, Amplitudinea 


ip dat do 


ot = o= 4 t 2kr. 


Unghiul Yọ dat de relația 
Yo = oto = y + 2kr 


:: considerate, tató de origine. Unghiul de 
so numeşte faza sau Copa poat seal AE, i întreg k trebuie ast- 


de origine poate Sun pica 
capre ja je să fie, în valoare absolută, mai mică sau cel mult egală cu 


(Jol < 7- 


Dacă Y, este pozitiv (cazul din figura 4.3, a) se obisnuiește să se spună că mărimea 
a ze asai în urma originii, iar dacă Yo este negativ se spune că a este defazată 
înaintea originii. Dacă Yo = 0, se spune că unda este în fază cu originea. 

În reprezentarea din figura 4.3 b, faza se măsoară prin timpul te 


AD DA LE d 
> ia 0 a SEKE 


(27 


Evident, defazajul 1, poate fi de asemenea pozitiv sau negativ, dar trebuie să 
fie întotdeauna mai mic, sau cel mult egal cu = (în valoare absolută). 

Uneori ecuaţia (4.7) se scrie astfel ca să apară în evidență chiar timpul 
to de defazaj faţă de origine 


a = Ansin a(î— $) = An sin olt = {Hh 
o 


ÎN a a e aas E Ao PATEE aan se soado 
Exemple : 
y = 100 sin(ut — 530°) = 100 sin(ot — 170°) 
y= — 100 sin(ot — 30%) = 100 sin (at — 30° + 1802) '= 
= 100 sin (ot + 150%) 
Y= 100 cos (at—20°)=100 sin (wt—20° + 90°) = 100 sin (cot + 70°) 
yY = —100 cos (wt — 25%) = 100 sin (at — 25° — 90%) = 


= 100 sin (ot = 115°). 
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v = 


atà 


ie să 


mpul 


scade 


d) Pozitia relativă a două unde. Considerăm acum două mărimi periodice 


alternative sinusoidale a, şi ap, cu faze Vi Și Va diferite, dar de aceeași pulsaţie 
« reprezentate prin relaţiile 


a, = Ain BiN (ot — h) 
aa = ASIN (wt — pa). 


„ Oele două mărimi pot fi de aceeaşi natură sau de natură diferită, Conform 
celor stabilite anterior, unghiurile y, şi 4, sînt presupuse în valoare absolută mai 
mici, sau cel mult egale cu z. În figura, 4.4 
cele două mărimi sînt reprezentate analitic 
şi, după cum se vede, în cazul general, nu 
se anulează simultan și nu au maximele si- 
multan. Asemenea mărimi se numesc 
mărimi defazaie. Defazajul se măsoară prin 
diferenţa fazelor la origine. Dacă fazele faţă 
de origine sînt exprimate prin unghiuri, 
unghiul de defazaj y, între cele două mă- 
rimi se exprimă prin relaţia 


Va = ph — Va: (4.8) | 
= A Fig. 4.4. Poziţia relativă a două funcţii periodice 
Dacă unghiul 4,, calculat cu relaţia de sinusoidale. 


mai sus rezultă pozitiv, se spune că a, 

este defazat înainte faţă de a, cu unghiul y; sau că a, este defazat în urmă faţă 
de a, cu unghiul y,; dacă y, rezultă negativ relaţiile se inversează, schimbînăd 
între ele cuvintele „în urmă” și „înainte”. Unghiul de defazaj calculat cu relația 
(4.8) poate avea mărimea cuprinsă între 0 şi 27. Totuşi nu se obișnuieşte să se 
lucreze cu defazaje mai mari de x. În asemenea, cazuri se consideră ca defazaj 
unghiul 


a = 27 — (f — pa)< T. 


Defazajul se poate exprima şi prin timp. Timpul de defazaj este dat de 
relația 


la = vi = la — loa 
LO] 


în care ty și foz este faza mărimilor a, şi az, măsurată în secunde. 

n anumite cazuri, în funcţie de mărimea lui, detajazul poartă denumiri 
Speciale, 

Dacă cele două mărimi trec simultan prin zero şi prin maxim, se zice că 
Berta în fază (fig. 4,5). În acest caz, atît unghiul, cât şi timpul de detazaj 
sint nule 


Va = 0; h = 0, 


Dacă în timp ce o mărime este maximă, a doua este minimă şi invers, cele 


două mărimi se zice că sînt în opoziție (fig, 4,6); bineînţeles, ambele mărimi se 
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i j s descrescător. Un- 
lează simultan, dar una în sens crescător, iar alta în sen 
ghiui de d impul de defazaj 7/2 


ghiul de defazaj este m, iar t 


, 


> a i P. r 
j t m ȘI 
D @ ări ne Ke] u doua trece prm maxım sau MINI Ş 


i imi se numesc în cuadratură 
invers, cele două mărimi s 


Fig. 4.5. Funcţii sinusoidale în fază. Fig. 4.6. Funcţii sinusoidale în opoziție. 


defazaj este 7/2 iar timpul de defazaj 1/4 


De foarte multe ori, în electrotehnică, nu interesează faza faţă de origine, 
deoarece această mărime este arbitrară (depinde de alegerea originei timpului). 
Din acest motiv, două mărimi alternative si- 
nusoidale a, şi a. se definesc de obicei prin am- 
plitudinea lor Aim Asu Şi defazajul y, dintre 
ele. Dacă este necesar să se scrie şi valorile 
lor instantanee, se consideră arbitrar că una 
din aceste mărimi, de exemplu a, denumită 
„origine de fază”? are faza faţă de origine 
egală cu zero, deci 


4 = As Sin at, 


Pentru a doua mărmie, rezultă 
Fig, 4,7, Funcţii sinusoidale în cuadratură, 


Wa = Asa Sin (ott Ya) 


semnul (+-) fiind valabil cînd 4, este de detazat 


; iah înainte“ fată de ian 8 | 
(=) pentru detazaj „în urmă‘, n te“ fată de a, iar semnu 
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în cazul expresiilor în cosinus, cele spuse anterior cu privire la fază gi 
dofazaj rămin în întregime valabile, dacă faza față de origine se măsoară nu în 
raport cu punctele în care mărimea se anulează în sens crescător, ci în raport 
cu bunotele în care ea troco prin maxim în sens descrescător (punctele de maxim 
absolut). 


4.1.2.6. Decalajul mărimilor periodice alternative sinusoidale, În cazul cînd 
mărimea în raport cu care variază o funcţie sinusoidală oarecare nu este timpul, ea 
în cazurile examinate în paragrafele precedente, ci o altă mărime, unghiul 4 dintre 
două unde diferite, poartă numele de decalaj. În electrotehnică, variabila cea mai 
răspindită după timp este spaţiul. Funcțiile periodice alternative sinusoidale 
care reprezintă aceste mărimi variabile în spaţiu se numesc funcţii periodice 
alternative sinusoidale spațiale. 

„Bxistă în electrotehnică mărimi care pot diferi între ele atât în timp, cât 
Şi în spaţiu. Se zice despre aceste mărimi că ele sînt defazate în timp şi decalate 

n spaţiu. 

Toate definițiile date în paragrafele precedente cu privire la defazaje se 

aplică întocmai şi decalajelor. 


4.1.2.7. Valoarea medie şi valoarea medie pătratică a unei mărimi periodice 
alternative sinusoidale. Fie o mărime periodică alternativă reprezentată de 
ecuaţia (4.7) 


a = A„sin(ot — y). 


Valoarea medie a acestei mărimi este media aritmetică a valorilor instan- 
tanee corespunzătoare în timpul unei perioade. Este evident că, în cazul unei 
funcții periodice alternative sinusoidale, această valoare medie este nulă. Se 
defineşte însă ca valoare medie, media aritmetică a valorilor instantanee, luată 
numai în intervalul unei jumătăți de perioadă *. Astfel 


l] 


Ana =2 N An sin(ot — 4) dt = 2 Am cos 4. 
0 T 


Valoarea medie a unei mărimi periodice alternative sinusoidale depinde, 
deci, de defazajul ei față de origine. 

În practică, se determină această valoare medie în ipoteza că detazajul ţ 
este nul, astfel că 


2 


Amei e mAn (4.9) 


Valoarea medie pătratică, numită şi valoarea efectivă sau valoarea eficace, 
a unei mărimi periodice alternative sinusoidale este definită de relația (4.2) 
ȘI este, în acest caz, 


F 
A= E f An sint(ot — y) dt = Sa (4.10) 


Q Va 


* Vezi 43.21, 


4T 


Tinind seama de această relație, expresia unei funcţii periodice alternative 


sinusoidale poate fi pusă sub forma 


a= À V2 sin lwt — Y). (4.11) 


4.1.3, OPERAŢII ALGEBRICE EFECTUATE CU FUNCŢII PERIODICE 
ALTERNATIVE SINUSOIDALE 


iodice alternative sinusoidale sint supuse 
operaţiilor de adunare, înmulţire, derivare și integrare. În cele ce urmează se va 
arăta modul cum se efectuează aceste operații pe cale algebrică gi se vor deduce 
unele concluzii, care interesează studiul electrotehnicii. 


în electrotehnică, funcţiile per 


41.3.1. Adunarea a două funcții periodice alternative sinusoidale. 
a) Puncţii avînd aceeași perioadă. Fie două funcţii periodice alternative 
sinusoidale, avind aceeaşi perioadă T şi deci cu aceeași pulsaţie œ (fig. 4-8) 


d, = Am €os(ot — p) 
a, = Ám COs(ot — Y2). 
Suma lor 


i 


a = a + a = Am Cos(ot — Yı) + 


+ As cos(ot — Ye) (4.12) 

PI se efectuează făcînd relația (4.12) cal- 

A a culabilă prin logaritmi. Pentru aceasta 
ig. 4.8. Suma a două funcţii sinusoidale. relația (4.12) se scrie mai întîi sub forma 


a = (AzmCOS Vi + AzmCos Ya) cos ot + (A 
sau 


sin V, + Ansin Vp)sin ot (4.13) 


Ilm 


a = (Aim COS pa + AmCOS Ya) [cos ot + tg y sin ot], 


în care cu tg 4 s-a notat expresia 


tg y = Atin da + Aasin da 


AimCOsS Yi +A em COS. Da i (4.14) 


Cu aceasta, se obţine 


Ap AnmC08 i A- AzuCO8 Ya 


cosy 


cos(ot y) 


Bau 


a = A„cos(ot — Y), 
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(4.14) 


A= „AimC08bi + Azmc08 Va, = Aln Ar ZA n damcos( hi — Qa) = (4.15) 


Ain 


cos Ņ 


În consecință, suma a două mărimi alternative sinusoidale cu aceeaşi 
pulsaţie este de asemenea o mărime alternativă sinusoidală cu aceeaşi pulsație, 
avînd amplitudinea dată de relația (4.15) şi fază dată de relaţia (4.14). 

Relaţiile precedente se pot stabili și prin identificare, Băii ind apriori 
că suma a + ap este o sinusoidă a, de forma 


a = Acos(o! — Y) = Apcos Y COS ot + A sin sin ot. (4.16) 


Prin identificarea relaţiilor (4.16) şi (4. 13), care reprezintă suma a + dz 
a celor două funcţii, se obţine 


ACOSV = Aip COSY + AzmCos Yo 


A „Sin Y = Ansin Va H Ansin Va. 


Prin împărțirea acestor relații, se deduce relația (4.14) 


AsmSin Va F Ansin Yə : 
AImCOS bi H AanCOS Ya 


tgp = 


Prin ridicarea lor la pătrat şi însumare se deduce relația (4.15) 
A2, = (Ameos Y)? + (Ansin Y)? = (AsmCost H AamCOS Ya)? + 
RE (Ainin Ya i A Sin Y3)? = Ant A Ap 2A mA 2m cos (d TA Va). 


b) Funcții avind perioade diferite dar aceeaşi amplitudine. Fie funcţiile 
periodice alternative sinusoidale 


t = A „CO8 (ot mz, yı) și A = A COS (cost = Ya): 
care au perioade diferite gi aceeaşi amplitudine ; funcția rezultantă va fì de forma 


a = Ane (wt — pi) A Anes (Oat — Va) = An[s (wt — fa) H cos(caszt — ha l= 


= 2 A 008 (o, — oz)? — (H Maica a (e + oat — (h = = Ya) 


a r (4.17) 
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ție periodică simplă, cu pulsația o = P 


i iderat func 
Fa poate fi considerată ca 0 Eo ooo ani 7 
i i iază şi ea în timp 
sea CELIE cărei amplitudine nu mai este constantă, ci vat 9 F p 
după o lege sinusoidală, cu pulsația 
QUE SA (o — oa) (fig. 4,9). 
2 wW .. 
în cazul cînd cele două funcţii au 
amplitudini diferite, curba rezultantă nu 
mai este atit de simplă. Ea va fi exa- 
minată în capitolul IX. A N e 
Suma a două funcţii de perioadă, d 
diferită, dar avînd „aceeași amplitudine, 
are multe aplicaţii în electrotehnică, la, 
studiul modulaţiei, la punerea in paralel : 
Fig. 49. Funcţii sinusoidale interferente,  & două alternatoare etc. p 
4.1.3.2. Produsula două funcții periodice alternative sinusoidale. 4) Functii : 


avînd aceeași perioadă. Produsul a două funcţii periodice alternative sinusoidale 


se scrie z 
a = At = Am AomCos(ot — pı) cos(ot — Yə) 


şi se poate pune sub forma s 


a = h = Z AmA [eos(Y, — Wa) + cos(2%t — pı — VWo)l- (4.18) 


După cum se constată, acest produs nu mai este o mărime sinusoidală ; el se X 
poate scrie sub forma unei sume de doi termeni 


a = na, = 4 +a”, 


D 
în care primul termen reprezintă o mărime constantă q 
a 1 i a 
@ = 9 un: A-2m cos (Y, e să Va), 
iar al doil 9 'eprezint i Ni idal : b 
oilea termen reprezintă o mărime sinusoidală care are pulsația 2% 
(A l AmA (2 
„zid 9 lm am 0O8(2 ot — Wa e Va). 
Li 
Variația mărimilor a S 
f li, Ao, 4, a” Ri a oste dată în fieura < Î i ică 
de foarte multe ori, este necesar să se cunoască EA ura À jie Aeae rais 
k : AYE Li A 4 $ nf Şi 
Md, Pentru o perioadă valoarea medie are ETAR pi Eua A produauloi 
z d 


IT) 


1% l er le 
Zi at dt = z (a' -+ a") di= | 
o T 


s 


“9 


esi L (e 
a’ dt -p 2 aat. 
T Jo 


Y 


t np, 


Asati 


WA au 
tă w 
| ANA, 


toad] 
dina, 
Ai, da 
arala 


Munot 
oidale 


(4.18) 


; el se 


w 


"i / ; } + $ 1ă 
Dima intogială nro valonon m H, doomece a’ onto constant; & dona integra 
eto nuli deonrooo a” vilă ainusoldal, inr limitele de integrare cuprind două 
porto do variație n lui a”, În conseecinyh 


Le 1 
Asu * Fi | asa ET WI = y'= 


- AAi ba = a) (410) 


Din voluţin procodontă so deduce 
că în oml p = h = -j7/2, alo colo 
douk tunoţii aini în ouadraturi, valoa- 
rar modio n produsului osto nulh, 

ARR produsului a don tune- 
ţii periodico altornntive sinusoidalo aro 
numeroase aplioapii în elootrotehnică, 
printre oaro citm onloulul puterii oloo- Fig, 410, Produsul a două funcţii sinusoidale. 
tico în curent alternativ, 

b) Pumeţii avînd porioade diferite. Wind date funcţiile periodice alternative 
sinusoidale 


a = Amelot — p) Bi M = Ameo Ot — d2) 


produsul lor so poato sorio succesiv 
P = aty = ArmA 008 (ot — 4) coslo — h) = 


1 `; E 1 i 
m Ami am COBL (osos) = pa — We) + y Aman cos [(w + coz)t — (da + 22) 


Funcția produs se compune deci din suma a două, funcții periodice alter- 
native sinusoidale, avind aceeași amplitudine, dar pulsații diferite şi anume, una 
diferența pulsaţiilor celor două unde date şi cealaltă suma acestor donă pulsaţii. 

Hxpresia acestui produs are de asemenea utilitate în electrotehnică, printre 
altele la determinarea cîmpurilor învivtitoare, 


„4,138, Derivata unei mărimi periodice alternative sinusoidale. Fie funcţia 
periodică alternativă sinunoidală, 


a = Apeot(ot — 4). 
Dorivata sa în raport cu timpul este 


jel A 
q = P = — OA Binţol 4) = o A, CO8 (« — Ņ a): 
[i 2 


În consecință, derivata unei funcții periodice alternative sinusoidale este 
de asemenea o functie periodică alternativă ninusoidală, cu amplitudinea oA n 


şi defazath on 5 inainte faţă de funepia primitivă, 


poate serie Buocesiv 


T 
Di 
a! = Apt? cos(ut — 4) = Au? coste + 2 ) 


T 
a” = Apt? Bin( ot — Y) = Amo? cos at + 32) 


TU 
av = Amo cos(ot — Y) = Amoi cos| ot +4 e 


. 
pe e ee 


Rezultă dar, că derivatele succesive amplifică amplitudinea cu factorul 


o” şi produc un defazaj înainte egal cu n Don fiind ordinul derivatei. 


După cum se ştie, forţele electromotoare produse prin fenomene de induc- 
ție au expresii de forma 
A ; D 
— L tia , —M ia sau —N dor 
gdt dt dt 


Conform celor arătate mai sus, dacă curentul i sau fluxul O variază sinusoidal, 
forţele electromotoare de inducţie sînt de asemenea sinusoidale şi sînt defazate 


cu Žin urmă față de i sau O (defazajul în urmă se datorește semnului minus 
din expresia forțelor electromotoare). 


4.1.3.4. Integrala unei mărimi periodice alternative sinusoidale. Fiind dată 
funcția periodică alternativă sinusoidală, 


a = Apcos(ot — v), 


integrala acestei mărimi ests 


b = (uar = (Acos (ot — 4) dt = Am sin (ot — y) = EN. Ti =) 
0) pN Y 


2 
Rezultă di ia i 
îi AZ dar, pă functia integrală este de asemenea o funcție periodică 
da » avind amplitudinea redusă în raport cu pulsaţia și 
defazată în urmă cu Z. 
2 


În general, integ 


ralel iver sT i 
tive sinusoidale gint d e de diverse ordine ale unei 


K Appia ordine al funcții periodice alterna- 
ea funcții periodice alternative sinusoidale, redu- 
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torul 


nduc- 


T 
cind amplitudinea funcţiei date în raportul o” şi fiind detazate în urmă cu n pia 


a fiind ordinul derivatei, 


42. REPREZENTAREA MĂRIMILOR PERIODICE ALTERNATIVE 
SINUSOIDALE PRIN FAZORI 


42.1. CONVENŢIA DE REPREZENTARE. VECTORI ROTITORI 


Studiul circuitelor electrice de curent alternativ se face tot pe baza teoreme- 
lor lui KIROHHOFE. Rezolvarea ecuaţiilor rezultate din aplicarea acestor teo- 
reme, în care mărimile alternative sinusoidale ar fi exprimate sub formă trigono- 
metrică, este posibilă, însă ar necesita calcule algebrice foarte laborioase. Aceste 
calcule se pot evita înlocuind mărimile alternative sinusoidale prin vectori. 

Fie o funcţie sinusoidală de forma 


v = VẸ2 cos (ot + Y). (4.19) 


Acestei funcţii i se asociază un vector plan, raportat la un sistem de axe 
de referință xoy, avînd originea, în originea sistemului de referință, lungimea OM 
egală cu amplitudinea mărimii sinusoidale și făcînd cu axa abseiselor un unghi 
egal cu ot + e, măsurat în sensul tri- 
gonometric (fig. 4.11). Deoarece unghiul 
făcut de vectorul QM cu axa absciselor 
este o funcţie de timp, vectorul OM se 
rotește în jurul originii cu viteza unghiu- 


M 
Sd ink 
ari (ot + 9) = w; rotația se efec- vv2 
tuează deci în sens trigonometric, cu o % 
viteză unghiulară constantă, egală cu g x 
pulsația œ. Din acest motiv vectorul 6) 


OM se numește vector învârtitor. Proiec- 


tind vectorul OM în OA pe axa absci- 
. i Fig. 4.11. Principiul reprezentării mărimilor sinu- 
selor se obține soidale prin fazori. 


0A= 0M cos + (04, OM) = VV? cos(ot + ọ); 


Averea o d pile învirtitor OM reprezintă convenţional mărimea sinusoi- 

da +19), prin faptul că proiecția sa pe axa abseiselor * este egală cu mărime: 

instantanee v, j ce 
Be obișnuiește ca axa absciselor să s scă şi g i i 

Bi CĂ ă se numească şi axa timpurilor s i 

originei de fază, porilor an axa 
Unghiu - format í și axa ti i 

A ag pia: P, aan de vector și axa timpului se numeşte argument, 

ar îi a vectorului se ! ul, Pentru si ificare, s i 

Emrine] 2 ui se numește modul, Pentru simplificare, se obişnu- 


* În cazul cind se ia e r i 
a proiectia OB pe axa ordonatelor Oy perpendiculară pe axe à SERE 
reprezintă mărimea y perpendiculară pe axa abseiselor, vectorul 


v =0M sin 4 (OA, OM) = Va sin (ot+ p). 


4TT 


urent alternatiy Du + 
| VZ urmează să fie 
intre vectori 


) valoarea efectivá 

sate în genomul o vootorii Ră so dononozo 0u modul i cu V, x 

1 + C P 

a marimii sinusoidale, yi nu V3, nconnia deom fe 

poata Măsura doolt valoarea otootivă ® curenților ; de al 
introdus numai la aorioron roluțiilor oaro stwbilene coresi 2 


şi mărimile instantanee. 
Studiul tfunețiilor sii 
practic posibil; pentru a pu 


vector învirtitor nu este 
ton folosi totuşi reprezentarea prin vectori, este 


necesar Să se recurgă la un artitiolu oaro Bă transforme vectorii în po n 
vectori stationar, astfel oa ol sù poată fi folosiţi la diferite operații ma amna je s 
în aşa-numitele epure statice relativo. În accost BCOp este suficient să pe presopuna 


că diagrama din figura 411, a Bo roteşte în intregime în sens in Ta 
trigonometric cu viteza unghiulară w, axele rămînind nemiscate san se 1 Aa 3 
axele de referință în acelaşi sons cu viteza o. Prin aceasta vectorul OM devine 
staționar, iar axele de coordonate se rotesc în sens invers sensului trigonometrie 
cu viteza unghiulară w, așa 


încât ele nici nu se mai desenează, aviîndu-se însă în 
vedere că vectorul nu are semnificaţ 


wmsoidalo cu ajutorul unui 


ie decît în raport cu aceste axe, omise în 
mod voit de pe figură; dacă este necesar 
i: să se ţină seamă de faza față de origine 
V, 7 (ọ) a mărimii v, se trasează axele de co- 
% E ordonate, în poziția în care acestea se 

găsesc în momentul t = 0 (fig. 4.11, b), 


8 
vectorul este rotit în sens trigonometric 
față de axa timpului cu unghiul g. 
În fine, mai trebuie observat că pe 


a 
aceeaşi diagramă nu se pot introduce dec 
vectori care reprezintă mărimi sinusoidal 
cu aceeași pulsaţie o. În acest caz unghiu 
dintre doi vectori (fig. 4.12) este constan 
şi anume el este egal cu unghiul de defa- 
Fig. 4.12. Reprezentarea vectorilor cu diferite zaj dintre cele două mărimi ; într-adevăr, 


z4 D 


+ 


defazaje: 
s) vectori gaeare: b) vectori în fază; c) vectori în y. V ? 
opoziție ; d) vectori în cuadratură, = p 2) T Pa T P2 = Ya 


A A nete două mărimi în fază se reprezintă prin vectori paraleli 
= Eo’ ou mărimi în opoziție se reprezintă prin vectori de sens opus 
(fig. 4.12, c) ; două mărimi în cuadratură se 
reprezintă prin vectori care fac un unghi egal 


F ig 
cu © (fig. 4.12, d). 


.  Ținind seamă de cele arătate mai sus, cum 
şi de cele arătate la punctele 4,1.3.3 şi 4.1 3.4 
cu privire la derivarea gi integrarea mărimilor 
sinusoidale se deduc următoarele reguli ; 


vyz derivata unei mărimi sinusoidale v aj 

—. s 9 

= COR — >- ANTAY i N 

f (ot + ẹ), reprezentată prin vectorul Fig. 4.13. Repr i 

cu modul V, este un vector învirti 4 A E e Aia 
A 3 cotor învîrţitor Y’ cu integralei unui vector. 


ȘI f ] ] le, t 9 l 
f % r pe 
modul p LO] de azat lI ainte cu apă de vec tor ul (i 5 1 > € ) ?} 
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i N a d 


— integrala unei mărimi sinusoidale v = V/2 cos(ut + p) este un vector 
învivtitor V’ cu modulul L şi defazat în urmă cu faţă de vectorul Y (fig. 4.12, b). 
(0) 


4.2.2, REPREZENTAREA ANALITICA A UNUI FAZOR 


4.2.2.1. Reprezentarea algebrică. Rezolvarea rețelelor de curent alternativ 
devine mai simplă dacă vectorii care reprezintă mărimi electrice sînt exprimați 
analitic, asemănător modului de a proceda în analiza vectorială. 

În acest scop, vom stabili expresia algebrică a unui vector, fie că acest 
vector este învirtitor ca în figura 4.11, a sau staționar ca în figura 4.11, b. 


Fie un vector V, cu modul V, situat 
în OA pe axa Ow a timpului (fig. 4.14). Vg=Vg=Vp 
Acest vector poate fi reprezentat algebric, 
prin numărul care reprezintă mărimea mođu- 
lului său cu semnul respectiv ; se obține deci 


Vol =V. 


Rotind vectorul OV, în sensul pozitiv 
(corespunzător sensului trigonometric) cu 
un unghi oarecare ọ, se obține în OA, un 
nou vector V, cu acelaşi modul V ; conve- 
nind a reprezenta acest vector prin pro- 
dusul ß,V, se obține 


LA = IBeVol = Be V 


în care B, este o mărime simbolică denumită operator de rotație, sau simplu 
operator, care arată că diferența argumentelor vectorilor V, şi V, este o. 

Dacă se rotește mai departe vectorul V, tot cu unghiul ọ, se obține în 0A, 
un nou vector 7, avînd același modul V, dar care face cu originea de faze un 
unghi 2%. Acest vector va fi reprezentat analitic prin expresia 


Ial IF AA T A FT BoY. 


Fig. 4.14. Diverşi vectori în plan. 


Dacă se rotește vectorul cu un unghi q, însă în sens negativ, se obţine 
în OA, vectorul V', care va fi reprezentat; analitic prin expresia 


Pl = 187 Vol = BY. 


E În general, un vector oarecare OA, avind modulul V şi argumentul 
= ko va fi reprezentat prin expresia 


IV, = Bè p 


sau, mai general, 1 tor oarecare V, rotit în sens trig i 
i tati Ai parak na yaopo PAȚACATA y g rotit în sens trigonometric cu unghiul 
etorul V, poate fi exprimat în tuneţie de vectorul V, prin relaţia 


7 = BP 


p 
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mar, cele de mai 


întreg sau fracpionar, 
irul căreia se rotesc. 


vatorului By în functiune de unghiul ș. Pentru 


e fiind un număr oarecare pozitiv sau negativ, int 
Nini i valabile pentru vectori avind aceeaşi origine în jt 


Să găsim acum expresia ope 
aceasta fe an vector oarecare Vps avînd modulul V 
Dacă se roteşte acest vector de n ori, ou unghiul $ = 


cu unghiul ne = 27, 8e obţine vectorul Fe 
analitică 


şi argumentul oarecare. 
2 deci în total 
n 


identic cu precedentul, avind expresia 


P, = ch Ve , 
acum vectorul F, în acelaşi sens și cu 


Dacă se roteşte i $ 
= 2z, se obține vectorul V,, confundat din nou cu V, expresia sa 
fiind 


același unghi ne = 
analitică 


Và n 8; Ve => BP: 


Procedind mereu în același mod, se obţin vectori confundați cu V,. 
Pentru ca această reprezentare să aibă un sens bine definit, este necesar 


ca expresiile analitice ale vectorilor egali şi de acelaşi sens să fie egale şi să aibă 
acelaşi semn, deci 


În consecinţă, este necesar ca 
Bp=1, Be = 1, s =l, BS = Li. 
Din prima dintre aceste relații ă că 
imi ore aţii, rezultă că operatorul este o rădăcină a 
pu —1=—=0 sau 21 —1=0, (4.20) 


i ă t „De ştie ca ecus pia b moma are . 
adică este r dăcina de or din N D unită ll S 
Q 


(cosa + ising)!" = Cazi e T. at 
Daes = e hian = ANN 
n 


L = cos 0 + isin 0 


se obține 


p= E x . ră 2k 
Pe = (cos 0 + isin 0) = oos PET + isin ZE 
n i rațe (k = 0, 1, Deh) 
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Sel 


Din relația (4.20) se obţine, pe de altă parte, 


Ki 
3 


8 = (UP = (1)*=. 
Dind diverse valori unghiului ẹ, se obţin diverși operatori de rotație cores- 


punzători În dìferite unghiuri, expresia algebrică a acestor operatori fiind dată 
de relația (421). Astfel, 


făcînd pe 9 = z, se obţine operatorul 
Bz = (0) =1 
2 


care lasă vectorul neschimbat ; 
făcînd pe ọ = = > se obţine operatorul 


$ lojig 


“p 
by 

| 

|] 
E 

‘j 

|l 
T 
Tom 
|] 
5 


DE 


care roteşte vectorul cu 180° sau îl lasă pe loc. Aceşti operatori sînt obținuți 
din relația (4.21) pentru k — 1 şi k=2 şi n =2; 


2z 


făcînd pe ọ —-—. se obţine 


3 


əz 


s 


O E 


Cum unitatea are trei rădăcini cubice, rezultă că se obțin, în acest caz, trei ope- 
ratori pentru această valoare a lui o; valorile lor sînt date de relația (4.21) în 
care se face succesiv k — 1, 2, 3 şi n = 3. Cei trei operatori obţinuţi au o deose- 
bită importanță la studiul circuitelor electrice în curenţi alternativi trifazaţi 
și se notează de obicei 


(Ba) = 1; (Bz) =2; (Bar), = a°. 
3 3 3 ` 
Asupra acestor operatori se va reveni. 


27 a 
Dacă se face acum e =-—, se obţine 
4 


n 


T 
w 
3 


E 1 e 
s = (1) =(1)i = Vi 
4 


și valorile acestui operator se obțin din relaţia (4.21) în care se face pe rnd k 
=l, 2, 3, 4 și = 4, 


31 — e, 228 481 


Dintro acesti operatori, operatorul obținut pentru pi 


aro o mare însemnătate in electrotehnică : el rotește un yector cu 90° în sensul 


it atio (sengul trigonometric). j : 
Bo e Acest operator se notează cu j. 


Este ugor de văzut că operatorul jare toste pro- 
prietățile mărimii imaginare /—1. În adevăr, fie un 


sistem cartezian format din două axe ortogonale 


(fig. 4.15) în care pe axa Oz, în sensul pozitiv, se ia 
vectorul OB de modul b. Rotindu-l cu T , vectorul va 
veni în OB, și expresia sa analitică este jb. Dacă se 


mai roteşte o dată cu el va veni în OB, şi expre- 


sia sa analitică este j(jb) = j°. Însă acest vector 

Fig. 415, Proprietății este egal şi de sens contrar cu vectorul OB. Rezultă 

Ace Per dar căj'b = —b. Continuînd așa mai departe, se 
obţine succesiv 


OB =b 
OB, = j 0B = jb 
0B, = j OB, = j(jb) = jb = —b; deci j? = —1 


0B, = j 0B, = j(j%) = fb = —jb; deci j = —j 


0B, = j 0B, =i(jb) = jb =b; deci jt = 1 
și în general 


441 So 
J =], j2 = — ily j+ e 


—j; ja ta = TA 
adică același rezultat care s i i îti i i 

~ leşi zu Prae, sobbiao E cu citimea imaginară din matematici. 
poate stabili cu ușurință expresia ana- 
litică a vectorilor, Într-adevăr un vector 
T este perfect determinat dacă se cunosce 
proiecţiile sale F, și V, pe axele de co- 
ordonate, tinind seama că vectorul este 
egal cu suma vectorială a proiecpiilor sale | 

PV +P, 

í ; 
R Sinescină cele două proiecţii ale 
ter Dr, el poate fi determini 

ul urmätor (fig, 4.16) 

. Peaxu Ov, luată e 
iecţia orizontală V, = 


vt în DR, 
d origine de fază A > Reprezentarea analitică a unui vector. 
4 a vectorului ea J voe ìn VA un segment egal cu pro- 

Siderat ; pe aceeasi axă se duce apoi 


482 


PEPE CEE RI TR i 


c. 


în AB un segment egal cu proiecția verticală V, = b a vectorului considerat. 


Rotind apoi acest segment cu i , în sensul trigonometric, în jurul punctului A, 


se obţine proiecția verticală în adevărata ei direcţie. a 
Această ultimă operaţie se notează analitic prin jb. Vectorul OB, de moen 
y, fiind rezultanta celor doi vectori a și b se va exprima analitic prin expresia 


V=a+jb. (4.22) 


Prin analogia lui j cu /—i, expresia (4.22), fiind analoagă cu cantitatea 
complexă din matematici, se va numi de asemenea o cantitate complexă. 
Reprezentarea (4.22) se mai numeşte și reprezentarea algebrică a vectorului. 


OBSERVAȚII : 1. După cum se va vedea din cele ce urmează, în aplica- 
rea vectorului sub forma algebrică definită mai sus la studiul circuitelor electrice 
în curent alternativ, operațiile matematice ce se fac cu el sînt identice cu acelea 
ce se fac cu numerele complexe ; calculul cu acești vectori nu urmează regulile 
calculului vectorial obişnuit. Pentru a nu se produce o confuzie, s-a propus să se 
etribuie expresiei complexe (4.22) denumirea de fazor, denumire ce va fi adop- 
tată şi în lucrarea de față **. 

2. Prin analogie cu partea imaginară din matematici, se obișnuiește a se 
denumi partea complexă a mărimii complexe termenul b, coeficientul operato- 
rului j, şi partea reală termenul a. 

3. Se mai obișnuieşte a se nota cele două axe ale sistemului de referință 
din planul complex cu +1 pentru axa Oz şi cu +j pentru axa Oy, semnul (5) 
indicînd sensul pozitiv al acestor axe. 

4. Diverşii operatori intră în formule, întocmai ca şi diverșii coeficienți 
și asupra lor se face orice operație algebrică posibilă, rezultind valoarea cores- 
punzătoare definiției respective a operatorului. 


4.2.2.2. Reprezentarea trigonometrică. Dacă ne referim la figura 4.16, 


se yede că cele două proiecții ale vectorului V avînd modul Y şi argumentul ge 
sîn i 


a = V cos ọ (4.23) 
» = Vsine sa 

astfel că expresia 4.22 a fazorului devine : 
V =V (cos ọ + jsin e). (4.24) 


În această expresi i ; i ă atât i 
cati p Me mni scoase în evidențä atît modulul, cît şi argumentul. 
xeprezentarea (4,24) se numește reprezentarea trigonometrică a fazorului 


T 


* Conform hotăririi Comitet | i 
ai 1 uitelului Electrotehnice Internațional la reuniunea sa de 
pasa vectorii de timp care se exprimă prin numere complexe se spa Ra 
la uie observat că nu este necesar a se pune bară s 
pe axa origine de fază, sint egali cu modulele lor ș 


la Philadelphia 
ază cu bara dedesubt : 
ub vectorii a şi b, deoarece, ei fiind 


++ Vezi și [206] pag. B02 i deci sînt numere reale. 


i dulului V şi a argumentu- 
i relațiile (4.23) determinarea mod n 

hi e Taa re aut prin expresă (4.22) se face cu relaţiile 
i t 


y= Va+ pa i 
S (4.25). | 
TO E aii ; | 
4.2.2.3. Reprezentarea exponențială. Continuind analogia cu numerele i 
complexe din matematică, pornind de la relaţiile lui EULER | 
saci oare A atr ele — e7)? | 
cos ọ = egye şi sin p= zj | 
se obţine uşor 39 | . | 
| cos p +j sin e = e | 
astfel că un fazor poate fi exprimat; analitic prin relația 

| LV (4.26) 

Această reprezentare se numeşte reprezentarea exponențială a fazorului, e | 


reprezentînd baza logaritmilor neperieni. Pentru a nu se face confuzie cu notația 
forței electromotoare, se obișnuiește a se înlocui litera e cu litera grecească s. 
acest caz, relaţia (4.26) se serie : 


V =V. (4.27) 


În această, expresie, cantitatea, ei? sau ei? reprezintă operatorul de rotire 
al fazorului și arată că fazorul V a fost rotit în sensul pozitiv cu unghiul e. 
Cu această notație, principalii operatori de rotaţie se pot pune sub forma 

— pentru rotația cu 7/2 în sens trigonometrie 


— pentru rotația cu 2 7/3 în i y i tri 
l Sens invers sensului trigonometric 


ar 


a = els $ 


Expresiile precedente pu j 
pr ] pun î ă fapt ii 
o edeni AA R Toon faptul că operatorii de rotație pot îi 


argument x/2, 2/3, respectiv — 2/3 ete. 
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tire 
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OBSERVAȚIE : Pentru consideraţii de ordin tipografic, expresia (4.26), 
respectiv (4.27) so mai serie 


V = V exp jọ, 
care se citeşte fazorul V este egal cu V înmulţit cu exponențiala de jọ. 


42.2.4. Reprezentarea simbolică. A. E. KENNBLLY* a propus ca operato- 
rul si să fie exprimat prin simbolul |? care să se scrie imediat lingă litera sau 
cifra care indică mărimea modulului ; în acest caz expresia analitică a fazorului 
devine : 


Y=Yle, (4.28) 


Această expresie se citește : fazor V de modul Y și argument e. 


4.2.2.5. Trecerea de la fazor la valoarea instantanee. Expresia trigono- 
metrică a unui fazor ne arată cum se poate face trecerea de la fazor la valoarea 
instantanee căreia îi este asociat. 


Trecerea de la fazorul V = a + j b, la mărimea instantanee 


v = V V2 cos (ot + e) (4.19) 


pe care o reprezintă, se face ținînd seama că mărimea instantanee este proiecția 
pe Oz a vectorului, sau partea reală (8) a fazorului, exprimat sub forma trigono- 


metrică (4.24) înmulțită cu V2, deci 
v = V2 a [7 lot] 
Dacă fazorul (4.22) este asociat unei funcții sinusoidale de forma 
v' = 2 sin (ot + e), (4.29) 


trecerea de la fazorul asociat la funcția sinusoidală se face prin partea complexă 
(3) a fazorului 


v' = V39 [V lat]. 


Modul de utilizare a fazorilor la studiul circuitelor electrice în curent 
alternativ nu depinde însă de forma funcţiei sinusoidale, reprezentată prin 
vectori învirtitori. Singura grijă ce trebuie avută este a ţine seama, la trecerea 
de la cantităţi complexe la valori instantanee, de convenția de reprezentare 
care s-a adoptat : fazorul (4.22) a fost asociat unei funcţii sinusoidale de forma 
(4.19) sau nne funcții sinusoidale de forma (4,29). 

n cele ce urmează, fără o altă indicatie specială, s-a convenit a se aj 
fazorul (4,22) funcției sinusoidale (4, 19), oag rk e a n Bă goala 


* Vezi [152] 
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423, DEFINIȚII 


4.2.3.1. Egalitatea a doi tazori, Doi fazori V, 9i V, sint egali, dacă modu- 
lele lor sînt agale şi argumentele lor sint egale, deci dac 


vV = Vi şi Pi = Pr 


Ond fazorii sint exprimați sub forma algebrică, Vi = at jb și 
Vy = a, + jbo, egalitatea lor aro loc dacă 


a= Şi b = bs, 
ceea ce se obtine imediat dacă se sêrie 


o + bi = a +b 


şi se aplică unele proprietăți ale proporțiilor. 


4.2.3.2. Fazor nul. Un fazor V = a + jb = V= este nul, dacă modulul 
său este nul, V = 0. Din relația 
V =| b = 0, 


rezultă că ea nu va fi satisfăcută decît dacă relațiile 


sint satisfăcute simultan. 


4.2.3.3. Fazori conjugați. Doi fazori sînt denumiți fazori conjusaţi dacă au 

același modul, dar argumentele egale şi de semn contrar (fig. 4.17). Se deduce în 

consecință, că tazorii conjugaţi sînt simetrici față de axa 

CĂ y ia Dacă se cunoaşte fazorul V sub una din cele patru 
torme 


V =a + jb = V (osp +j sin ẹ)= V1 = Flo 
fazorul său conjugat V* are expresia 
y* 4 í jb V (008 Lu] j sin o) S F Q. 


Fig, 447, Fazori conjugași pa rauli practică, pentru a găsi fazorul conjugat unui 

azor V, se înlocuieşte j ou —j, si | n EP 
exn ladin Po dz IP ù AD SAU e cu o, chiar dacă 
xpresia fazorului V nu a fost încă redusă la una din formele clasico de mini sus 


ARG 


car 


po 


sin 
ad 
fie 


tie 


Pri 


de 
p’, 
ca 
ob 
(îi 
faz 


Odu. 


dulul 


A24, OPERAŢII CU FAZORI 


424,1. Adunarea înzorilor, Adunarea a doi sau a mai mulţi fazori se 
face în modul cel mai simplu, dacă fazorii sint cunoscuţi prin expresiile lor 
algebrice 

Vi —' 4 + jb și Va = da -4 jbo 
Suma lor este fazorul 

V =V, + Ya = (@ + aa) + j(bi + ba) 
care are modulul P şi argumentul e date de 


bth 
(ai F aa)? + (bi + ba)’, tgo = ET 
Rezultă dar (fig. 4.18) că virful fazorului V are coordonatele v = m + dz 
y = b, + ba Prin aceasta se dovedeşte că vîrful fazorului Y = V, + V, coincide 
cu punctul S$ obținut în mod grafic prin con- 
struirea paralelogramului OP SQ care are ca laturi 
pe 0P =V, şi 0Q =V, În concluzie, fazorul 
V = V, + Va se obține în mod grafic după regula 
binecunoscută a paralelogramului, fie ducînd prin 
P şi Q paralelele PS şi QS la OQ şi respectiv OP, fie 
ducînd din P un fazor PS egal şi paralel cu Y3. 
Dacă trebuie adunaţi mai mulţi fazori V, = 
= a; + jb; (ù = 1, 2,...,n) suma lor se exprimă 
prin fazorul 


LA = Xa +jăb; Fig. 4.18. Adunarea a doi fazori. 
cu 
V= VEn GC și te o= i. 


Prin calcul grafic, fazorul V, sumă a mai mulți tazori, se obţine construind 
poligonul fazorilor Vy, Vos... Va: 

Dacă fazorii sînt reprezentaţi exponențial sau 
simbolic, pentru a-i înguma prin calcul, ei trebuie 
aduși mai întîi la forma algebrică, Adunarea gra- 
fică se poate tace însă, oricare ar fi exprosiu anali- 
tică a fazorilor. 

„Diferenţa a doi fazori V' = V, — Va are ox- 
presia 


V = V, = V; = a ~ a + j (b, — ba) 


a o Ai lira 
de unde se poate stabili modulul V’ și argumentul 
9. Dacă se serie V’ = 4 +4- (~Va), tazorul V' apare Fig, 419. Diferenţa a doi fazori. 
ca suma dintre fazorii V, gi — Va, Î n consecință, V’ se 


"obţine grafio ducind prin virful lui V, un fazor egal dar de sens contrar ou F, 


(fig, 4,19), Be constată uşor că V’ se poate obti i si ; A 4 
ud Je A Y. j jine ; vânturi 
tazorilor V, și Vu, i Į ține mai simplu unind virturile 
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Suma unui fazor cu conjugatul său este egală gti părţii reale a 
fazorului dat, iar diferența, cu dublul părţii complexe; atie 


Poem daV i V= yT, 


ceea ce se poate verifica uşor: 


4.2.4.2. Înmulțirea fazorilor, Ou doi vectori spaţiali Y, și Va se pot face 
două feluri de produse : unul numit scalar sau interior, care este o mărime scalară 
a cărei valoare este dată de relația V, Va cos (pi — q,) Și al doilea numit vectorial 
sau eaterior, care este un vector avind modulul egal cu VV sin (91 — 93) Şi 
direcţia perpendiculară pe planul celor doi vectori. îs a f 

Ou doi vectori de timp sau fazori, asociaţi unor funcții periodice alternative 
sinusoidale de timp *, se poate obţine un produs prin înmulțirea algebrică a 
fazorilor. Acest produs este foarte mult; folosit; de electricieni pentru întocmirea 
diagramelor fazoriale şi pentru exprimarea unor mărimi fizice caracteristice. 
Valoarea acestui produs este un fazor avînd modulul egal cu produsul modulelor 
fazorilor factori și argumentul egal cu suma, argumentelor fazorilor factori. El 
poate fi deci un fazor care se roteşte cu aceeași viteză ca şi unul din factori 
sau cu o viteză egală cu dublul vitezei de rotație a factorilor. 

Acest produs se numește produsul algebric sau simbolic al fazorilor. 

Fie fazorii 


V, = m tibi şi Va = @ + jbo 


produsul acestor doi fazori se obține înmulțindu-se algebric cele două expresii 
şi ţinîndu-se seama de convenția ce s-a făcut că j? = — 1. Se obţine astfel 


Y = VV, = (aa + ba) (aa + jb) = (aaa — biba) + j(@abı + ba). 


Modulul acestui produs este 


V= Vla a — biba)? + (abi + ab) = 


= (aaz — Basazbiba + D303) + (030: + 200b, ba + aibă) = 


= Vas + bi) (a + bi) = 7, Va 


adică este egal cu pr 
odusul modulelor celor doi fazori a i 
produs este dat de relaţia oi fazori. Argumentul acestui 


b | ba 
ab, A al, a AAEN 
tg 9 = ut pă = aa tB pot tE e 
2 N 
aa — biha e LABA -tentea O hi a) 
Ag Ca 


afin 20 oo > $ 
adică este egal cu suma argumentelor celor doi fazori 


* Prin analogie pr 
è procedeul poate fi exti Er AAH ER 
sinusoidale spațiale, i fi extins și vectorilor asociați functiilor periodice alternative 
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La acost rezultat so poate ajunge mult mai simplu, dacă se folosește 
roprozentaroa exponențială. Se obţine astfel 


(Vilai) (Va lea) = Vi ei: Vy a = VV, dato = VV dg + a 


În cazul efectuării unui produs algebric al fazorilor cind aceştia sînt 
E ii sub forma algebrică, operaţia poate fi efectuată, utilizindu-se schema 
indicată mai jos. Fie de efectuat produsul 


ZI = (a + jb) (aa + jba). 


Se scriu termenii celor doi factori unul sub altul 
MW d 
b, b, 


şi se efectuează produsul urmînd indicațiile săgeților, produsul b, b, înmulţin- 
du-se cu —1 (fig. 4.20); sumînd rezultatele obținute, se obţine în partea stîngă 
partea reală a produsului iar în partea dreaptă, partea sa complexă. 


-b,b AD > d bo 
0; l2 -bb 2,82 + 22 by 
Z > (0,02-6,6) +j (ap b>+ azb) 
Fig. 4.20. Schemă pentru efectuarea produsului a doi fazori. 


Utilitatea acestei scheme apare mai evidentă în cazul efectuării unei sume 
de produse a doi fazori. În acest caz se fac produsele așa cum s-a indicat mai sus 
și se face adunarea algebrică a tuturor rezultatelor parţiale obţinute în stinga, şi 
în dreapta, obţinindu-se astfel dintr-o dată partea reală şi partea complexă a 
fazorului care reprezintă rezultatul operaţiei efectuate. în figura 4.21 este 
calculată în acest mod operaţia 


P = (34 j6) (1 — j7) -+ (5 + j9) (8 + j2) + (12—j1) (8 — j4) = 159 + jan? 


ai Produsul algebric a doi fazori se poate efectua şi grafio printr-o construc- 
ție simplă, Într-adevăr, fie V, gi V, cei doi fazori (fig. 4.22). Pe axa reală se ia în 
OA un fazor unitate, Ve = 110, și se uneşte virful său cu virful fazorului F, 
obținindu-se un triunghi, Pe tazorul V, se construieşte apoi un triunghi asemenea 
y Eg TIONI Y azor Fac a y 
cu triunghiul precedent, luindu-se fazorul V, ca latură omoloagă cu QA. Fazorul 


OV obţinut este fazorul produs căutat, Într-adevăr, din asemănarea celor două 
triunghiuri rezultă 
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voi = VYo = Vant ha -— 
căci prin construcție 


x% A0Y = pat Pz 


-133 -0—9 


zap e 
za < 


- 0 O 


menee 
181 — 22 =159 88 -77=1 
P= 139 +7] 
Fig. 4.21. Schemă pentru efectuarea sumei a mai Fig. 4.22. Produsul a doi fazori. 


multor produse a doi fazori. 


Ca un caz particular, fie de calculat produsul dintre un fazor şi conjugatul 
său. Avem 


V=a+jb şi V*=a—jb. 


Rezultă 
Vp =è +b, 
adică produsul acesta este o cantitate de argument nul, deci situată pe axa 
origine de fază. 
ră ponsecintă, Ppzgananli dintre un fazor şi conjugatul său este egal cu 
EY = Pa. 


4,2,4,3, Împărţirea tazorilor, N i ire i 
„tera R R or © vom ocupa numai de împărţirea algebrică 


ra care interesează în construir iagt 
peeh ea diagramelor. 


V, = @ + jb, şi AS Oa + jda 


490 


Citul acestor fazori este un fazor a cărui expresie analitică este 


pa Wati (a ih) (o — ib) aa + biba jah asha, 
aia T Vs aa + jbo ah bă ag + bg až + b2 


Modulul acestui fazor este 
v = [e F 
ag + 03 ( a3 + ba 


(aa, + biba)? + (aab; — a,b)? = 


az + b3 


V+ vw, 
Vèt v 

adică este egal cu cîtul modulelor celor doi fazori. 
Argumentul acestui fazor este dat de relația : 


azb, — aiba bi ba 
a TI IE pr RER 
+1 monia abia, ai a O tags tag, = tg (pı —e2)- 
aaa + bib aa, + bib, Aar ba da 1-+ tg qa t8 fz 
a + ba a Ca 


Ca și în cazul înmulţiri, rezultatul acesta se poate obține imediat în 
gatul cazul reprezentării exponențiale sau simbolice a fazorilor. Într-adevăr vom avea 


Rezultă dar, că rezultatul împărțirii algebrice a doi fazori de timp, asociaţi 
funcţiilor periodice sinusoidale de timp *, va fi un fazor avînd modulul egal cu 
citul dintre modulele celor doi fazori şi argumentul egal cu diferența argumente- 
lor acestora, E1 poate să fie deci un vector rotitor, care se roteşte cu aceeaşi 
viteză și în acelaşi sens, sau în sens contrar, cu viteza vectorilor consideraţi, 

gx% fau poate fi un vector staționar. 
e | Fazorul cit a doi fazori se poate obține printr-o construcţie grafică simplă, 
observind că relația 


l cu ! y 
J | VT s = 

| Va 

| 

Be poate gerie 
| V w 
PRE VĂI 
epi pf AE A T 
elot: unde V, = 1 |0 este fazorul unitate luat pe axa originei de fază. 
j. 
* Acecagi observaţie ca și în nota de la pagina 488, 
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da pote i îirful B 

Fio 04 = Vy OP = V, tazorii daţi și 0D = Ko pea ii DA Lutnă 

l tazorului V, ca virful O al fazorului Vo; 50 0 fpa pete fa iunghiul 
regla | log cu fazorul V, = 0B,se construieşte triunghi 


tazorul V} = OA ca bază şi omo. (a P atat, 
6 ii i -orul OG obţinut este fazorul ¥ cautat 
C gi e DIA, din Sai sorta celor două tri- 


unghiuri se deduce 


sau 


OBSERVAȚIE : Atât la înmulțire cât și la 
împărţire, la construcţia triunghiurilor asemenea, 
Fig. 4.23. Citul a doi fazori. trebuie să se ţină seama de ordinea de succesiune a 
fazorilor, în caz contrar obţinîndu-se rezultate eronate. Astfel, de exemplu 
în figura 4.23, fazorul OD = Ve fiind în urma fazorului OB = Va, rezultă că şi 
omologii lor vor avea aceeași succesiune : 00 = V trebuie să fie în urma fazoru- 
lui 0A = V.. 
4.2.4.4. Ridicarea la puterea n-a a unui fazor. Fie fazorul Veve = 
= V |ọ. Ridicarea acestui fazor la puterea n, pozitivă sau negativă, întreagă 
se face în mod analog ca la numerele complexe. Se obține un nou fazor V’, 


V = V= V" = vng 


cu modulul V” şi argumentul nọ. 

Se poate ajunge la acelaşi rezultat, dacă se pornește de la expresia algebrică 
a fazorului. Calculul este însă mai la borios şi nu prezintă nici un interes. 

Construcția grafică a acestei operații 
este foarte simplă numai în cazul puterii 
a doua. 

Pentru ridicarea la pătrat, această con- 
strucție se poate efectua fie folosind meto- 
da indicată la efectuarea unui produs, 
fio. folosind construcţia indicată în fieura 
4. . h i i 
4,24. : Se construieşte dreapta OB cu argu- 
sasata d ga. care dă direcția fazorului 
putere Yi. Pe o perpendiculară în O pe OB 
se ta segmentul 00 =0A =F f 
pi ce 19 = UA = FV. ln sens con- 
i Re OB se ia segmentul ỌD = fo 
=1 20 -l fas y va p z să 
CU Pa x mo R TERE Sa Suee NEN 
A Contrul pe BD gi trocin Si 
C și D, care i q prin 


Fig, 4,24, Ridicarea la pătrat a unul fazor, 
virfurile 


ghiul dreptunghic DOB rezultă determină punctul B, Din triun- 


00? = OD: ÖB 
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| 


iasc 


120 +7 T GS 


DE = p' = 9 = V? |29 =V? 
0D z 


4.2.4.5. Extragerea rădăcinii de ordinul n dintr-un fazor. Fie fazorul 
V = V e. A extrage rădăcina de ordinul n din acest fazor înseamnă æ găsi un 


fazor W, care ridicat la puterea n, să dea fazorul V. Dacă W şi 0 sint respectiv 
modulul şi argumentul fazorului W, atunci vom avea 

W'=—YV sau Wmo =F le 
relaţie care ne conduce la BIRtornul de edisti D 

Me şi n0=e+2kr, 


unde $ este un număr întreg. 
Se deduce imediat 


it 
w= şi Omi 


k fiind arbitrar, există deci o infinitate de valori pentru 0. Unele dintre aceste 
valori însă diferă între ele-printr-un multiplu de 2 z. Într-adevăr, fie k, şi k, 
două valori oarecare ale lui k pentru care corespund valorile 0' şi 0”. Vom avea 


F = (PP spa 


Dacă însă diferența kı — k, se divide exact cu n, diferenţa argumente- 
lor 9 — 0” devine un multiplu întreg de 2m şi deci două asemenea argumente 
duc la un acelaşi fazor W ; în consecință, nu pot fi considerate distincte. Dacă 
se fixează, spre exemplu, valoarea lui k., lui k, i se poate da una din valorile 

0, 1, 2,...„n—l (4.30) 
și argumentele respective vor fi 
Oor Ois acea Cuca 

Pentru orice altă valoare s-ar da lui k, în afară de cele din şirul finit (4.30) 

va rezulta un argument 0 care nu va fi distinct de cele n argumente de mai sus. 


ntr-adevăr, împărțind pe X, — ha cu n se obține 


She a Ran) 


* Deoarece |n) = cos n 0-1 j sin nO =|e = cos p + ] sin q, din care se deduce cos n 0 = 
=> cos e șisin n 0 = sin p, sisteme care sint amindouă satistăcute simultan de soluția nt = p+atr. 
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rul finit (4.30). Dacă 0, este argumentul 
i R, ţinind seama că diferența kı — kz 
g — rezultă 


în care R este unul din numerele din şi 
corespunzător unei valori oarecare & lu i 
se divide exact cu n — conform ipotezei de mai su 


W—0,=207 


şi deci 0’ nu este distinct de Oa. s 
Pentru simplitate se in k = 0; aceasta nu restringe generalitatea pro- 
blemei, ci determină numai o anumită, ordine a argumentelor. ; : 
Deci fazorul V are m rădăcini distincte, avind fiecare același modul și 
diferind între ele prin argument. Expresia acestor rădăcini este dată de relaţia 


2,2, (k =0, 1, 2,..., n—1). (4.31) 


wer 


Reprezentarea grafică a rădăcinilor unui fazor dat se obține construind 


un poligon regulat cu n laturi înscris într-un cere de rază /V şi cu centrul în 
originea axelor de coordonate, fazorii rădăcini respective fiind razele corespunză- 
toare fiecărui virf; prima rădăcină corespunde lui k = 0 și are deci argamentul 


(fig. 4.25)*. 
n 


Un calcul grafic direct nu se poate face decît pentru cazul particular n =2. 
Construcția grafică este analoagă cu cea utilizată la ridicarea la pătrat a unui 


fazor (fig. 4.26). Se duce direcția OB de argument P și pe aceasta, normala în 
2 
origine direcția CD pe care se ia segmentul 00 = 0A =Y ṣi OD = V,. Cu ICD 


dA 


Fig, 4,25, Reprezentarea grafică a rădăcinilor 


unul fazor, Fig, 4,26, Extragerea rădăcinii pă- 


trate a unul fazor, 


. - : 
Figura a fost construită pentru cazul particular n = 8 


p 


sI 


oa diametru so duce un cero core determină punctul B., În triunghiul aogetuaiită 
OBD avem 


OB! = 00 OD mu B= |00-00 
de unde rezultă 


ÖB = V’ = Pea- G-s 


A doua rădăcină o constituie un fazor egal, ca modul, gí în opoziție. 


-E-S-e-r 


4.2.4.6. Derivarea și integrarea fazorilor. Fie fazorul 
y = V e1, 


în care unghiul ọ este o funcție de timp, oarecare. Aplicind acestei expresii 
regulile obişnuite de derivare exponențială, se obține 


AVE Vo, BX , 
: jV e aTi V (4.32) 


Rezultă dar, că prin derivare se obține un nou fazor, avînd modulul 
(2) şi rotit cu înaintea fazorului dat. 


Expresia (4. E se poate obţine şi direct (fig. 4.27). Fie OA fazorul dat, 
de modulul V şi de argument ọ, ọ fiind o funcţie de timp oarecare. 


Pentru o creştere foarte mică a timpului 3, fazorul OA se va deplasa în DA” 


iar argumentul său va creşte cu pọ. Creşterea fazorială a fazorului este AA! — 
= V, care are modulul) õp şi argu- 


mentul e + i Rezultă că 


3V = Yge’ (9*7) = Z% dt eh, 


deoarece 


E T T 
g z= c07 t jsin-=j 


fi deci 


sau, trecind la limită, se obține tocmai relația (4.32). 
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Derivatiele succesive ale fazorului V sint 


9 2 
= jap ayia 
at — dă dl — dt? 


ete. ; 
Dacă Di Consi. ceea ce este, în general, cazul în electrotehnică, p 
dt : 


fiind o funcţie liniară de tip (de exemplu e = e t), atunci derivatele succesive 
iau formele simple 


2 3y 5 3 aiV dọ \* 
ae difin dt? atij t dtt dt = 


şi așa mai departe. 
Pornind de la expresia (4.32) 


se deduce 


Rezultă dar că, prin integrar i 
ă dar că, prin integı are, se obţine un nou fazor avind modulul [© 
de 


s 7 qt 
rotit cu zi în urmă tazorului dat. 


4,2,4,7, Transtor i 
a 8241, narea unei relatii într ărimi iodi 
sinusoidale într-o relație între fazori ERTES panado 


T LRE PR alternative 
i, Fio ecuaţia diferenpială i 


esu+ Ripr Wtf 2 
Ta TINU ghadi M ră (434) 


în care e, u, în Şi ù sînt funcţii periodice alternative sinusoidale de timp, avind 
însă toate aceeaşi pulsaţie. 


Această ecuaţie, trebuind să fie satisfăcută în orice moment de funcţiile 
periodice alternative sinusoidale respective, va trebui să fie satisfăcută şi de 
cantităţile complexe asociate care le reprezintă, 


Pentru a arăta aceasta şi pentru a arăta cum se poate trece de la această 
relație la relaţia corespunzătoare în cantități complexe, vom demonstra urmă- 
toarea 


Teoremă. Orice ecuaţie de forma 
(U, Vas sc: 0...) = 0, 


în care v; sînt funcţii periodice alternative sinusoidale de timp şi intră în ecuație 
sub forma unei combinații liniare a lor, a derivatelor lor şi a integralelor lor, 
poate fi transpusă într-o ecuație, de aceeaşi formă, în cantități complexe, în 
care funcțiile v, sînt înlocuite prin fazorii asociați corespunzători V,, derivatele 


=i prin joY, şi integralele foar prin N, 
jo 
Fie o ecuație integro-diferenţială de forma 


Togi 0 oco) 2h PB, = JL z0, fvat = 7, CS5 


în care A,, B, şi C, sînt constante, independente de v, şi de t, şi fie 


v; = V, V2 cos (ot — pi) şi o! = V, VZ sin (ot — ọ;) 


w; =W; V2 cos (ot — 9) şi wi = W, Va sin (ot —y;). 
Rezultă : 


dv; 


me oV, V2 sin (ot — p) = — ov? 


? 


1 „æ 
fo, di = = Y, Va sin (ot — qi) = vi 
dv! = 
= = oV, VZ cos (at — și) = ov (4.36) 
lw ai 
= = — oW, VF sin (ot — p) = — ow, 


di 


32 — c, 228 : 497 


Ou acestea, ecuaţia (4.35) se scrie 
Cip! = (4.37) 
BAN kerem EBW -+ Zoo == Zw, 


f ; lia jE A 
Derivind ecuația (4.37) în raport cu timpul Și împărțind-o cu o, 
obţine 


G, , 
XApi + 2oBy, — D v, = Zwi 


Înmulțtind ecuația (4.38) cu j şi adunînd-o cu (4.37) se obține, ţinind seama 
E 
J 


: gip Gi ce PRE E 4.39 
Alo, + jv) + ZjoBio, + jv) + 2 i (w; + joi) = E (w; + jwi) (4.39) 
Dar 
v; + jv = V: y2 cos (ot — ọ;) + j sin (ot — ọ;) =y; 
şi 


w, + jwi = W, V2 cos (ot — 9) +j sin (ot — Ņ;) = W; 
astfel că relația (4.36) devine 


DAVE EjoB V, + Za, = XW, Q.E.D. 
y st) 


De aici se deduce regula de trecere de la o ecuaţie diferenţială, legînă 
între ele diverse funcţii periodice sinusoidale, la ecuația algebrică, legînd cantită- 
țile complexe care le reprezintă. În locul cantităților instantanee se vor serie 
cantitățile complexe asociate, etfectuindu-se asupra acestor cantităţi toate 
operaţiile de diferenţiere şi integrare indicate de ecuaţia dată. 

A cazul ecuației (4.34), corespunzătoare funcționării unui circuit electric, 
e 


U tazorul reprezentind pe u, 
reprezentind pe i, 


În conformitate cu relaţiile (4.32) şi (4.33) 


I, fazorul reprezentînd pe iu Ia tazorul 


di, i ha 
mld fi reprezentat prin jo L, 


|ù di va fi reprezentat; prin — j h a 
(0) 


di; pi 
-—- va fi reprezentat nrin iaT 
q Ve H reprezentat prin jZ, 


) 


) 


od bd AN Î mamei 


astfel, încît ecuaţia (4.34) se va serie 


U = RL, + Lol, —j A + jMo I. (4.40) 


4.2.4.8. Transformarea unei relații între fazori într-o relaţie între mărimi 
periodice alternative sinusoidale. Trecerea de la cantitățile complexe la funcțiile 
periodice sinusoidale sau la valorile instantanee ale curentului alternativ este 
tot atît de uşoară, 


Această trecere se bazează pe reciproca teoremei precedente. Într-adevăr, 
tinind seama de convenţia de reprezentare (4.2.2.5), expresia în valori instantanee 
este dată de relația 


za (zax, + ZjoB V, + X A) lut = 
je == 


= V2 aj 24, (e tin) + zioBa, + jel) + 2-a, + ini) Jar 


i 
o 
=SAg,—ZoBa! + 2 Go! = Va ax, jet = S2 (W, + jW!) = Z. 
E (> 
Tinînd seama de relațiile (4.36), se poate scrie imediat 
BAw; +B; a + zo, f w; dt = Ew. 
Pentru exemplificare, fie relația în cantități complexe 
U = Z L ap Za Iy, 
care scrisă explicit în raport cu modulele şi argumentele relative, devine 


U |0 =Z, |Y + p1 HAs x + ex» 


TȚinînd seama că argumentele absolute ale acestor mărimi se obțin adău- 
gindu-se argumentelor relative unghiul «w t, se obţine 


UlO=ulu+0= Va U cos (at + 0) 
etc., astfel, încît relaţia de mai sus se sorie 
VZ U cos(wt + 6) = VF Z, cos (ot + 4 + și) + VĂ Zualecos (at t x ++ e). 


În cazul cînd expresia analitică este dată sub forma algebrică, trecerea 
este de asemenea ușoară, Într-adevăr, fie cantitatea complexă U, reprezentind o 
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; A a ste termenul 
funcție periodică sinusoidal de pulsație o; Și aa ai 


real și termenul complex 
U= U, + ÍU: 


Această expresie se poate scrie 


U= U0, |0 + V 


T 
2 


însă = 
U, | reprezintă y2 [ZĂ cos ot, 


U, = reprezintă V2 U, cos (+3) = —V2 U, sin ot 


obținindu-se astfel 


u =]U, 2 cos ot — U,V2 sin ot = U V2 cos (ot + e) 
în care 
U= \U +U; și tg ọ= V/V. 


4.2.5. MARIMI ALTERNATIVE GENERALIZATE ; FUNCŢII PERIODICE PSEUDO- 
SINUSOIDALE 


4.2.5.1. Definiţii. La studiul circuitelor electrice în regim tranzitoriu 
apar curenți sau tensiuni care pot fi reprezentați prin expresii de forma 


a = A [2 scos (Qt + y) (4.41) 


a = A V2 “sin (Qt +4). (4.42) 


„Aceste mărimi se numesc mărimi alternative generalizate, sau mărimi 
periodice pseudo-sinusoidale. 


În aceste expresii 3 este factorul de amortizare al undei respective, Q 
A E e 27 A 
pulsoția sa proprie și 0 = a perioada sa proprie, care se mai numeşte şi 


pacudoperioadă, deoarece unda se deosebește de o undă altern 
obișnuită, Într-adevăr, la acest fe A 
funcţie variabilă în timp. 
Factorul de amortizare 5 put 
feluri de unde : T 


A : ni BA a 

a dacă 3 < 0, amplitudinea undei tinde exponențial către zero cînd 

pu ete necontenit; unda respectivă se numeste periodico amortizată ; 

— LA Pi £ F i i f zi 4 

serp daca 8 > 0, amplitudinea undei creşte exponențial către infinit odată 
m timpul; unda se numește periodic autoîntrejinută ; : 


; e01 ativă sinusoidală 
lde unde amplitudinea, poate fi considerată ca o 


înd fi pozitiv sau negativ, se deosebesc două 
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— dacă 3 = 0, amplitudinea undei este constantă și unda respectivă este 
analoagă undei alternative obişnuite. 

n ceea, ce priveşte pulsaţia proprie O a undei, aceasta, se consideră întot- 
deauna pozitivă ; ea poate fi uneori nulă și, în acest; caz, unda respectivă devine 
aperiodică şi anume, amortizată dacă 5 < 0 sau autointreţinută dacă 3 >0; 
dacă ò = 0, avem de a face cu o mărime constantă, 

„Funcţiile reprezentate de relaţiile (4.41) și (4.42) se numesc funcţii 
periodice pseudo-sinusoidale. 


4.2.5.2. Fazorul asociat unei funcții pseudo-sinusoidale. Procedind în mod 
analog cum s-a procedat cu funcţia alternativă sinusoidală (par. 4.2.1.), funcției 
periodice pseudo-sinusoidale (4.41) sau (4.42) i se poate asocia un vector plan 
de forma 


V = An = AO + g. (4.43) 


Argumentul acestui vector fiind o funcție de timp, el se va roti în mod perma- 
nent în jurul originii sale cu viteza uniformă Q, egală cu pulsația funcției alterna- 
tive sinusoidale ; vectorul este deci, şi în acest caz, un vector învîrtitor. Proiecția 
sa pe axa origine de fază, respectiv pe axa complexă este identică — cu aproxima- 
ţia constantei /2 — cu valoarea instantanee a funcţiei dată de relaţia (4.41), 
respectiv (4.42) şi, în consecință, fazorul V dat; de relaţia (4.43) poate reprezenta, 
în orice moment aceste funcţii. Prin analogie el se va numi fazor generalizat *. 

'Pinînd seama că amplitudinea acestui fazor este variabilă exponențial în 
raport cu timpul şi viteza sa de rotaţie fiind constantă — mişcarea de rotaţie 
fiind deci uniformă — locul geometrie al vîrfului fazorului (4.43) este o spirală 
logaritmică (fig. 4.28). 

Ca şi în cazul funcţiilor periodice circulare simple, este necesar ca la 
începutul studiului, să se fixeze convenţia de reprezentare adoptată. În cele ce 


Fig, 4.28. Hodograful fazo= 
rului generalizate 


$<0 >l 


urmează s-a convenit a se asocia fazorul (4.43) functiei periodice pseudo-sinusoi- 
dale (4,41), ; Ş 

H În acest caz trecerea de la fazor la funcția corespunzătoare se face prin 
relația 


a= 8Y 


* Atunci cind nici o confuzie nu este posibilă, se poate utiliza şi denumirea simplă de fazor. 
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în cazul cind s-ar fi convenit a se asocia fazorul (4.43) funcției (4.42) 


trecerea s-ar fi făcut prin relaţia 
a = |23 Y 


Pentru a putea utiliza reprezentarea cf pg ară i A Fa tai 
i i le, se presupune că sis j a și 
= fapte ra paza Ni ay Vectorul apare astfel staționar, amplitu 
dinea sa variind exponențial în raport cu timpul. 


4.2.5.3. Viteza unghiulară generalizată. Punînd 
p=% +j} (4.44) 
expresia (4.43) poate fi scrisă 
V = A 2+, (4.45) 


Aceasta revine în a considera funcția periodică pseudo-sinusoidală, ca o funcție 
periodică a cărei pulsație este o cantitate complexă 


Q@=90-—jè=— jp 
Punînd deci i 
p = 9, 
relația (4.45) devine 
V = Asa, 


care este asociată mărimii instantanee 
a = |2 3V = A Y2 cos (Qt + y), 


în care Q este pulsația complexă definită mai sus. 

Interpretarea geometrică a cantității complexe (4.44) este următoarea : 
Viteza într-un punct M al hodografului vectorului (4.45) este tangentă la acesta 
(fig. 4.28) şi poate fi considerată ca suma geometrică a unei componente Q 
perpendiculară pe vector și a unei componente ò de-a lungul vectorului. Această 
viteză se exprimă în cantităţi complexe prin relaţia (4.44) şi se numeşte viteza 
unghiulară generalizată. 


4.2.5.4. Operații cu fazorii generalizaţi. Cu aceste elemente, toate regulile 
cunoscute pentru cazul funcţiilor periodice sinusoidale cu amplitudinea constantă 
se aplică și în cazul funcţiilor periodice pseudo-sinusoidale cu amplitudinea 
exponențială ; pe aceeași diagramă se pot; reprezenta, toţi fazorii care au aceeaşi 
viteză unghiulară p ; ei pot ti adunaţi, scăzuţi, înmulţiţi, împărţiţi ete. 


O deosebire apare numai în cazul derivatei şi integralei acestor fazori, 


deoarece în acest caz acestea nu mai sînt detazate cu E 
9 


á 


înainte sau în urma 
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2) 


| funcției respective, ci cu unghiul g sau m — a după cum 5 este pozitiv sau nega- 
| tiv, unde s-a notat 


Q 
teg = =. 
jì- BVE Je 
Şi i i 
u- Într-adevăr, derivînd relația (4.45) se obține 
av tă i | 
F = pAerti = (ò + jQ) V = pV (4.46) 

4) 

Fazorul m reprezintă deci, rezultanta dintre fazorul 3 V, avînd aceeași 
5) direcție cu V şi fazorul Q V, difuzat cu > înaintea lui V (fig. 4.29). 
ie 

N 
ooa Svit 
Fig. 4.29. Diagrama fazorială a derivatei şi integralei unui fazor generalizat. 

2 Integrind acum expresia (4.45) se obține 
La : a 
O 1 1 1 v 
z e =-V=.- V = (ò — jQ) —=— 44AT 
b | (ra 4e sia patra La (ZI ISA (4.47) 

Fazorul |V. dt reprezintă deci rezultanta dintre fazorul —8-— Y, avînd 
le a wpa — 
iA | aceeași direcţie cu V gi tazorul pa Y detazat cu S în urma lui V (fig. 4.29) 
ȘI | direcția fazorului reprezentînd integrala fazorului V oste conjugată direcției 
i | fazorului reprezentind derivata tazorului Y faţă de direcţia lui V. 
f1 

4.2.5.5, Trecerea de la ecuaţiile diferențiale în valori instantanee la 
e ecuațiile în mărimi fazoriale generalizate și invers, Trecerea de la ecuația 


| 
| 
I 
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i mi fazoriale şi reciproc se face înlocuind simbolul =- 
diferențială, la ecuaţia în mărimi fazoriale şi reciproc se iace i îi 


g i GA i REA 
prin p, simbolul 5 prin p? şi, în general, simbolul ~a prin p”; ținînd seama, 
să i [să 


de faptul că integrarea este operaţia inversă derivării, se înlocuiește simbolul 


age al 
| ) dè prin + şi, în general, ij | ( )dt aiy 
p OLO 2 p 
în cazul trecerii de la ecuaţia în mărimi fazoriale la ecuația diferențială în 
valori instantanee, se procedează în sens invers : se înlocuieşte p prn simbolul 
Š ete. şi A prin simbolul Í ( ) dt etc. 
p 


Procedeul indicat mai sus se justifică imediat. Fie ecuaţia integrodiferenția- 
lă de forma 


so dis aa zofo dt = Iw 
dt 


în care v este o funcție periodică pseudo-sinusoidală de t. Dacă vectorul asociat 
acestei funcţii este V, atunci conform celor arătate mai înainte (par. 4.2.5.2) 
rezultă că 

funcţiei v îi corespunde fazorul V 


a o GO ye 
derivatei En îi corespunde fazorul p V 


P 


integralei f v dt îi corespunde fazorul +V 


funcției w îi corespunde fazorul W, 
astfel că ecuația de mai sus se scrie 


ZAV + ZBpV + ÊY = 2V, 


w |a 


rezultînd astfel tocmai operația înlocuirii indicată mai sus. 


Aplicînd acestei ecuaţii înlocuirea inversă jì ia di i 
; a inversă, se obține ecuaţia diferenţială 
de la care s-a plecat. : ta diren pată 


OBSERVAȚII: Înmulțirea cu p a unei ecuaţii în cantităţi complexe 
generalizate echivalează cu derivarea, în raport cu timpul a ecuaţiei diter anţiale 
corespunzătoare și reciproc ; p este considerat ca un operator de derivare în "Ap 
mod, efectuarea unei integrări asupra unei ecuaţii diferențiale în alani în ti ta- 
nee echivalează cu o împărțire prin p a ecuatiei asociate în cantități iai dare 


A 1 
zenevalizate ; — este considerat c perator de ù 
g te; = este considerat ca un operator de integrare, 
E Eey Ap ireoare în cele două moduri de exprimare este în cazul acestor 
une f ieil decit în cazul funcpiilor alternative si i inla a 

| | ) ornative sinusoidale simple, Pentr 

4 or a Lă + $ ; e a tei, a 

ușurința calculatorilor se întocmesc tablouri de trecere (tab. 4.1) Apaneni 
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ca 


de 


= 


= 


Tabloul 4.1. 
TRECEREA DE LA RELAȚIA ÎNTRE FAZORI LA RELAȚIA ÎNTRE FUNCŢII PERIODICE PSEUDO- 
SINUSOIDAL 
Fazori | Funcții periodice pseudo-sinusoidale 
v v= P Ve è cos (Qt + y) 
pY v = V Va VS F O eè cos (Qt + Y +a) cu tga=2 
O — ` 
pT. v = Va (8? + 9?) că cos (Qt + Y + 2a) 
py »=V V2 (82 + Q2)”/2 că cos (Qt + Y + na) 
1 vV Va es! 
a = — z= 
p- 0) En cos (Qt + Y — a). 


Calculele se fac urmînd operațiile indicate de operator. Pentru exemplifi- 
care, fie să calculăm expresia p*V . Se obține succesiv 


py => (3 + jQ) y gt tiOt+y) = yV gê! [(82 i Q2) city) + 2jõQ i+ ] = 


= Ve [(92 — Q?) Ato + 230 ei(ai+v+ =), 
sau, trecînd la funcţia periodică pseudo-sinusoidală corespunzătoare, 
v = V V2 că[(32 — Q?) cos (Qt + y) — 230 sin (Qt + y)] = 


= V V2 (82 + 02) e cos (Qt + Y + 2a), 
deoarece J 


e şi cos 2a = 


Q AIA 230 
SUNRE F - = a o SD AA = eeraa 
tga 3 » rezultă tg 2a e p Qe 2 + 


“În același mod se calculează, oricare expresie din tabloul 4.1, precum şi 
expresii mai complicate. Astfel, dacă se obţine ca rezultat al calculului expresia 
complexă, 


Y =Y, + p'a 


valoarea instantanee a acestei mărimi se sorie imediat ţinînd seama de expresiile 
echivalente date în tabloul 4,1 ; se obţine 


v = V, VZ e cos (Qt + Y) ++ Vald? -+ QE eè cos (Qt + Y + na). 


43. CURENTUL ELECTRIC ALTERNATIV SINUSOIDAL 


4.3.1, PRODUCEREA FORŢEI ELCTROMOTOARE ALTERNATIVE SINUSOIDALE 


La baza producerii curentului continuu stau numeroase fenomene fizice, ca 
de exemplu, fenomenele chimice (pile şi acumulatoare), termice (cuplul termo- 


electric), mecanice (pieroelectricitatea;), luminoase (celula fotoelectrică), feno- 
4 menele de inducţie, ultimele fiind folosite mai 


ales pentru producerea curentului continuu în 
instalaţii energetice. Curentul alternativ poate 
fi produs numai prin fenomene de inducție în 
maşini de curent alternativ. O asemenea ma- 
şină poartă numele de alternator și este ară- 
tată schematic în figura 4.30,a. Ea are un 
wotor care se roteşte cu viteza n rot/min. 
Rotorul are o construcţie specială, formînd un 
număr de poli a căror înfăşurare este alimentată 
cu curent continuu numit curent de excitație, 
astfel, încît să producă un cîmp magnetice cu 
mai mulți poli, care se succed regulat în ordi- 
nea N—S—N—S... etc. ; în cazul din figură, 
maşina are 2p = 6 poli sau p = 3 perechi de 
poli. Statorul are mai multe conductoare, 
situate în cîmpul magnetic produs de rotor. 
În figura 4.30, b s-a reprezentat variaţia 
inducției magnetice la periferia statorului, 
de-a lungul arcului abc determinat pe stator 
de axele de simetrie aa’, bb’, cc' ale rotorului“. 
Arcele egale ab şi be se numesc pași polari 
şi se notează cu 7 iar valoarea maximă a 
inducției cu B,. De-a lungul arcului abc, 
inducția variază sinusoidal conform relației 


B = B, sin Êz, (4.40) 


T 


Fig. 4.30. Paneipiui producerii forțeielec- în care z este arcul variabil de pe periferia 
m n ` d z 
romotoare alternative, talora de la punctul notat a la un punct 
ix oarecare de pe periferia statorului. Inducţi: 
E Ra A. eca ( sta $ ucția 
e ei p ponesie a, b, c Şi este maximă la mijlocul arcelor ab, be şi ana- 
g T OPSA 0) ie s mmaopio periodică alternativă sinusoidală spațială. 
"ul se roteşte cu viteza n (rotații pe minut) fată di 
R š a AETA 929 saţii pe minut) față de unul din 
E vidam ele atai ului (de exemplu față de conductorul (7), N magnetic 
A aiae nan iz, a poea n am ţine cîmpul imobil şi s-ar roti statorul 
Beaz Za 4 sens contrar rotirii statorului. De iau 
A 5801 | stat „Dacă D este diametrul 
cercului pe care sint așezate conductoarele statorului, atunoi Se: 


De mine apon, 


, 60 60 
căci 2pr = x D, 


+ t a Li à 
Axele aa',,., se numesc axele neutre ale maşinii, 


Conform legii inducției electromagnetice, în conductorul respectiv, care 
ate lungimea Z, se va induce o forță electromotoare 


e=Blv=8B,lw sinin. (4.41) 


Dacă se ține seama că 
a=vt, 
rezultă 


2 up 
"= Bu DAIA ai rpn 


t, 
60 60 


` 


deci forța electromotoare indusă este sinusoidală şi are pulsația 


__ 2mpn 4 
OS A (4.42) 


Frecvența forței electromotoare induse este, în consecință, 
La) 
fete (4.43) 


Întrucît frecvența unui curent alternativ trebuie să fie constantă, rezultă 
că viteza n cu care se roteşte rotorul trebuie să fie constantă. Această viteză se 
numeşte viteza de sincronism a alternastorului. 

Relaţia (4.43) este extrem de importantă în tehnica curenților alternativi 
şi ea ne arată că, pentru o anumită frecvenţă viteza de sincronism a unui alterna- 
tor nu poate fi aleasă oricum. Într-adevăr, numărul de poli, respectiv de perechi 
de poli, ai unei maşini nu poate fi decît un număr întreg şi deci nu poate urma 
decît şirul numerelor naturale. În consecinţă, la frecvența industrială f = 50 Hz 
vitezele de sincronism ale mașinilor sincrone vor fi 


Numărul de perechi de poli p îl 2 3 4 aa e 
Turaţia de sineronism 
n rot/min 3 000 1 500 1 000 "750 
Notind cu Q viteza unghiulară a rotorului, 
(ee i d 
60 


rezultă că, între această viteză unghiulară și pulsaţia forţei electromotoare 
indusă în mașină există relaţia 


o= Q, (4.44) 
ceea ce dă semnificația fizică a noţiunii de pulsaţie. 
Oonsiderind din nou expresia (4.41), se constată că forța electromotoare 


indusă în conductor este nulă cind w= 0, adică pentru poziția în care prin dreptul 
conductorului trece o axă aa' (bb' sau oo’) a rotorului şi este maximă pentru 


D= =, adică pentru poziţia în care prin dreptul conduotorului trece o axă 
2 f 


polară NS a rotorului, 


DOT 


| 
| 


Dacă pe stator se aşază mai multe conductoare în poziţii sta e a je 
rotor (la distanța + între ele) și se leagă în serie aceste conductoare, a capetele 
AR ale bobinajului asttel realizat se obține o forţă electromotoare egală cu suma 
fortelor electromotoare induse în conductoare. $ i 

Rio N numărul acestor conductoare, care presupunem, că formează 2a 
căi de curent în paralel. Forţa electromotoare rezultantă va fi deci 


A e me Bals 2 =P nN O, Sinot = En Sinot, 
P 2a 60 a 


căci B, Ir = BAS = 0, este fluxul ce străbate o spiră şi am notat 
mw =— şi NO == doua 


Forţa electromotoare produsă de alternator este astfel o mărime periodică, 
alternativă sinusoidală şi forma ei se datorează faptului că repartiţia cîmpului 
în întrefierul maşinii * este sinusoidală. Această repartiție este posibil de obţi- 
nut în cazul alternatoarelor la care polii sînt vizibili, ca în cazul examinat mai 
sus. O asemenea maşină se numeşte cu poli aparenţi. Repartiția sinusoidală, 
se obţine numai prin forma care se dă polilor. 

Maşinile cu poli aparenţi sînt însă maşini cu viteză mică. În cazul turbo- 
alternatoarelor, care au viteze de sincronism foarte mari, în general n = 
—3000 rot/min la f = 50 Hz, maşina va avea numai 2p = 2 poli. Pentru evitarea, 


6 


Fig. 4.31. Alternator cu polii înecați. Fig. 4.32. Cîmpul de inducție magnetică 
trapezoidală. 


i marmari na a a amp a cet i 
pierde: Tor ma caro s-a produce prin frecarea polilor în aer, rotorulacestor maşini 
eted, pe zice că mașina are rotorul cu poli înecaţi (fig. 4.31). Întăsurarea 
rotorului este așezată în niște crestături AA a (Lig. 4.31), Intăşurarea 
sa poza şte crestături care au fost făcute în rotorul cilindric. 
Boria sapate MIDI tutioare, forma cîmpului de inducţie magnetică în tre- 

ai este sinusoidală : ca ar pe ndue magnetică 
i sinusoidală ; ea are o formă trapezoidală (fig. 4.32) şi nu există 


* Se numește înirefier spali aer 
şte Intrefier spaţiul de ner dintre statorul şi rotorul unei maşini electrice 
Ş 5 
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le 
na, 


2a 


nici o posibilitate de a modifica forma polilor pentru obţinerea unui cimp cu 
repartiție sinusoidală, Este evident că şi forța electromotoare indusă nu va mai fi 
sinusoidală, ci va avea o formă trapezoidală. Dacă însă numărul de crestături 
ale statorului în care se așază conductoarele în care se induce forța electromo- 


Fig. 4.33. Forţa electromotoare rezul- 
tantă, 


toare este suficient de mare, şi conductoarele respective sînt identice, curbele 
forţelor electromotoare induse în aceste conductoare vor fi identice ca formă 
însă defazate. Cum toate conductoarele maşinii sînt legate în serie, se obține 
o curbă a forţei electromotoare induse foarte apropiată de o sinusoidă (fig. 4.33). 

Repartiția nesinusoidală a cîmpului de inducție magnetică în întrefierul 
maşinii este o cauză a producerii regimului deformant *. 


4.3.2. EFECTELE CURENTULUI ELECTRIC ALTERNATIV SINUSOIDAL 


4.3.2.1. Efectul chimie. Valoarea medie a curentului electrice şi tensiunii 
electrice. În studiul curentului continuu s-a arătat că acest curent produce 
anumite efecte de bază, ca de exemplu, efecte chimice, efecte termice şi efecte 
magnetice ; aceste efecte formează puncte de plecare pentru un mare număr 
de aplicații practice. În cele ce urmează se va arăta modul cum se comportă 
curentul periodic din aceste puncte de vedere, iar în particular se va considera 
curentul periodic alternativ sinusoidal. 

Conform legii electrolizei, efectele chimice produse de trecerea curentului 
printr-un electrolit; sînt proporţionale cu cantitatea de electricitate transportată 
de curentul electric **. Dacă curentul este variabil (se va transpune variaţia 
periodică, cu perioada T) cantitatea de electricitate într-o psrioadă T este dată 
de relația *** 


T 
= | i dt, (4.45) 


0 


* Vezi Capitolul IX, 
** Vezi [12] pag. 113, y E 
**# Se reamintește că valoarea integrale! (4.45) nu depinde de originea intervalului dă timp 7, 
astfel că această origine poate fi aleasă la timpul į = 0, 
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Un curent continuu constant care ar produce același efect chimic ar trebui 
$ 


să aibă valoarea 


T 
A E li 0 4 ay (4.46) 
med ri ja | i dt, 
i ) ului easte titatea de 
e a fost denumită valoarea medie a curentului. Cu aceasta cantitat 
edeotrioitate Q transportată de un curent periodice într-un timp T”, suficient d 
mare astfel încît să poată fi considerat ca un multiplu întreg al perioadei 7, 


se va sorie sub forma 
Q = L med Ti: 


în mod analog, se ajunge la noțiunea de valoare medie a tensiunii, care se 
calculează cu relaţia 


1 T 
Uma =| u at. 
T 


0 


Curentul alternativ, avînd prin definiție valoarea medie nulă, nu produce 
efecte chimice. Ou atit mai mult nu va produce efecte chimice curentul alternativ 
sinusoidal. Curentul alternativ din instalaţiile industriale nu are valoarea medie 
riguros nulă. Din acest motiv și acest curent; poate produce unele fenomene 
chimice, bineînţeles mult reduse, ceea ce explică unele cazuri de apariţie a 
coroziunii electrice în curent alternativ. 

Pentru exemplificare, să considerăm o baie 
de electroliză V alimentată de un generator de 
curent alternativ G conform schemei din figura 
4.34, a. Datorită prezenţei redresoarelor S curentul 
poate circula numai în sensul săgeţilor, astfel că 

„prin baia de electroliză curentul circulă într-un 
singur sens, conform curbei pline din figura 4.34, b. 
Admiţind că variaţia curentului se compune din 
jumătăţi de sinusoidă cu valoarea maximă I„= 
= 20 A și că electrolitul este sulfat de cupru, se 
cere cantitatea de cupru depus la catod în decurs 
de 4 ore (echivalentul electrochimice al cuprului 
k = 0,33 mg/0). 

Dontorm relaţiei (4.46) valoarea medie a 
curentului este 


T 


m 3 
1 i 1 [ca Că ESTA 
Fig. 4,34, Schemă pentru Instalaţie Î mea T | t di T [| a A + k îa di | j 
de electroliză, S S NT: 
în care i esto expresia algebrică a curentului în intervalul de la 0 la 7/2, iar în 
expresia algebrică a curentului în intervalul de la T/2 la 7: să 
W = d BIN ot; da Il Sin ot. 


ru = ais E ; ; i 
i Tinind seama că cele două jumătăți ale sinusoidei sint identice si că a doua 
jumătate de sinusoidă a fost răsturnată prin vodresare, expresia valorii medii 
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SF 


de, 


re 


e se 


luce 
ativ 
edie 
nene 
ie a 


baie 
5 de 


a curentului devine 


r 7 
res Te pi 
In = ţi ti dt + fz w di == i) în WENN, 
(U sa T 


În cazul aplicaţiei numerice 


2 
Ina = zua? = 12,7.A 


şi în consecință masa cuprului depus este de 
M = k Ipa t = 0,3375 -12,7 A- 4-3600 s= 60,4 g. 


4.3.2.2. Efectul termic. Valoarea efectivă a curentului şi tensiunii. Legea 
lui JOULE-LENZ în curent periodic. Să considerăm un circuit oarecare alimentat 
de o tensiune periodică de valoare u, cu perioada T, curentul în circuit fiind t. 
Valoarea instantanee a puterii absorbite de circuit este definită prin relația * 


pP=uni. 


Această putere este variabilă în timp odată cu u şi t, perioada variaţie 
fiind = În timpul unei perioade, circuitul absoarbe energia 


T 
w=] u i dt. 
0 


Calculele practice nu se fac însă cu puterea variabilă p. În curent periodie, 
în mod convenţional, prin putere se înţelege o putere medie P egală cu raportul 
dintre energia W absorbită de circuit într-o perioadă şi durata T a acelei perioade 


e 
\ ui dt (4.47) 
Dacă circuitul conţine numai rezistenţa R, conform legii lui Onu, w = Rù, 
iar expresia precedentă a puterii se reduce la 
; A 
p= | Rè dt, (4.48) 
iT Jo 
respectiv 
; Die 
P = li = dt. (4.49) 
0 


* Noţiunile de putere și energie se vor analiza pe larg în paragratul 43.7, 


öll 


area calculului puterii, cu relaţiile (4.48) şi (4.49) 56 
le instantanee ale curentului gi tensiunii. În acest scop 
se defineşte un curent constant I, echivalent din punct de vedere termic Că la 
lui periodic î, adică un curent constant care să producă aceeași putere X ca gi 


curentul periodic î. Va trebui să avem 


Pentru simplificare 
evită a se lucra cu valori 


P= RI. (4.50) 


Curentul Z echivalent din punct de vedere termic curentului periodic i se numeş 
valoare efectivă * a curentului i. Comparind relațiile (4.48) şi (4.50) se deduce 


5 
È 
| 
| 


fe A 
| Ri dt, 
T 0 
de unde se obține expresia valorii efective a curentului periodic i 
2 [e 3 
Ii = Man i? dt. (4.51) 
T 0 


În mod analog se deduce valoarea efectivă U a unei tensiuni periodice «, 
ţinînd seama că va trebui să avem 


P=’ (4.52) 
de unde rezultă 
oE 


i În consecință, cu ajutorul valorilor efective, legea lui JOULE-LENZ se serie 
ca și a curent continuu (relațiile 4.50 şi 4.52). Acesta este, dealtfel, unul din 
mo ive E pentr care s-au introdus aceste noțiuni; un al doilea motiv provine 
€ n ap n că, după cum se va arăta mai departe, aparatele obişnuite de măsură 
indică, de regulă, valorile etective ale curentului sau tensiunii. 

Pentru aparatele termice a ă afi i i 
această afirn ; ă, deoarece, ca şi î 
a apare tole termice é astă ati nație este evidentă, deoar ece, ca şi în 
zare å A) area tirului aparatului depinde de valoarea efectivă a 
curentului, conform legii lui JOULB-LENZ. 

„Dacă se cunoaște legea de ve 
(4.51) gi 4.53) se pot efectua, 

Fie, de exemplu, curentul alternativ sinusoidal 


wiație a curentului sau tensiunii, integralele 


i = În 008 (a t — V). 


+ I semals i i 
I se mai spune și valoare eficace, 


sta 
Uce 


.51) 


eu, 


t.52) 


În figura 4.85 oste roprozentată variația curentului 4 gi rii i - 
nee p = R i? = R IR 008 Ka — ý). 4 EI ebttrato cae 

Valoarea efectivă 7 din relația (4,50) se deduce obeervind că expresia de 
sub radical este valoarea medie a produsului i-i. Conform relaţiei (4.19) în care 
Am = Ann = Îmy Vi = Va = Yp, Bo deduce 
că această valoare medie este 


a 1 1 
oa, DR] tee ==, 
=). di = acos 0 = 


În consecinţă valoarea [efectivă a 
curentului alternativ sinusoidal cu am- 
plitudinea 1, este 


1 = ||P ar t ogor (4.54) 
og oma ui 


În mod analog se găseşte că valoarea 
efectivă a unei tensiuni alternative sinu- 
soidale cu amplitudinea U,, este 


Fig. 4.35. Variația puterii instantanee P = RIZ. 


UE 
U = JF = 0,107 Un: 


Punînd în evidență valorile efective, expresiile valorilor instantanee pentru 
curent şi tensiune devin 


i= I V2 cos (ot —y)şiu = I V2 cos (ot — y.) (4.55) 


OBSERVAȚIE IMPORTANTĂ : Mărimea efectivă de curent sau de ten- 
siune mu este o mărime fizică reală ; ea este o mărime de calcul definită de una din 
relaţiile de forma (4.53). Singurele mărimi fizice reale de curent sau de tensiune 
în curent alternativ sînt mărimile instantanee exprimate de relaţiile (4.55). 
Mărimile efective sînt utilizate pentru că sint singurele care pot îi măsurate ușor 
cu ajutorul aparatelor de măsură curente și care sint; la îndemîna imediată a 
practicienilor, 


4.3.2.3. Forţele electromagnetice. Un conductor de lungime l parcurs de 
curentul î, fiind agezat perpendicular pe liniile de cîmp ale unui cîmp de inducţie 
magnetică uniform, cu valoarea B, este supus unei forțe perpendiculare pe con- 
ductor și pe direcţia câmpului, avind mărimea 


f= Bil 


și direcția dată de regula palmei stingi *. i X 

Dacă inducția B este constantă, forpa variază proporțional cu valoarea 
instantanee a curentului, Acest lucru lămureşte funcpionarea în curent variabil 
periodic a aparatelor de măsură cu magnet permanent  (magnetoelectrice). 


* Vezi 3.1.6, 


us unui cuplu cu valoare 


Într-adevăr, echipajul mobil al acestor aparate este sup 


instantanee 
ui este lentă (variaţia are 


iația curentul = 
înt constante. Dacă variaţia © cul aparatului urmărește 


în care Fms B, l8 iaţia curent 
í i u dacă aparatul are inerție mică, acul 
Tondoen valai ee a tensiunii ue paca însă pata Car A 
tă inexției echipajului mobil, acesta se rotește cu ui s 
asorta aap că S unghi corespunde unui cuplu Mmea constant, egal cu 


valoarea medie a cuplului m. - 
x = k, M mea má ka kn BI mea =k BI mea 
deoarece ; i 
RE Es 
Mea =z) m dt = kn B iz 30 = h B 
2 d) T 


0 


În consecință, în cazul frecvențelor mari, aparatele magnetoelectrice 
indică valoarea medie a curentului, respectiv a tensiunii. Se înțelege că în curent 
periodic alternativ sinusoidal aceste aparate nu dau nici o indicație, deoarece 
Tiea = 0. 

În afară de cazul examinat mai sus, mai pot apărea încă trei cazuri : 

_ Primul caz este acela care corespunde unui cîmp de inducție magnetică peri- 

odic şi unui curent constant. Situația este analoagă cu cea studiată mai sus şi, 
în cazul cîmpului alternativ sinusoidal, valoarea medie a forței electromagnetice 
este nulă. 
i Al doilea caz este acela care copespunde situației în care atît cîmpul de 
inducție magnetică precum şi curentul sînt mărimi periodice sinusoidale de 
aceeași frecvență. În acest caz b = B cos (o t —y)*, i= I V2 cos (ot — tb) 
şi deci expresia forței este 


f = B11 V2 cos (ot — v) cos (ot — W) = 


t 
= SBi [cos (41 — Ya) + cos (2%t — Y, — Y)], 


avind valoarea medie de-a lungul unei perioade, conform relației (4.19) 
E 
Ína = E BII cos (4, — W). 


Curba de variație i for 
Asegienea ARIA i le dat SE aceea a produsului aa, (fig. 4.10) 

i, e Si in c ediu, proporţi aloe a edio 
a forței, cuplu ce poate fi intilnit la maşinile eler Eee Bonal Su valoarea medie 


Al treilea caz i 
i A „apare atunci cînd, atit ît și 
sinusoidale au totuși frecvențe diferite, Pie aa anu zimi 00 daia 


b = 3 A je ~ 
= B cos (w t Yı), i = I V2 cos (oa t — ha) 
? 


* La mărimile ma 
gnetice Ş 
valori efective ; aceste mărimi se ARSI Raute, flux, nu se obișnuiește să se folosească noţiunile de 


rizează prin valoarea maximă H, B, ® 
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în care w, SE og Calculind expresia forței se găsește 
f= =B 1 I V2 cos (wot — p) cos (oat — 42) = 


-2 BUI [cos [or — wat — (Vu — V2)] + cos [lor + o2) t — (Ytp). 


Forța este de data aceasta ondulatorie și curba reprezentativă este o 
curbă modulată, avind valoarea medie nulă (fig. 4.36). 


4.3.2.4. Forţele eleetrodinamiee. Două conductoare paralele de lungime 7, 
parcurse de curenţii i, şi respectiv ù se atrag sau se resping cu o forță dată de 
relaţia 


f __ 2 în ie l 

TIR > 

4r d 

d fiind distanța între cele două conductoare. 
Dacă cei doi curenți sînt peri- 

odici, forța f variază de asemenea D | 

periodic, avînd o valoare medie i 


i [e omi Ee g 
ea -= =)! dt = an ta la dt. 
În cazul că ù și i, variază sinu- 
soidal, forţa f variază cu pulsaţia 2 o 
trecînd prin valori pozitive şi negative 
(schimbiîndu-și sensul) după o curbă 


asemănătoare cu cea trasată punctat Pulsotie w+ wg AER 
în figura 4.10. Í 
Bi Potrivit relației (4.19) în acest Fig. 4.36. Curba modulată a forței. 
ultim caz forţa medie are expresia 
oul 1 „Dap ul ea) 
Fines = ind ai Lin Iom COS (Y1 = Y2) = an II, cos (Yı — Ya), 


în care I, și Z, sînt valorile efective ale curenților. 
Dacă cei doi curenţi periodici sînt egali, îi = îa = ù, relația de mai sus 
devine ` 


deci forța medie de atracţie este proporţională cu pătratul valorii efective a 
curentului din conductoare, 

Pe acest principiu se construiesc o serie de aparate de măsură, numite 
aparate electrodinamice, Aceste aparate au, în esenţă, două bobine: una fixă 
și una mobilă în interiorul celei fixe, De bobina mobilă este fixat acul indicator. 
Asttel, dacă cele două bobine sînt legate în serie, aparatul obţinut este un 


515 


j limentează independent, 
> un voltmetru. Dacă cele două bobine se & ppe 
UnA d, aite și anii una din ele (de obicei pops Aa că one T Dronero. 
iroui i i i ircuit, iar a doua bobină - 
circuitului, deci în serie cu acest circuit, i A E ar. 
iunea la bornele circuitului, aparatul o țin, 3 1 
pa “i andern acum un ampermetru sau voltmetru eleotro dman a 
acest aparat curentul ù din bobina, fixă este proporțional cu curentul t, din 
bobina mobilă, deci 


=i =i 


Bobina mobilă a unui aparat electrođdinamic este supusă acţiur ii unui 
cuplu proporțional cu produsul curenților din cele două bobine, 


Acest cuplu fiind variabil în timp, datorită inerţiei, echipajul mobil și 
deci acul aparatului se rotesc cu un unghi « proporţional cu valoarea medie a 
cuplului instantaneu 


1 (7 i Ea 
gili Mma > haz | m dt = hm hp e at =k I. 
i T Jo T Jo 


În consecință, un ampermetru electrodinamic montat într-un circuit 
parcurs de curent periodic, va indica valoarea efectivă a acelui curent ; gradația 
scalei va fi proporţională cu pătratul valorii curentului. Un asemenea aparat 
poate fi folosit atît în curent alternativ cât și în curent continuu. În mod analog 
se arată că un voltmetru electrodinamic alimentat cu o tensiune periodică indică 
valoarea, efectivă a tensiunii. 

Să considerăm acum un wattmetru electrodinamie etalonat în curent 
continuu. Dacă 1 este curentul în bobina de curent, iar U tensiunea bobinei de 
tensiune. (I și U fiind valori în curent continuu) bobina mobilă este supusă 
unui cuplu 


M = kap UI 
iar acul deviază cu un unghi « proporțional cu puterea P = UI din circuit 
a = ka M = kekpUI = kP, (k = Ro ka). (4.56) 


$ Să presupunem acum că se trece prin bobina de curent un curent periodic î 
și se aplică bobinei de tensiune o tensiune periodică u. Bobina mobilă (de tensi- 
une) este supusă unui cuplu variabil de asemenea periodic, cu expresia 


m =k ui 


Acul aparatului deviază cu un un 


lui m ghi a proporţional cu valoarea medie a cuplu- 


T $ i m 
mdt =k —\ uidit 
T Jo ? 


"Fe ky U = ha si) 
T 


0 
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Tinind seama de relaţia (4.27), se deduce 


a= kP, (4.57) 


în care P, este puterea absorbită de circuitul alimentat cu tensiune periodică. 

în consecinţă, comparind relațiile (1.56) şi (1.57) rezultă că un wattmetru 
electrodinamic etalonat în curent continuu, montat într-un circuit de curent 
periodic, indică puterea activă consumată de circuitul în care este montat. 


. 4.3.2.5. Forţa portantă a unui electromagnet. Considerăm un electro- 
magnet cu suprafața de arie A și cu inducția b variabilă periodic. Forţa portantă 
a magnetului i 


20 


variază de asemenea periodic, dar rămîne în permanenţă pozitivă. În consecință 
electromagneţii pot fi folosiţi şi în curent alternativ. Valoarea medie a forței 
portante, cu care poate fi încărcat efectiv electromagnetul, are expresia (4.37) 


T T; 
Fna =z] B si atu A = b? di 
T Jo 2uo A T Jo 


şi se poate serie sub forma 


în care cu B,, s-a notat valoarea efectivă a inducției. i a 
La mărimile magnetice cîmp (H), inducţie (B), flux (0) care variază sinu- 
soidal, nu se obișnuiește să se lucreze cu valori efective, ci cu valorile maxime. 
În această ipoteză 
b = By cos (ot — Y) 


și ţinînd seama, de relația (4.19), relaţia (4.37) devine 


La aparatele electromagnetice de măsură (cu fier moale), care se bazează 
pe atracţia unei piese de fier moale situate într-un cîmp magnetic cu inducția ò 
cîmpul fiind produs de curentul î de măsurat (sau de tensiunea v de măsurat), 
echipajul mobil este supus unui cuplu variabil m, proporţional cu pătratul 
valorii instantanee a inducției, deci a curentului (sau tensiunii) 


m = kpt 
Acul indicator variază cu unghiul 


l 1 CE se ER 
= Ka M med = ka Kn z | 4? dt = k T? ; 
0 
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tot valoarea efectivă a curentului sau 


rezultă dar, că şi aceste aparate indică 
tensiunii, 


4.3.3. FENOMENE. FIZICE PARTICULARE IN CIRCUITELE ELECTRICE 
DE CURENT ALTERNATIV 


4.3.3.1. Definirea parametrilor unuj circuit electric în Tii Ge deita 
Dacă se aplică la armăturile unui condensator electric o tensiune s terna ata 
variabilă în timp, între aceste armături va apărea un cimp electric e gemen a 
alternativ şi variabil în timp și deci în dielectricul corespunzător va apărea un 
curent; electric alternativ sub forma unui curent de deplasare 
ò = 2) . 


t 


în consecință, în circuitele electrice de curent alternativ -pot fi inserate 
condensatoare formate din armături metalice separate prin dielectrici, färă ca 
aceasta să constituie o soluție de continuitate a circuitului. 

Curenții de deplasare apar însă nu numai în dielectricul condensatoarelor 
ci în orice dielectric ce înconjoară oricare din elementele unui circuit electric în 
curent alternativ, întrucât între aceste elemnete există totdeauna o diferenţă de 
potenţial alternativă care produce un cîmp electric variabil. Astfel, între con- 
ductoarele unei linii electrice, între care există o tensiune alternativă, variabilă 
în timp va apărea, un curent de deplasare. Din această cauză, valoarea curentului 
alternativ de-a lungul întregii linii nu este constantă deoarece el se ramifică în 
fiecare punct al liniei sub forma unui curent de deplasare. 

Prin analogie cu ceea ce se petrece într-un condensator electric, se zice 
că în cazul unei linii electrice conductoarele au o capacitate electrică. 


Aceeaşi situaţie poate fi constatată şi în cazul bobinelor, a sîrmelor unui 
reostat etc. Într-adevăr, în cazul unei bobine parcurse de un curent alternativ, 
în diversele spire ale acesteia apar forţe electromotoare alternative de inducţie. 
La bornele bobinei şi între spire apar diferenţe de potenţial alternative şi deci 
un cîmp electric variabil în timp. Vor apărea astfel și curenţi de deplasare electrică 
între diversele spire ale bobinei și în consecinţă, se poate spune că între spirele 
unei bobine există o capacitate electrică. Situația este analoagă în cazul reostatului, 
deoarece în sirmele acestuia apar căderi de tensiune alternative care produc 
în dielectricul înconjurător un cîmp electric variabil în timp şi apar deci curenți 
de deplasare electrică. Rezultă dar, că între diversele porţiuni ale reostatului, 
există o capacitate electrică. V í 
iu In consecință, în gazul) tensiunilor alternative, curenții de deplasare 

ctrică și capacitatea electrică sînt repartizate de-a. lungul întregului circuit. 

A În același mod se poate arăta că orice element al unui circuit electric 
bobine, conductoare, reostatele şi chiar condensatoarele au o inductanță 
proprie sau mutuală, Într-adevăr, orice porţiune de circuit este îmbrăţişată de un 
flux magnetic, atunci cînd circuitul este parcurs de un curent electri 3 În cazul 
genini alternativ, acest flux magnetic este variabil în timp și a-si fiecare 
„lee $ „dual aul este sediul unei torţe electromotoare de inducţie, proprie 

În ceea ce priveste rezistenţa electrică, s afin Sg Ai 
este repartizată ada ll ploi, AS, posta samga ar neuninpa Cat 

| | „ Antr-adovăr, dacă se caracterizează prin 
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rezistență electrică proprietatea pe care o are un element de circuit de a absorbi 
energia electromagnetică și a o transforma în energie termică, atunci este ușor 
de văzut că orice conductor, orice bobină formată din conductoare au o rezistență 
electrică deoarece la trecerea, curentului electric acestea se încălzesc. Dacă 
bobina are miez de fier, acesta se încălzește de asemenea la trecerea curentului 
electric, din cauza pierderilor ce se produc prin fenomenul de histerezis sau a 
curenților FOUCAULT. Pierderi prin căldură se produc și în dielectricul condensa- 
toarelor care se găsesc într-un circuit electrice străbătut de un curent alternativ, 
variabil în timp. 

În afară de transformările de energie electromagnetică indicate mai sus și 
care se produc de-a lungul întregului circuit, această transformare se mai poate 
produce şi în anumite puncte ale reţelei bine definite, numite receptoare. În 
receptoare energia electromagnetică dată de surse poate să se transforme în alte 
forme de energie, în afară de energie termică. Astfel, ea se poate transforma în 
lucru mecanic în motoarele electrice, în energie chimică în receptoarele electro- 
chimice, în energie luminoasă ete. Trebuie observat însă, că oricare ar fi 
transformarea efectuată, aceasta este întotdeauna însoţită şi de o transformare 
termică, ce reprezintă în general pierderi de energie utilă. 

În studiul circuitelor electrice în curent alternativ trebuie ținut seama și de 
faptul că, întrucît curenţii și tensiunile sînt mărimi variabile în timp, cîmpurile 
magnetice și electrice ce apar sînt și ele variabile în timp. Aceste cîmpuri sînt 
purtătoare a unei anumite energii electromagnetice care, la variaţia cîmpurilor, 
poate să se transforme în alte forme de energie sau poate să fie restituită surselor 
ce acţionează în circuit. 

Cînd frecvența curentului și tensiunii alternative din circuit este ridicată, 
se produce o radiație de cîmp electromagnetic şi deci de energie electromagnetică 
sub formă de unde electromagnetice. La frecvenţa industrială, în circuitele 
obişnuite, energia electromagnetică transmisă prin radiaţie este foarte mică şi în 
practică ea se poate neglija. 

O altă caracteristică a circuitelor electrice în curent alternativ este aceea 
că tensiunea, între două puncte ale circuitului nu mai este o mărime bine definită 
ca în curent continuu, ea depinzind de drumul dintre aceste două puncte între 
care considerăm această tensiune. Într-adevăr, fie A şi B două puncte ale circui- 
tului. Tensiunea dintre aceste puncte este definită de circulația cîmpului E 
între aceste două puncte 

B 


uas = | Edl. 
A 


Dacă această circulație între A şi B poate fi făcută 
pe mai multe drumuri. Două din aceste drumuri for- 
mează întotdeauna o buclă închisă (fig. 4.37) şi care 
va fi străbătută de un flux magnetic ọ, variabil în timp, 
proansa de cîmpul magnetic ce există y aa niropitatai € 
electrice considerat, Acest flux va induce în conturu Re 
AmBnA o forță electromotoare de inducţie. Vom avea deci R AT Devei IN SS 


U mn r, U nn = | Î] dl -| fi di = | i») dł -+ | B al = 
AmB y BnA 


JAnB AmB 


= 4 Dal m atm 0: 


Am Ban 


d d Ñ 
rezultă dar ci it 


în consecinţă, în curent alternativ, cind se vorbeşte de Aia. aura 
două puncte ale unui cireuit electric, trebuie precizat drumu 
două puncte, de-a lungul căruia se consideră această tensiune. 
4.3.3.2. Aproximaţiile practice co se fac în circuitele electrice A 
alternativ. Parametri concentrați. În Daos nu se Soni d e oE FAA 
j lexitatea lor, așa cum apar oută 
curent alternativ în toată comp „aș apar din tama transmiterii 


în paragraful precedent, decit în anumite cazuri, că i 
Sergiu mei distanțe x (liniile lungi de transmitere de energie electromagne- 


tică), precum şi în cazul frecvenţelor foarte înalte, cînd mărimea Carper de 
deplasare este cel puţin de același ordin cu aceea a curentului de conduct 

în circuitele obișnuite se poate admite că diversele forme de energie sin 
concentrate în anumite porţiuni ale circuitului, existind astfel independent 


unele de altele. : j 

Astfel, în cazul unui rezistor de rezistență pură — un reostat — acesta, in 
afară de rezistența sa R, are o capacitate proprie între diversele spire, precum 
şi o inductanță oarecare. Dacă variația în timp a curenților ce străbat această 
rezistență este mică, atunci atît curenții de deplasare cît şi forțele electromotoare 
de inducție ce se produc între diversele elemente ale sale sînt infinit mici față de 
curentul de conducție ce străbate rezistența şi față de căderea de tensiune ce se 
produce la bornele sale datorită acestui curent. 

În acest caz, se poate face aproximația neglijării curenților de deplasare 
şi a forțelor electromotoare de inducţie, ceea ce revine a spune, că în cazul unei 


inductanţa proprie care este infinit mică. Dacă dielectricul acestui condensator 
este foarte bun, atunci curenţii de conducţie ce vor trece prin el vor fi infinit 
mici faţă de curentul de deplasare ce va străbate dielectricul datorită cîmpului 
electric ce apare între armături. Rezultă dar, că în cazul unui condensator se 
poate admite 0-40, R=0 şi L=0. 

În cazul unei inductanţe, realizată în general sub forma unei bobine, în 
cazul cînd variaţia în timp a curenților ce străbat spirele acestei bobine este 
mică, atunci curenţii de deplasare ce apar între spirele bobinei sînt infinit mici 
față de curentul de inducţie ce trece prin sîrma bobinei. De asemenea, se poate 
neglija căderea, de tensiune, datorită curentului de conducţie, în raport cu forța 
electromotoare de inducţie ce apare în această bobină. În consecinţă, în cazul 
unei inductanţe se poate tace aproximaţia L Æ 0, R = 0 şi C = 0. ei 

Să considerăm un circuit format prin legarea în serie a unui rezistor, 
a unei bobine pure și a unui condensator (fig. 4.38). În virtutea celor arătate 
mai sus, transformarea energiei electro- 
magnetice în energie calorică se va face 
numai în porţiunea ab a circuitului unde se 
poate admite că este concentrată întreaga 
rezistență a sa; de asemenea, vom admite că 
nu se produce cîmp magnetice decît în por- 
țiunea bo a circuitului unde este concentrată 
Miioga inductanță a acestuia, iar cîmp 
at A electric se va produce ai în porțiunea ĉ 
a circuitului unde este concentrată întreaga AAEN ea e o ului 


Fig, 4,38, Circuit serle cu R, L, C. 


La care frecvenţa este joasă (frecvențele industriale) sau corespunzătoare sunetelor audibile. 
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Un asemenea circuit se numește un circuit cu parametri "concentrați. În 
practică, un element serie, ca cel descris mai sus, poate să fie un element oarecare 
al unei reţele mult mai complexe. 

Aproximaţiile făcute mai sus au o mare importanță practică deoarece 
dau posibilitatea studierii fenomenelor ce apar într-un mare număr de circuite 
electrice din practica curentă, prin efectuarea unor calcule simple. Din această 
clasă de circuite fac parte toate circuitele electrice obişnuite, străbătute de curenţi 
electrici alternativi de frecvenţă joasă (frecvenţa industrială) sau de frecvența 
sunetelor (frecvenţe audibile), cu excepţia liniilor lungi de transmitere de energie 
electrică sau de telecomunicaţii. Sint cazuri cînd și în radiotehnică (frecvenţe foarte 
înalte) se pot studia unele circuite considerîndu-le cu parametri concentrați. 

Este necesară o deosebită atenţie în aplicarea acestor aproximaţii, deoarece 
un același circuit se comportă cu totul diferit în cazul frecvenţelor joase, cînd, 
spre exemplu, se poate neglija capacitatea dintre spirele unei bobine, ceea ce nu 
se poate face în cazul frecvenţelor înalte, cînd aceeaşi aproximaţie poate conduce 
la erori grosolane. 

Un circuit electric poate fi considerat ca circuit cu parametri concentrați 
dacă, vitezele de variaţie ale tensiunilor şi curenților în circuit sînt atît de mici, 
încît în timpul propagării undelor electromagnetice de-a lungul întregului circuit, 
în orice direcţie, variațiile tensiunilor şi curenților rămîn mici în raport cu 
intervalele complete ale variațiilor acestor unde, în regimul studiat. În cazul 
curenților și tensiunilor alternative periodice, aceasta înseamnă că unda electro- 
magnetică parcurge întregul circuit în timpul unei fracțiuni de timp infinit 
mică în raport cu perioada corespunzătoare a mărimii alternative. 

În aceste condiţii, în studiul circuitelor electrice se pot neglija fenomenele 
datorite cîmpurilor electromagnetice variabile şi să se considere numai variaţia 
cimpului electric din condensatoare şi aceea a cîmpului magnetic din bobine. 


4.3.3.3. Tensiunea la bornele parametrilor concentrați şi curentul ce-i 
străbate. Circuite liniare. Circuite neliniare. Un circuit electric poate îi format 
din rezistoare, bobine și condensatoare legate într-un mod oarecare între ele, 
diverșii parametri, consideraţi concentrați, fiind sediul numai unei singure 
forme de transformare a energiei electromagnetice. În cazul cînd asupra unui 
asemenea, circuit nu se exercită nici un fel de acțiune electromagnetică din 
partea unor circuite exterioare, atunci circuitul respectiv se zice că este izolat 
și formează o rețea unică. Dacă însă circuitele exterioare exercită asupra circu- 
itului izolat o anumită acţiune electromagnetică sau chiar dacă o asemenea acțiune 
se exercită în interiorul circuitului izolat, între diversele elemente ale sale, atunci la 
parametrii concentrați R, L și '0 trebuie adăugată şi inductanţa mutuală W. 
Parametrii unui circuit electric nu sînt mărimi constante şi ele variază, 
prin mărimile care caracterizează materialul din care sînt constituite — rezistivi- 
tatea p, permeabilitatea p și permitivitatea s —, cu curentul ce le străbat sau ou 
tensiunea aplicată la bornele corespunzătoare, Această variație este însă în 
unele cazuri infinit mică gi poate ti neglijată; se poate admite că parametrii 
circuitului electric sint independenţi de curent sau tensiune. În aceste condiţii, 
ecuația diferenţială, care redă tuneţionarea cirenitului respectiv în curent 
alternativ este o ecuaţie liniară şi circuitul respectiv se numeşte un circuit liniar, 
; În cazul cînd variația parametrilor unui cirouit în raport ou curentul sau ten- 
siunea nu mai poate fi neglijată, parametrii se numesc neliniari şi ecuaţia diterenți- 
ală respectivă este o ecuație neliniară iar cireuitul se numeşte circuit nelintar*, 


* Studiul circuitelor neliniare, care este mult mai complex şi necesită metode speciale de investi- 
gație, face obiectul capitolului XI. 


liniaro străbătute de curenţi electrici, la bornele 


irenitelor i ET ; 
Ta canal cirotitele i do tensiune caracteristice para- 


titutiy se produc cădor 


Neni clement cons 

metrului respectiv, ; aei an , 
în Gemeni rezistiv ab (fig. 4.38) rezistența totală a oltenita, a ei 

caracterizată prin rezistența M. Aceasta fiind străbătută de curentul 4 Cd i 

în timp), la bornele sale va apărea o cădere de tensiune, dată de legea lui OEM 


u= Ri 


de asemenea variabilă în timp; Ținînd seama că în orice porţiune & circuitului 
tensiunea este egală cu circulatia cîmpului electric de-a lungul acestei porțiuni și 
deoarece am neglijat forțele electromotoare induse de cîmpul de inducție magne- 
tiol — variabila — ce apare în această porţiune, cîmpul electric respectiv este 


un cîmp potențial şi deci | 
Saga 
u= Bă, 
a 


drumul de integrare ab putind fi luat oricare cu condiția ca el să nu treacă prin 


domeniul cùmpului magnetic al inductanței. 
În elementul capacitiv cd (fig. 4.38), capacitatea totală a circuitului a fost 


caracterizată prin condensatorul de capacitate 0. Dacă q este sarcina acestui 
condensator, tensiunea la bornele sale este 


q 1 3 
[e] T aia 


în care i este curentul variabil în timp ce străbate circuitul electric. Şi în acest 
caz, întrucit s-au neglijat forțele electromotoare de inducţie datorite cîmpului 
de inducție magnetică, variabil în timp, care apare şi în această porţiune de 
cirenit, cîmpul electric respectiv este de asemenea un cîmp potenţial şi deci 


d — = 
uo=$ Bai 


Da nl Ea EI e as oricare, în afară de acelea care ar trece prin 
pi pornea e Se DU (Be gala în care a fost concentrată întreaga 
lui variabil i se va produce e ici Ă pr duet anu L; pun trecerea curentu- 
electromotoare de inducţie abil e, = L i care va produce o forță 


CE, patati L di 
dt dt 


ensiunea elec i t S Le € > 7 t Si oA fia X | 
T a electrica la bornele Ace stu Li le J € CODUL sé fic ed A S1 

; t kak ) WOOS U ) ment vă r i Ì % Ì € 
semn contrar cu această forță electromotoare : AV iati x Se 


e a a 


t 


est 
Jui 
de 
leci 


Și în acest caz 
Ur = (5 di 
b 


ou condiția ca drumul de integrare să nu treacă prin cimpul magnetic al bobinei, 
dar care poate să treacă totuși de-a lungul conductorului care formează bobina. 
Pentru a arăta aceasta, să considerăm bobina de inductanță redusă la o singură 
spiră (fig. 4.39). Fluxul magnetic străbate supra- 
fața limitată de conturul spirei, hagurată pe figură. 
Întrucât, prin ipoteză s-a neglijat rezistența con- 
ductorului care formează spira, integrala de linie a 
cîmpului H luată pe drumul bno de-a lungul conduc- 
torului şi în interiorul acestuia, este nulă, deoarece 
rezistența fiind nulă, căderea de tensiune este nulă, 
- Tinind seama de legea inducției avem 


f Ja + í Jal +f pao ®. Fig. 4.39. nie i a cir- 
bnomb bne cmb 


dt 


În consecință 
FU e A ee e or e EU 
A dt dt dt 

4.3.3.4. Sensul forţelor electromotoare, a tensiunilor şi a curenților în 
circuitele electrice de curent alternativ. Pentru studiul circuitelor electrice este 
util, ca și în curentul continuu, să se atribuie un sens de circulaţie curenților în 
diversele elemente ale circuitului şi corespunzător un sens forțelor electromotoare 
și tensiunilor de circuit. Dar pe cînd în cazul curentului continuu sensul atribuit 
curenților poate corespunde realităţii fizice a deplasării sarcinilor electrice. sub 
acțiunea cîmpului electric aplicat din surse, în cazul curentului alternativ sensul 
atribuit curentului nu are decît un caracter pur convenţional. Se convine de 
obicei a atribui curentului sensul corespunzător fluxului de energie de exemplu 
de la sursă către receptor. În ceea ce priveşte sensul forțelor electromotoare, 
acesta, este ales în așa, fel ca fluxul de energie pe care îl produce sursa să fiè de 
asemenea, către receptor ; rezultă imediat sensul tensiunilor şi al căderilor de ten- 
siune : tensiunea, la bornele sursei este opusă forţei electromotoare a sursei, iar 
la bornele circuitului are același sens ca şi sursa, căreia i se poate substitui în 
procesul energetic. Căderea de tensiune are sensul curentului. 

Ja, simbol se utilizează o săgeată sau indici, spre exemplu îns: 


4,3,4, LEGEA LUI OHM IN CIRCUITE SERIE DE CURENT ALTERNATIV 


1,3,4.1. Circuit format dintr-un rezistor de rezistență pură R. Să presu- 
punem un circuit format dintr-un rezistor de rezistenţă R 


(fig. 4.40), căruia i se aplică la borne o tensiune alternativă r 
sinusoidală H 
u = U VÈ cos ot. 

i] i ——! 
Curentul care străbate acest; rezistor este dat de legea lui Onm | 
aplicată mărimilor instantanee, Se obține asttel R 

n n U yz Fig. 4.40. Circuit 

i= = V2 cos ut, format dintr-o re- 


zistenţă electrică. 
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circuit 


Din această relaţie rezultă că valoarea efectivă a curentului din 


este dată de relaţia i 
DEn 


ea că se referă la valorile efec- 
tive ale curentului şi tensiunii din circuit. De asemenea 
mai rezultă că, în astfel de circuite, curentul este în fază 

Li cu tensiunea (fig. 4.41). Reciproc, dacă o rezistenţă R este 
Fig, 441. Diagrama fazo- parcursă de curentul J, se produce o cădere de tensiune 


vială a tensiunii şi curen- U = RI în fază cu curentul. 
tului într-un circuit serie 
cu rezistor de rezistență R. 


analoagă cu aceea din curent continuu, cu deosebir 


4.3.4.2. Circuit format dintr-o bobină de inductanță 
pură L. Să considerăm un circuit format dintr-o bobină de inductanță ZŁ (fig. 
: 4.42), la bornele căruia se aplică tensiunea alternatiyă sinu- 


5 soidală 
u = UV2 cos at. 
SF ratei Ecuația de funcţionare a acestui circuit, în valori in- 
L stantanee, este : 


Fig. 4.42. Circuit for- dì 
mat dintr-o bòbină de u= L—. 
inductanță L. dt 
Ei Din această relaţie, deducem imediat expresia curentului î care străbate 
obina, 


i sil i 1 + Ga U 1/3 T 
i= 7] udt = U V2 sin ot = pacea (ot — 2); (4.58) 


5 2 
Valoarea efectivă a acestui curent este 


ÎL = 
Lo 


În . a . . . . . 
această expr esie, Lo are dimensiunile unei rezistențe * şi se numeşte reactanță 
imductivă ; se notează ă 


A V=1ol 
X, = Lo 
UA . w y . 
/ gi se măsoară — ca gi rezistenţa — în ohmi. 
F: Din relaţia (4.58) rezultă că, în acest caz, curentul ce 


Fig, 443, Diagrama  Btrăbate bobina este defazat î T 
43, t NUO AZA A y ŽA a + ` 
fazorială a unul ut în urmă cu se faţă de tensiunea 
circuit cu L aplicată la borr ; i i 
> ele sale; rocipr a0 i 7 
i ilo; reciproc, dacă o inductanță L este 


s i må r= 
[L] = IMTAI-A și [o] = T=? deci [L o] = L? MT? = [R] 
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străbătută de un curent I, se produce o cădere de tensiune U = Lol, care 
este defazată cu = înaintea curentului I (fig. 4.43). 
4.3.4.3. Circuit format dintr-un condensator de capacitate pură 0. Fie un 


condensator de capacitate O (fig. 4.44) la bornele căruia seaplică tensiunea alter- 
nativă sinusoidală 


u = U 2 cos ot. 4 
Ecuația de funcţionare a acestui circuit Z, 
fiind z A (6) 
10 (ip 
ie i) i dt, ; Fig. 4.44. Cir- Fig. 4.45. Diagra- 
0 cuit format cu ma fazorială a 
X un condensator. unui circuit cu C. 
rezultă 
i=0%¥ = — oU V2 sin ot = Co U V2 cosfot +3); (4.59) 


Valoarea efectivă a curentului ce străbate condensatorul este 
; I = CoU, 
unde. are dimensiunile unei rezistenţe * și se numeşte reactanța capacitivă, 
0) 


care se notează 


se măsoară de asemenea în ohmi. 
După cum rezultă din relaţia (1.59) , curentul în acest caz este defazat 


A . . .. . T : v g 
înaintea tensiunii aplicate la borne, uaz ; reciproc, dacă printr-un condensator 


circulă un curent alternativ sinusoidal de valoare efectivă I, la: bornele sale se 
produce o cădere de tensiune 
I 
UD 


Co 
defazată cu E îm urma curentului (fig. 4.45) 


4.3.4.4, Circuit serie format cu R, L şi 0. Să r 
considerăm acum un circuit format dintr-un rezistor 
de rezistenţă R, o bobină de inductanță L și un con-: 
densator de capacitate O legate în serie (fig. 4.46), 
căruia i se aplică la borne tensiunea alternativă R L ç 
sinusoidală 

i us Fig. 4.46. Circuit serie cu 
u = U 2 cos ot. R ILIC 


Acest circuit va fi străbătut de un curent i, a cărui expresie trebuie să o- 
determinăm, 


2 [G] = L7IM-1T*R și [o] = T7} deci [C o] = LIMITI = [R7}]. 
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e-a doua teo- 


| Ronaţia de funcţionare a circuitului se obţine aplicînd cea d 
romă a lui KIRCHHOFF, găsindu-se 
Mp + Ur + to =% (4.60) 


Ri + IS + ţi dt = UV2 cos ot. (4.61) 
t 


nute în paragrafele precedente curentul 


i rezultatele obţi s 
Tinind seama de rezu i defazat față de tensiunea 


î, care străbate cele trei elemente legate în serie, va fi 
aplicată la borne — şi care îl produce — cu un unghi ọ cuprins între + i şi 


— Sa Expresia acestui curent este deci de forma 


i = I V2 cos (ot — 0), (4.62) 


în care I este valoarea lui efectivă. Curentul (4.62) trebuie să satisfacă ecuaţia 
(4.61) ; substituind deci această valoare în ecuația corespunzătoare se vor obține 
două ecuaţii care vor determina cele două necunoscute I şi e. 

Se obţine astfel 


RI V2 cos (ot — e) — Lol V2 sin (ot — e) + 
Es S V2 sin (ot — ẹ) = U V2 cos ot, 
de unde rezultă 
RI cos e + I(o-2,) sin ọ =U, 
Co 


RI sin ọ— I|L KETIL PP 
9 (zu oh cos e =0. 


Din a doua ecuaţie se deduce 


iei 


LA la (4.63) 


R 


care, substituită în prima ecuație, ne dă 


a 
e 


63) 


64) 


BPxpresia 


1 i 
Lu = = Au —Ao=ă (4.65) 


este reactania totală a circuitului, care poate fi pozitivă sau negativă, după cum 
edomină în circuit inductanţa sau capacitatea. Tinind seama de relația (4.63), 
curentul din circuit va fi detazat în urma tensiunii la borne dacă X >0, şi îna- 
întea tensiunii la borne dacă X<0 ; defazajul se numește inductiv în primul caz 
şi capacitiv în al doilea. 
Expresia de la numitorul relaţiei (4.64) are dimensiunile unei rezistenţe și 
se numeşte împedanţa circuitului; ea se notează 


g= | $ (Zo- cai (Re F X (4.66) 


şi se măsoară în ohmi. 
Cu această notație, expresia (4.64) a valorii efective a curentului devine 


U 
=>; 4.6 
= 2 (4.67) 


care constituie expresia legii lui OHM în curent alternativ scrisă între valorile 
efective ale curentului şi tensiunii. 

Pentru construirea diagramei fazoriale a acestui circuit se scrie ecuaţia 
între fazorii asociați corespunzătoare ecuaţiei (4.60) obţinîndu-se 


Ug AF U; ali Uo = U (4.68) 


se construieşte apoi această relație ţinîndu-se seama de rezultatele obţinute în 
paragrafele precedente. 

în acest scop se alege şi se desenează arbitrar fazorul curent I=Q0A 
(fig. 4.47). Căderea de tensiune în rezistență, RI, fiind în fază cu curentul, se dese- 


nează în OB pe segmentul OA. Căderea de tensiune LoZ în inductanță, se dese- 


A au AZ o TEA . e 

nează în OC, defazată cu zi înaintea curentului ÎL 

e w . 1 K . 

iar căderea de tensiune Cai în capacitate se dese- 
o) 


nează în OD — defazată cu în urma curentului L. 


Cele! trei căderi de tensiune se însumează apoi 
vectorial. Însumarea se face construind BE= Lol 


defazat cu m/2 înaintea lui I și HF detazat cum/2 
în urma, lui Z. Suma celor irei căderi de tensiune 
este dată de tazorul OF și, conform relaţiei (4.68), 
ea trebuie să fie egală cu U, deci 0 = U, . 
Construirea diagramei fazoriale se poate Fig. 447, Diagramak fasole clr- 
face și direct, fără a mai serie ecuaţiile (4.61) și 
(4,68), cunoscind modul cum se comportă rezistenţa,  inductanța şi 
capacitatea în curent alternativ (conform celor stabilite în paragrafele precedente) 
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dreptunghie (fg: 447) regulii 


ai = ORe + BI, (4.69) 


faai laturile tuiunghiului (modulele fazorilor respectivi) au valor ile 


GI =U; OB = RI; 


(Ca 


HP == nn on = Lol rus = = (2 -æ ——— = XI 


velaţia (1.00) devine 
Uh = [NA | AR = (h° f- X2) 12 — VA]? 


aat 
U = IVR + AZI 


adică tocmai oxprona legii lui OHM, 
În ceea cc priveste detazajul curentului faţă de tensiunea aplicată la borne, 
din același triunghi rozultă Imediat 


1) E d TED, To 
ig 4 = 5 
on Iti Ii l 


volație gnit Airect anterior, 


Triunghiul OBI obţinut; în dlagrama din figura 4,47 se numeste triunghiul 
căderilor de tenaluno sau numai wiunghiul tensiunilor circuitului dat ; împărțind 
valoren fHochrol laturi prin valonrea curentului 7 comun, fiecare latur ă reprezintă 
impedunţu olementului verpectiv din circuit; triunghiul verpectiv se numeşte 
pi triunghiul tmpedantelor, i 

Cu privire lu cădorile do tensiune în cireuit; trebuie observat următoarele : 
contorn relaţiei (4,07), cind tensiunea U este dată, curentul T în circuit de pinde 
namal do rezistenți It pi renctanta X ; el nu depinde direct de reactanta inductivă 
Lo sau onpacitivi 


"0 do diferenta lor, În consecintă it Rsi X 
FA oi do diferența lor, În consecință, pentru anumit R şi A» 
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veactanţele inductive şi capacitive pot fi foarte mari. Datorită acestui fapt 
căderile de tensiune înreactanţe, U; şi Uo, pot fi de asemenea foarte mari, mai TAH 
chiar decit tensiunea U aplicată circuitului. 

i Într-un circuit fizic, real, rezistența R și inductanța L aparțin în general 
unei aceleiaşi bobine. Tensiunea la bornele acestei bobine va fi (fig. 4.47) 


Us = Ur + U, =028. 


Din triunghiul dreptunghic OBE se deduce 
Oe Voz: + BP? = [RI + Po = I (R? F ILo, 


4.3.4.5. Cazuri particulare. a) Circuit cu R şi L (fig. 4.48). Acest caz 
particular se obține făcînd. C = œ în relațiile precedente. 

Diagrama fazorială este dată în figura 4.48, b iar curentul în circuit are 
valoarea 
U U U 


I=—= : 
Z VR? + xX? VR? + Lo? 


Curentul este defazat în urma tensiunii. 
b) Circuit cu R și O (fig. 4.49). Se obține făcînd L = 0 în ecuațiile circu- 


Y 


o o 
Y lul 
z 
DAUR 
R 4 RI Ji 
a) 6) 
Fig. 4.48. Circuit cu R şi L (a) şi diagrama fazo- Fig. 4.49. Circuit cu R și C (a) şi diagrama fazo- 
rială corespunzătoare (b). rială corespunzătoare (b). 


itului general R, L, 0; diagrama fazorială este indicată în figura 4. 49, b, iar 
curentul în circuit are valoarea 
U U U 
i e SIDO 1 


Co? 


şi este defazat înaintea tensiunii. A ahg 
c) Circuit cu L şi 0 (fig. 4.50). Se obține făcînd R = 0 în ecuațiile circu- 


itului general; diagrama fazorială este 


indicată în figura 4.50, b. Curentul în cir- o CARA dul Š 
cuit are valoarea 
PR a e zl Kz 
Z xX Lo — prs ' 2 
fai L G A l 
a) 6) 


i ; n intea sau î ; C (a) şi diagrama 
i ta 4 m înaintea sau In urma Fig, 4.50, Circuit cu L şi sdi ş gi 
ŞI este detazat cu 2 i i fazorlală corespunzătoare (b). 
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orne, 


reactanțele inductive şi capacitive pot fi foarte mari. Datorită tui f 

KS + M ~ t 

căderile de tensiune în reactanțe, Uşi Ug, pot fi de asemenea foarte e pie 

chiar ie tensiunea U aplicată arealni, ML S T 
„Într-un circuit fizic, real, rezistența X și inductanța L aparţin în general 

unei aceleiaşi bobine. Tensiunea la bornele acestei bobin va na T Fi a 


Us = Ur + U, =0E. 
Din triunghiul dreptunghic OBE se deduce 
ga VOB: TBP = |RT F LoT = I |R} Ito. 
4.8.4.5. Cazuri particulare. a) Circuit cu R şi L (fig. 4.48). Acest caz 
particular se obţine făcînd C = œ în relațiile precedente. 


Diagrama fazorială este dată în figura 4.48, b iar curentul în circuit are 
valoarea 


U U U 
I = e == — . 
Z VR +X? VR? F Lo? 


Curentul este defazat în urma tensiunii. 
b) Circuit cu R şi O (fig. 4.49). Se obţine făcînd L = 0 în ecuaţiile circu- 


ie) A o 5 u EA 
N 
u lwl 
2 Z a 
R ZA RI Ji R 
6) 


IA 
a) a) GTD) 
Fig. 4.48. Circuit cu R și L (a) ṣi diagrama fazo- Fig. 4.49. Circuit cu R şi C (a) şi diagrama fazo- 
rială corespunzătoare (b). rială corespunzătoare (b). 


itului general R, L, C; diagrama fazorială este indicată în figura 4. 49, b, iar 
curentul în circuit are valoarea - 
U U S U 


PA Der e IE aE 
Z VR +x R? + > 
Co? 


I = 


și este defazat; înaintea tensiunii. l i A S ias 
c) Circuit cu L gi O (fig. 4.50). Se obține făcînd R = 0 în ecuaţiile circu- 


itului general; diagrama fazorială este 


indicată în figura 4.50, b. Curentul în cir- z U TE 5 
cuit are valoarea 
I = y: EYA =æ e y m Eu l T 
ZEK 1 2 
; 4 
4) 


L e 


Lo — 
Co 
a) 
: T risc A ` C (a) şi diagrama 
azat CU — a sau în urma Fig., 450. Circuit cu L şi C (a) ş g 
ȘI este defazat cu 2 inaintea să 4 fazorială corespunzătoare (b). 
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tensi itiv inductivă. 
îi mină reactanţa capacitivă sau cea in í 
a Oret i aa A aiiai în serie, fără cuplaje ce 0 Pg Că 
deră un circuit cu două impedanţe Z, şi Z,, legate în serie. Aloe Za o 
rezistenţă R, şi o reactanță Y, de exemplu inductivă, iar impe nn Lit 
tența R, şi reactanța X. de exemplu capacitivă (fig. 4.51, a). Ca și arer 
i ente, se va construi intii diagrama fazorială a circuitului, presu p n 
cunoscut curentul Z(fig. 4.51, b). Curentul Z produce în rezistența Æ, o cădere de 


Fig. 4.51. Circuit cu două 
impedanțe în serie, fără 
inductive (a) și diagrama 
fazorială corespunzătoare (b). 


tensiune RI în fază cu curentul, în reactanța X, o cădere de tensiune X,I defa- 
zai a~ înaintea curentului (deoarece X, este inductiv), în rezistența R 
o căâere de tensiune R- în fază cu curentul, iar în reactanța X, o cădere XI 
detazată cu = în urma curentului (deoarece X, este capacitiv). Suma acestor 


căderi de tensiune, vectorul OD, trebuie să fie egală cu tensiunea U a relaţiei. 
Triunghiul dreptunghic ODE are laturile : 


OE — OA $ BO — RI +R = I(R, + R); 
DE = AB +0D= XT + XI = (X, + X. 


Din relațiile precedente se deduce că circuitul se com rtă ca oi ă 
Z care are rezistența omportă ca o impedanță 


R = R, + Ra 
şi reactanța 
I=X, +I, 
În consecință, generalizind, se deduce : Mai 


ie se pot compune într-o singură impeda 7 
cu suma rezistențelor R, £ pedanţă Z 


multe impedanțe Z, legate în 
» Care are rezistența R egală 


R= R, + R+... R, 
iar reactanța X egală cu suma reactanţelor X, 
Zet +a 


(în ultima relație, reactanțele capacitive se iau cu semnul minus), 
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În cazul circuitului din figura 4.51 curentul în circuit va avea valoarea 


U U ; 
E e 
VRX RFR) + Gură) 


Tensiunile la bornele celor două impedanţe sînt : 


U= IZ =I |R FX, U, =IZ, = I VR F X. 


e) Circuit cu două împedanţe în serie, cuplate magnetic. Se consideră, două, 
impedanţe Z, şi Z, în serie (fig. 4.52) cu rezistenţa R, şi inductanţa L, respectiv 
R şi La. Cele două inductanţe sînt cuplate inductiv 7 
prin inductanța mutuală W. Circuitul este asemă- 
nător cu cel din figura 4.50, însă trebuie să se țină 
seama în plus de forţele electromotoare induse prin 
inducţie mutuală în L, de către fluxul lui L, și în L, 
de către fluxul lui L. În ambele cazuri aceste forţe 
electromotoare sînt 


ji 
eu =— M SE, Fig. 4.52. Circuit cu două impedanţe 


dt , în serie cuplate magnetic. 


aşa încât, în ipoteza cuplajului adiţional (fluxul propriu al lui L, are același sens 
cu fluxul lui L, prin spirele lui L şi reciproc), ecuaţia circuitului în valori instan- 
tanee se serie 


i i i li o n 
oamp E n E EM Ra i Had 
dt dt dt dt 
Sau 
di di A di di 
; j AE ps 
u = RPD MEg Bit bt Ha 


În ultima ecuaţie termenii M s = — €y pot fi considerați căderi de tensiune, 
t 


cu valoarea 


UMSAT sui dt 


Fazorial, această cădere de tensiune se scrie 


Uu = Nol 


Z înaintea curentului T. 


și trebuie să tie defazată cu 


S 


D 


351 


Rouaţia fazorinlă a olroultului esto 
U m Rl + ol ok Sol + Ral 
în oaro U, şi Ua sint oñdorilo do tensiune în cele dou 


-+ ihol + IM ol = U + Ü 
ý impedanțe 


U, m Rl t jo L F jMo L 

- J jMol 
Us = Ml + jihot +Í A 
ama fozorială oste indicată in Møgu 
ETET Diogeno “unghiului dreptunghic OAB 


Mu sint: 


JA = R, I -+ ful = I (R, + Ra); 
25 = Dol p Mol + Dol + Mol = 
| = Lol + La + 2M), 
OB = U 
deci 
U: = I? [(R, + Ra)? + o° (L + Da + 2M)) 


SAU 
Fig. 453. Diagrama fazorială a cir- 
cultului cu două Impedanţe cuplate 7 U 
magnetic. d = O == m 7 . 
2) cu flux aditiv; b) cu flux diferenţial ja FRY + ai (L + La + 2M) 


în același timp rezultă că inductanţa echivalentă a circuitului este 
L = L, + La + 2M 
rezultat cunoscut din studiul curentului continuu. 
Tensiunile la bornele celor două impedanţe (fig. 4.53, a) sint 
U, = IV F oL, FU; U, = I Vii + oa + Mk. 
în cazul cînd cele două bobine sint cuplate în opoziţie (fluxul propriu 


al lui L, are sens opus față de fluxul lui Ly prin spirele lui Z4) ecuaţia în valori 
instantanee a circuitului devine : 


; 1 di : li u 
Da a De ee Mee e Rat ha — MS 
ucr g 4 ha a = A d 
Oñderile de tensiune produse prin inducţie mutuală sint 


d 
d 


dag a br ou a — M 


t 
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Fazorial această cădere de tensiune sê gorie 


Uu = — iMol 


şi este detazată cu = în urma curentului Z. Diagrama fazorială a circuitului este 
dată în figura 4.53, b și rezultă 


I = TE eN NF RES U, = I VE + o (L, — MY, 


U, = I |R} F o M. 


Inductanța echivalentă a circuitului rezultă 


ji = T d Jip e Ok 


4.3.5. CIRCUITE DERIVAȚIE IN CURENT ALTERNATIV SINUSOIDAL 


4.3.5.1. Circuit format dintr-un rezistor de conductanță G, o bobină de 
induetanță L şi un condensator de capacitate O legate în paralel. Fie circuitul 
format; din trei elemente legate în paralel (fig. 
4.54) în care presupunem, pentru simplificare, 
că cele trei elemente ale sale nu conţin respectiv 
decît o conducetanţă pură, o inductanţă pură 
şi o capacitate pură. Fie u tensiunea aplicată 
circuitului, pe care o presupunem alternativă 
sinusoidală de forma 


u=U y2 cos ot Fig. 4.54. Circuit derivație cu R, L şi C. 


ie, iz, îg curenţii absorbiți de cele trej elemente ale circuitului considerat şi î 
curentul total absorbit de întregul element. Aplicînd prima teoremă a lui 
KIROHHOFF se obţine 


ig + ir -} io = Ù. (4.70) 
Exprimând curenții din diversele ramuri în funcție de tensiunea aplicată la borne 
prin aplicarea legii lui OHM fiecărei ramuri în parte, se găseşte : 
— pentru ramura cu conductanţă 
ia 
R 


= Gu; 


ia 
— pentru ramura cu inductanţă 


lta a 1 
w = L Ai şi rezultă îi = fu dt; 
dt L 
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— pentru ramura CU capacitate 


du 
1 N ) ` UI Pi -< — . 
v= (io dt şi rezultă to = 0 a 


Ou aceste elemente, relaţia (1.70) devine 


(4.71) 


du dl ESY) 
Gu 3 ge 7 juăi ES 


reprezentind ecuația integro-diterenţială de funcţionare a unui circuit derivație 


constituit de elemente simple. 
Tinind seama de concluziile paragrafului 4.3.4, rezultă că forma curentului 
total è este de asemenea alternativ sinusoidal ; el va fi defazat față de tensiunea 


aplicată cu un unghi e, cuprins între + Zai 5 Vom avea deci 


i = I V2 cos (ot — 0). 


Tntroducînd valorile tensiunii și curentului în ecuația (4.71) se obține 


Òk Ë 
t$ 


GU V2 cos ot — Co U V2sin ot + 1_9Văsinot = I V2 cos (ot. — e) 
T T7? 
de unde rezultă prin identificare 
— . 1 : ` 
„ GU = 1 cos; (2 —0o) U = 1 sin q.. 


Prin împărţirea celor două relaţii se obţine 


În relaţia (4.73) expresia 


A eE 3 
Lo Co = By — Bo 


73) 


74) 


se numeşte susceptanţa totală a circuitului şi are dimensiunile unei conductanțe, 


măsurindu-se în siemenşi ; ea este egală cu diferența dintre B, = = „ Care se 
w 


numeşte susceptanja înductivă a circuitului gi By = Cw, care se numeşte suscep- 
tanja capacitivă a circuitului. Mărimea 


ne Je: A ks E do) = VFB (4.75) 


se numeşte admitanja circuitului şi se măsoară de asemenea în siemenși. Cu această 
notație relaţia (4.73) devine 


[= VU, (4.76) 


care constituie o altă formă a expresiei legii lui Omm în curent alternativ scrisă 
între valorile efective ale curentului și tensiunii. 

Construirea, diagramei fazoriale a acestui circuit se face construind relația 
îazorială între fazorii asociaţi corespunzînd relaţiei (4.70) 


B TR Toed (4.17) 


care se construieşte uşor luînd ca origine de fază tensiunea U, aplicată circuitu- 
lui şi ţinînd seama de detazajul pe care îl are fiecare din curenţii străbătind diver- 
sele elemente ale circuitului față de această tensiune 
(fig. 4.55). Curentul Ig, în rezistenţă, este în fază cu 
tensiunea, U şi are valoarea Ip = U/R. Curentul Iz, în 
inductanță, este defazat cu 7/2 în urma tensiunii și are 


Wi A ; 
valoarea I, = TA iar curentul Ic în capacitate este defa- 
w 


zat cu 7/2 înaintea, tensiunii şi are valoarea Ic = UC o. 
Componenta, curentului 


x U 4 Fig. 4.55. Diagrama fazorială 
ÎS Sl, a circuitului derivație cu 
R SIRIG 


se numește componenta activă a curentului, iar componenta 


săi, -ufi —0a) 


Lo 


se numește componenta reactivă a curentului. 
Curentul total I = Ip + Lr + o este detazat în urma tensiunii cînd reac- 


i ; RF r E pr | 
tanța inductivă Lw este mai mică decît cea capacitivă 22 în valoare absolută 


4 


(to TA şi este defazat înaintea tensiunii în caz contrar. El are valoarea 
o) 


Eee T ia 1 1 
I= VI? -H 1? =U I ab (3 =c} 


adică aceeagi relație (4,73). 


arecare de n fel legate în 
„Pio o reţea formată dintr-un număr oarecare 

pri it a ll ri (da 2 ID „+, Zalegate în paralel, la o sursă 
r? de tensiune U (fig. 4,56), Impedanţele considerate sint 
rouito sorio cu R, L și 0 
h pi Fiecaro din circuitele derivație se poate rezolva, 
după metodele arătate în paragraful 4.3.4, determi- 
nindu-so curenţii Zi, Zas ess Infi defazajele cores pun- 
2Atonre Piy Pas ++: Pr fată de tensiunea U, Pentru 
rezolvarea întregii rețele este necesar să se determine 
curentul total Z debitat de sursă și defazajul său 4 


Fig. 456, Cireuit format din- fată de tensiunea U. 
trun număr de impedante le: fA În acest scop se întocmeşte diagrama curenților, 


N late mag- p Rs A 
wn aia W sa figurind pe aceeași diagramă curenţii Iy, Lz, -- +, In ca 
defazajele corespunzătoare (fig. 4.57 ). Curentul total / 

rezultă din teorema Z a lui KIROHHOFE, scrisă între fazorii asociați 


Uiha te + In (4.78) 


însumarea din relaţia (4. 78) se poate efectua grafic sau analitic, 
în primul caz, se face un desen exact la scară și se însumează fazorii | SP 
A Ia --., I, Fazorul rezultat reprezintă curentul J, ceea ce permite să se deter- 
i mine mărimea curentului total şi defazajul său e. 
În al doilea caz se calculează mai întîi 
componentele active şi reactive ale curenților 
l, l, -.. °) Za 


Iia = În COS q, I =I Sin q 


4.3.5.2, Cirenit tormat dintr-un număr o 


Isa = In COS Q, In = Ia Sin e 
(4.79) 


G as oo e e e e. . . . e 


Im =], 008 9 In = I; Sin Qp 


Fig. 4.57. Diagrama curenților. 


Trebuie însă observat că ace 

ste componente se 

pers dacă se cunosc sau se calculează, mi întîi c 
ı pentru circuitele derivație ; în acest caz 


pot determina direct, mai 
onductanțele G, și susceptan- 


TG U TASB, U 
Iu, =Q, U Ia = B, U 
E... (4.50) 
Ja = G, U lu =B, U 


Din relaţiile 4,79 
a curentului 4 pa (41 ) Bau (4,80) NO determină componenta activ Ă și i 
w SCUVă ȘI reactivă 


l = Iy Iy | Perii 


m 
na Al, COS Qi 


dia "op | da, | RRE. 


ne = AL, SID o, 


Deoarece, 


1, =1 cos și], =Isin o, (4.81) 
prin ridicarea la pătrat și însumarea relaţiilor (4.81) rezultă 


I= VE + I= VE cos p) + (EI, sin pe 


Din relaţiile (4. 81) se deduce și tangenta unghiului de defazaj 


tgp =; cosp = 


== 
~ 


Pe baza elementelor arătate mai sus se pot deduce reguli simple pentru com- 

prin calcul, a mai multor admitanțe legate în paralel, într-o singură admi- 

tanţă echivalentă. Într-adevăr, fie admitanţele Y,(G, B,), YG; „Ba, --- 

ss. (Gu, Bn) legate în paralel, reduse la o admitanţă echivalentă Y(G, B). Con- 
form. relaţiilor (4.80) componentele active şi reactive ale curentului total sînt 


1 =U(G ++... +0); I; = U (B, + B+... +B). 
Pentru admitanța echivalentă, aceleaşi componente sînt 


I= UG; I, = UB: 


Prin compararea relațiilor de mai sus se deduce valoarea conductanței şi 
susceptanţei echivalente a unui circuit derivație oarecare 


G= +0 F... +0n; B=BA+B+...+B,. (4.82 
Este necesar însă a determina valoarea admitanței, conductanței şi suscep- 
tanței echivalente a unui circuit serie, cînd se cunoaște impedanţa, rezistența 
și reactanța acestuia. T 
Fie deci, un circuit serie a cărui impedanță este 


Z= [R FIr. 


Ne propunem să găsim admitanța sa echivalentă. Din compararea relațiilor 

(4.67) și (4.76), care reprezintă expresia legii lui ON, rezultă 
7 1 A 
V-a (4.53) 

= 

Vom avea deci 

A = i 

z (RX 

sau, vidicind la pătrat 


E a RĂI a ai e 
Re + X (R? i XI) (Rè -t XI (Rè -b X9)? 
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Rezultă imediat La (4.84) 
ETEL 


Jen ivaţie ate calcula 
itanţ i circuit derivație, Be poat”, ioa 
i noscind admitanţa unul cit | pal air- 
Pre seri E pe er pornind tot de la relaţia (4,83) găsi i 
impedanț 
Jeul analog r | 
cal 1 G + Y? G? DD pe, 
an 


de unde rezultă 


= 


UE e Cop E E ȘI + 722 
sar (Gr (Grr) 


. y A si (4.85) 
şi X= Gaya 


i ai lte 

4.3.5.3. Circuit mixt. Prin circuit mixt se înțelege E alia ra edr 

îm edanţe legate în paralel, toate montate în serie cu o nou sa pe abat aci 

bial fiind alimentat la tensiunea U. Fie spre exemplu, un ast e aţa Z 

din două impedanţe Z, și Za legate în paralel, totul în serie cu o mp danţă Za 

(fig. 4.58). Qircuitele de acest gen se rezolvă cu ajutorul diagrame , Kis ; 
de obicei în cazuri numerice concrete, formulele generale fiind complicate. 


Fig. 4.58. Circuit mixt, Fig. 4.59. Diagrama fazo- 
rială a unui circuit mixt, 


Pentru rezolvare, se presupune cunoscută tensiunea, între punctele A şi B, 
între care sînt legate impedanţele în paralel Z, şi Z,, alegîind pentru această 
tensiune o valoare numerică arbitrară Ui. Cunoscînd această tensiune se deter- 
mină curenţii Ii, I, din impedanţele în paralel și curentul total I’ = I; + I 
(fig. 4,59). PĂI 70 Ap 

„Cu ajutorul curentului T’ care trece prin impedanţa Z, se determină ten- 
siunea, U, între bornele B și C ale impedanţei Z}. Suma tensiunilor Ui şi Us 
este o tensiune U’, Observăm că diagrama astiel 

obținută are toate segmentele proporționale cu 
tensiunea Ui. Pentru a corespunde diagramei 
realo, tensiunea U’ trebuie să fie egală cu U ; în 
acest scop esto suficient să se înmulțească 
segmentele din diagramă cu raportul U/U'; 
bineînțeles, defazajele rămîn neschimbate. 
AN PA să Na a GA ae DE A RAA 5 
EG iar Z} — o E NT T i NA A Căpaoitate Ñ 
fi JU ] NAVA e Qy ESN p 
Fig, 4.60, Diagrama fazorială a unul @ste indicată în figura 4.60 pia E ada 
circuit cu R, L, C în paralel, stabili relativ sim i păci: Ai soAlioaa sa pot 
atiy Simplu şi formule generale. Se pre- 


538 


81) 


cula 
C-un 


supune cunoscută tensiunea Ui. Curentul I, = U/R este în fază cu tensiunea 
Ui. Curentul I; = Ui Co este detazat cu r/2 înaintea tensiunii Uj. Curentul 
rezultant Z’ are valoarea 


şi este defazat cu unghiul e, înaintea tensiunii U’. 


te p= = R00; sinop= 18 E 
1 


Curentul I’ produce în inductanța L o cădere de tensiune U;, defazată cu 
=|2 înaintea curentului T’, 


TR = miro = U Lot Co? 


Tensiunea, rezultantă U' = U! + U; are valoarea 


U2 = U? + U2 + 2U; Uz cos (Ui, Us) = U'i + U’ — 2U; Uasin e 


sau 


U? = U? Vio: (3 + Cut) _3U2 Lo l- my taung 


Din această relație rezultă 


deci, 


U’ a 
Lo? 
Ui Je =C + a 
a 


În consecinţă, curenţii au valorile 


U U 
I == Ii FI Á EENI 
U JA R? (1 — L Go tr io? 
Ra 308 Er A ei RE 
f U V R (1 — LGW)? = Lie? 


I — Th zU z= U O l FR oi - a 
s ET (= L G o?) -h Lot 
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iar căderile de tensiune sînt 


N Ei UA eur 
> apja a 
d, = vi(3) Vrea- i + Pe 


u EE 
A Ga a TET 


436. UTILIZAREA FAZORILOR LA CALCULUL CIRCUITELOR 
ELECTRICE DE CURENT ALTERNATIV SINUSOIDAL 


4.3.6.1. Fundamentarea matematică a ealeulului cireuitelor electrice eu 


ajutorul cantităților complexe. Impedanţa generalizată. În curent continuu, 


legea lui On se exprimă prin relaţia 
u = Ri, 
în care u reprezintă tensiunea aplicată la bornele rezistenței E şi i curentul care 
străbate această rezistenţă DP . i 
Ne propunem SeN problema generală de a găsi o tensiune u(t), funeţie 
de timp, care aplicată unui circuit oarecare, să producă un curent i(t) care să 
satisfacă o relație de forma legii lui On 


u(t) = zi (2) (4.86) 


Z îiind o constantă (independentă de î, de u şi de i) şi care joacă acelaşi rol ea 
şi rezistența în curent continuu. 

Pentru simplificarea problemei, să considerăm un circuit serie, format 
dintr-un rezistor de rezistență R, o bobină de inductanţă L şi un condensator 
de capacitate C. Aplicînd cea de-a doua teoremă a lui KIRCHHOFF acestui circuit, 
obţinem legătura între u(t) şi i(î) prin ecuaţia integro-diferenţială 


: GR (OA 
Rit Li robia = v- (4.87) 
ac 
: Din relația (1.86) rezultă 
i pietii di E ii du di 1 dèu 
= , TETS Ay = — — 
z dz di de Z ax? 


pe care înlocuindu-le în ecuaţia (4.87), derivată în prealabil, se obține 


L: du Pg R ty du u 
zan \z i oz 0, (4.88) 


o ecuaţie diferenţială de ordi i N 
ete nţială de ordinul 2, fără membrul 
O soluţie particulară a aceste 


al doilea şi cu coeficienţi 


| ecuaţii este de forma 


u U şti 
(4.39) 


a 


şi 


cu 


e en 
inuu, 


| care 


nepie 


re să 


4.86) 
ol ca 


rmat 
sator 
rcuit, 


4.88) 
ienţi 


4.89) 


s fiind un număr complex de forma 


8 = ò + jo, (4.90) 


unde ă şi e sînt două numere reale, pozitive sau negative. 


Introducînd această valoare în ecuaţia (4.88) şi tinind seama că U+40 
prin ipoteză şi e*! 4 O pentru o valoare finită a lui t A obţine T 


Ls? R 1 
a e: PeO, 
de unde rezultă 
Z=R+ Is +> (4.91) 


şi deci expresia curentului căutat va fi 


i=. (4.92) 


Forma acestui curent depinde de valorile pe care le pot lua cele două nu- 
mere reale, componentele numărului complex (4.90). În raport cu aceste valori 
pot exista următoarele patru situații : 


1. è = 0, o = 0, rezultă s = 0 şi deci u(t) = U = Const. Este cazul unei 
tensiuni constante aplicată unui circuit serie format dintr-un rezistor de rezis- 
tență R, o bobină de inductanţă L şi un condensator de capacitate C. În acest caz 

ZO 
și deci 
i(t)=0 
rezultat cunoscut. 
Dacă presupunem că circuitul nu are condensator, atunci 


Z=R 
și 


U 
ilt) = — = Const, 
uoa 


curentul fiind dat de legea lui Onu, 
2, 8 = 0, o Æ 0, rezultă s = jo, şi deci 


u (t) = Ue = U (cosat + jsin ot) = Ulet; 


DAL 


tensiunea corespunzătoare este o tensiune complexă, care reprezintă fazorul aso- 
ciat al unei tensiuni alternative sinusoidale de forma 


u=V2 8 LU lot) = U V 2 cos ot 


s | | 
u=? mU Job = UV2 sin ot. 


în acest caz, 


1 (4.93) 


; i r EL 
Z=R HLG) + Too = R + JLo + ice 


şi reprezintă impedanja complexă a circuitului. 
Notind—cum se obișnuiește — tensiunea u(t) = 
cu Z, curentul rezultant, dat de relația (4.86), este 


U şi impedanța complexă 


— Ilot+ e, (4.94) 


IL = 


NIG 


în care I = a raportul modulelor; Z = | R? Fi | poe al je modulul 
5 Co 


impedanţei complexe, care este tocmai impedanţa circuitului considerat ; 


tangenta unghiului de j i ă i 

[eugen g defazaj a curentului față de tensiune, luată ca origine 
Be găsesc astfel toate elementele i ircui 

alternativ sinusoidal, stabilite în aa erou a aie 


3. 6£0, o =0 ; 
Bi n , = , rezultă s = 5 i deci Gi st A 
țială care apare in circuite în regimul de. u(t) = Ue”, o tensiune exponen- 
corespunzătoare este o tensi gimul de funcționare tranzitoriu; tensiunea 
este aperiodică Aa perete. În general 3<0 și atunci tensiunea 
) t ensiunea este a IEE ARE 
Impedanța corespunzătoare Aie ste aperiodică întreținulă. 


şi curentul respectiv 


sa 


şi 


93) 


exă 


94) 


ulul 


U 
unde Zy = ~ Taka Const; owrontul este deci tot aperiodic. 


4, č#0, w0, rezultă s = 8 4- jo gi deci 


u) = Ve = tHo = U ett(cos ot -+ jsinot) = U e” Jwt; 


această tensiune roprezintă fazorul asociat unei tensiuni periodice psendo-sinu- 
soidale de forma 


u (1) = V2 ge [Uot] =V2 Uc cos ot. 
sau 
u (0) = Jam Uet Jot] =V2 Us” sin ot. 


Tensiunea periodică pseudo-sinusoidală apare, de asemenea,în regimurile tran- 
zitorii. Această tensiune este oscilatorie armonizată dacă ò< 0 și oscilatorie auto- 
întreținută, dacă 3 >0. 


Impedanța corespunzătoare este 


și curentul 
IE E= Cu e ue D 
Z (s) Z (s) TREI 


modul de determinare al parametrilor acestui curent se va examina în capi- 
tolul VIII. 


4.3.6.2. Studiul circuitelor electrice cu ajutorul fazorilor. Reluînd relația 
(4.94) rezultă că, în curent alternativ legea lui Omm se aplică întocmai ca şi în 
curent continuu, dacă în locul tensiunii se ia fazorul său asociat și dacă în locul 
rezistenţei constante R se ia mărimea constantă, independentă de timp, 


AER Lo + az (4.93) 


Această, relație — impedanța complexă a circuitului — arată că, în schema 


cirenițului dat s-a înlocuit L cu Lo și Que — ; acestemărimi au fost conside- 


40) 


rate ca simple rezistențe gi în consecinţă au fost adunate ca şi în curentul con- 
Tinu, : 


Curentul rezultat apare astfel ca un fazor 


' 4 Xutat, prin 
din care se poate deduce apoi valoarea instantanee a curentului c ,P 


i iei respective, | 7 
apio Aire ul do calcul a circuitelor electrice în curent alternativ 
sinusoidal cu ajutorul cantităților complexe: A oi E | valenti; fa eate te 


Se transformă sohoma oirouitului dat înt € 
înlocuieşte induotanța L ou renotanța induotivă complexă corespunzătoare jLo 


1 
0 cu reaotanța capacitivă complexă corespunzătoare P A, se 


şi capacitatea 
calculează apoi expresia (4.93) 


A NRE j DLEE RX, (4.95 
z= Rite Rti(2o i- HJA, (2825) 


numită impeđdanja compleză a circuitului. 

Tensiunea aplicată, circuitului, și orice forţe electromotoare s-ar găsi în 
circuit, se înlocuiesc cu fazorii asociaţi corespunzători. 

Circuitul echivalent astfel obținut se calculează ca şi în curent continuu prin 
aplicarea legii lui OHM sau a celor două teoreme ale lui KIROHHOFF, obținindu-se 
ecuaţiile necesare, care se rezolvă urmînd regulile de calcul cu fazori. 


Rezultatul se obține sub forma unui fazor de curent 


I =11e 


în care I este egal cu modulul fazorului Z iar e este definit prin relația 


Aplicind apoi convenţia făcută, se obţine valoarea instantanee a curentului. 
A În cazul cînd există cuplaje inductive între diversele elemente ale cireui- 
tului, se ţine seama de acestea, prin forțele electromotoare de inducţie, în apli- 
carea, celei de-a, doua teoreme a lui KIRCHHOFF. Ca aia 
a) A resupuntnd că elementul k are un cuplaj inductiv cu elementul [, în ele- 
t al circuitului apare o forță electromotoare de inducţie de forma 


o = ( -My a), 
Ç 


semnele corespunzind unui cuplaj aditiv (--) 


Nya sau diferential (—) al celor X 
elemente ; fazorul corespunzător acestei forțe onpial (—) al celor două 


electromotoare de inducţie este 


tu > E (d Mu ol); 


o relație analoagă pe 


j obține pentru forta e : 3 
în elementul % | pentru forpa electromotoare indusă 


ă de elementul } 
Oik | | Mu dik 
dt 
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pi 


| 
f 
f 
i 
i 


sau 
Br = 4 (—j Myo 1) 


În cazul cel mai general Mp, £ Mu. 


Mărimea j Mpo — respectiv jM p o — se numește reactanja mutuală com- 
plexă a elementelor k şi l. 


În cazul circuitelor în derivație se procedează în același mod. Astfel, fie 
circuitul simplu reprezentat în figura 4.54. Schema echivalentă a acestui circuit 
se obține înlocuind inductanța L cu reactanţa inductivă complexă jLo şi capa- 


citatea C cu reactanța capacitivă complexă a „Se determină apoi conduc- 
jCo 


1 ; To m i 
tanța & = FE susceptanța inductivă complexă B, == ar , susceptanja capaci- 
JL w 


tivă complexă Bo = jC% şi se calculează admitanja compleză a circuitului 


1 


Lo 


tjo =6 i| —0 o) aag  (4-9%6) 


Înlocuindu-se tensiunea aplicată prin fazorul respectiv, se obține curentul total 
absorbit de circuit sub forma 


ÎI 3000 =i] 4.97) 


> 
restul calculului urmîndu-se ca și în cazul circuitului serie. 


| 4.3.6.3. Impedanţa complexă. Admitanţa complexă.. În calculul circu- 
itelor electrice de curent alternativ sinusoidal cu ajutorul fazorilor apar mărimile 


Z=R+jĂ, 


pe care am numit-o impedanţa complexă a circuitului, și 
Y=4-—ijB, 
pe care am numit-o admitamța complexă a circuitului. 


Amindonă aceste mărimi pot ti reprezentate în planul complex (-- 1, + )) 
ca și fazorii, cu singura deosebire că vectorii reprezentativi sînt staționari, 
Aceste mărimi nu sint deci fazori, dar nu sînt nici vectori, Ele au caracterul 
unor operatori complecși, care au proprietatea că, asociaţi unor mărimi cu un 
anumit caracter, să le transforme în alte mărimi cu un alt caracter, 

Astfel, operatorul complex Z asociat curentului Z îl transformă în tensiunea 
U conform relației 


UAT, 


35 — o, 228 


tensiunii U o transformă pe 


sovatorul complex Y. asociat; 
contorm relaţiei 


a dul 


De asemene Vi 
aceasta în curentul £ 


Tinind seama că Æ — res cotiv @ — nu pot avea decit valori pozitive, 
ceată că reprezentarea lui Z ot otiv Y — nu se va face decit în semiplanul 


dreapta axei compl lanului complex (+ 1, + 1). 
my a nepi n definitie, Asimilo Z și X sint inverse una 


Pentru un acelaşi circuit; pri 
alteia, ceea ce se exprimă prin relaţia 


ZyYy=l, (4.98) 


care permite calculul admitanţei echivalente a unui circuit; dacă se cunoaşte 


impedanța acestuia și reciproc. 
F fie spre exemplu un circuit pentru care se cunoaşte impedanța 
Z=R+jZ. 


Din relația (4.98) se deduce succesiv 


Y = aie 1 ER 3 = [] . 
D Z REK pr mia B, (4.99) 
unde am notat (4.84) 
G == ERE. aj D xX 
R4 Xe D i rare 


expresii pe care le-am obţinut și pe altă cale. 


În același mod, fi ircui 
ie un cir ` : 
forma (4.96) , circuit pentru care se cunoaşte admitanța sa sub 


W=4—jB, 


Ta a II G A 


me y nina ml. d 
ci er ia otil (4.100) 


Comparind relații] 
: @ (4 
Masi „a cena ai lt la, (6:00), rospeotiv (4.96) şi (4.100), se v 
ve inverse unul altuia, peratori au direcţiile conjugate Ar ar da 


d expresia impedanţei complexe (4.95) 


modulul său ao R+iă 


2a EFE 
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mA De 


Biliya 
Piamj 


ED una 


(4.98) 
Nasg Pi 


Pedanta 


(4.99 


ga sob 


dn valoarea Impedanței cirouitului respectiv, lar argumentul său 


X 
= aro tg — 
? 8 R 


tă defazajul dintre curentul din circuitul care are impedanța Z și ten- 
iunea aplicată la bornele sale şi care a font luată ca origine de fază. 
Impedanța complexă pra fi exprimată prin oricare din expresiile utili- 
zate pentru reprezentarea fazorilor : 
[= Z=Zip, Z =Z (cos ọ+jsing), Z=Z+jă. 


„Aceleaşi consideraţii se aplică și în cazul admitanţei complexe pentru care 
avem (4:96) 


şi 


I=0-ij8 


G 


Y=VE+B: tey= 
exprimarea acestei mărimi putind fi redată prin una din expresiile : 
X =Y”, I=Y|—y, X=Ycosy—isiny), I=6-—jE. 


Este ugor de văzut că, pentru un același circuit, impedanţa și admitanța 
echivalentă — respectiv admitanța și impedanţa echivalentă — au direcţiile 
lor conjugate. 

4.3.6.4. Teoremele lui KIRCHHOFF în curent alternativ sinusoidal.* Cele 
două teoreme ale lui KIRCHHOFF, aplicate în curent alternativ sinusoidal, se 


enunță după cum urmează : 
Teorema I. Într-o rețea oarecare, în orice moment, suma curenților 


care intră într-un mod este egală cu suma curenților care ies din acel nod. 
Atribuindu-se, în mod arbitrar, semnul plus curenților care intră în nod 
și semnul minus acelora care ies din acelaşi nod, teorema I a lui KIRCHHOFF 
poate fi enunțată și sub forma : 
A ntr-o rețea oarecare, în orice moment, suma algebrică a curenților care intră 
într-un nod oarecare este nulă. 
Această teoremă conduce la expresia matematică 


31=0 
între valorile instantaneo ale curenților. 
Teorema La lui KTROCHHOPP fiind satisfăcută pentru valorile instantanee 


ale curenților alternativi, en va fi satisfăcută şi pentru valorile tazorilor asociați 
acestor mărimi, de unde rezultă relația între mărimile fuzoriale corespunzătoare 


SI æQ. 


moovema a TI -a De-a ngul unui circuit închis, în orice moment, 
suma forțelor electromotoare din civeuit este egală cu suma tuturor căderilor de ten- 
siune din cirouil, 


* Vezi și 2.8.4,4. 


DAT 


matică între mărimile instan- 


e 
Această teoremă conduce la expresia mat 


tameo corespunzătoare i 
Se — SL = ERi +27 idt 
T “at 


si ; di 1(, 
So = (Ri + LU + ţi dt) 


imile fazoriale corespunzătoare 


1 7 
A N tr = IZI (4101) 
38 = afer + jott ia) 1 i[uo a) 


y i lui KIRCHHOFF, in cazul 

y. MPORTANTE: 1. Teoremele lui En 

„arm arot Gene sînt o Cenne eo și arie oad i $ 
iai : : so 01 

instantanee ale mărimilor alternative sinusoi a e lorile efec- 

ìați or imi; ele nu sînt în general satistăcute pe 

sie i atie alternative sinusoidale, respectiv pentru modulele 


fazorilor asociaţi corespunzători, ceea ce se poate arăta uşor. Într-adevăr, îie 
LI, D= F jT si =T iT, 


care va îi satisfăcută şi pentru măr 


în care Ş 
Da gi D=, +a; 
se vede imediat că 
I = Ia + a 
dar că x 
Zi 1111 + 112] 


2. Cu privire la teorema a II-a a lui KIRCHHOFF, trebuie observat urmă- 
toarele : în curent continuu căderile de tensiune sînt produse numai de rezis- 
tențe; în curent alternativ — în afară de rezistențe — se mai produc căderi de 
tensiune în inductanţe şi capacităţi. După cum rezultă din relaţia (4.101) aceste 


; ; A SI ; rus eeter ce ; 
căderi de tensiune sînt oLI şi ma Din punct de vedere fizic, căderile de ten- 
W 


siune în rezistență, inductanță şi capacitate se deosebesc esențial, fiind de 
natură diferită, În adevăr, căderea de tensiune în rezistență are aceeaşi natură 

ca și în curent continuu, fiind datorită rezistenței pe care o întîmpină elec- 
tronii la deplasarea lor prin materialul conductorului. Ceea, ce se numeşte cădere 

de tensiune în inductanţă este de fapt forţa electromotoare de autoinducţie 

(cu semn schimbat) produsă de curentul din circuit : această fortă electromotoare | 
or hionalk on curentul, a putut fi asimilată cu o cădere de tensiune. | 

f 4 N ap 3 + s, rAr Să ` ` y 

007009, ser Ale 0) atoăp [NE Mselicuațane din Nnataata mutuală MI. | 
za, irmiturile Gondensatorului ec A pactats cate de fapt tensiunea 
moment pe armături ; AI ste 

motiy ca mai înainte, 


ns , Prodi se găseşte în acel 
ea a putut ti asimilată cu o cădere de tensiune, 


msiune, din acelaşi 


4.3.0,5, Lonstruirea dinan a 
cantități IL colatrulrea diagramelor tazorialo reprezentate prin ecuatii între | 
într-o iagramă fa, a ecuaţie între cantități complexe poate i Fe 
analiti MA AOrAlA, aceasta deoarece oantitătila e ato adus? 

e tazorilor, {e complexe sînt expresia 
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| 


Fie, de exemplu, ecuaţia 
VU, =Z l + Zul 
în care U, În şi I, sint fazorii asociați unor funcții alternative sinusoidale de 


h 
Explicitînd această ecuaţie și efectuind operațiile indicate ecuația de 
mai sus poate fi scrisă, luîndu-se în considerare fazorii staționari corespunză- 


ton 
U8 = ZI |V ei + Zis ar +. 


Construcţia acestei diagrame este evidentă (fig. 4. 61): Se ia fazorul OA 
de modul Z,I, şi care face cu originea de fază unghiul ọ + ș,; în virful acestui 
fazor se construieşte fazorul AB, avînd modulul Z,./, și făcînd cu originea de 
fază unghiul X + ə Unind acum originea 
primului fazor cu vîrful celui de-al doilea fa- 
zor, se obţine fazorul rezultant OB, de 
modul U şi de argument 9. zi 

OBSERVAȚIE IMPORTANTA: 
Este bine ca orice ecuaţie sau relaţie care se 
obţine între fazori să fie tradusă în diagrama 
fazorială respectivă. În acest mod se poate 
vedea uneori mai bine fenomenul fizic care se 

în cazul studiat. În plus se capătă 4, 461. Diagrama fazorialăa unei ecuaţii 
obișnuința de a schiţa grafie soluţiile diverselor  ® 7” i re eh ze nai 
probleme care apar în practică, indicînd de 
multe ori calea către soluţia definitivă. 


4.3.6.6. Exemple de calcul prin metoda mărimilor complexe. Primul! 
ezemplu: Fie un circuit electric format dintr-un condensator de capacitate C 


Fig. 4.62. Circuit BOUCHEROT. Fig. 4.63. Schema echivalentă a 
circuitului BOUCHEROT, 


legat în serie cu o bobină de inductanţă L, la bornele căreia este logat în paralel 
un rezistor de rezistență R (fig. 4.02) (eireuitul BOUCHRROT). 

La bornele AB ale acestui cirouit se aplică o tensiune alternativă sinu- 
soidală D, Be cere condiţia pe care trebuie să o îndeplinească L şi C pentru ca 
a ramura MRN, intensitatea curentului să fio constantă şi independentă 
de R, Pie 


Z Î_ si Zimjal 


QG 


impedanțele complexe ale porţiunilor din cireuit AM și MLN, Schema din 
figura 4,62 poate fi înlocuită cu schema din figura LGS gi problema poate ti 
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[i SUE Í 3 ) zi 
VAL ) 3 


i ji corespunzători, 
j gi mm curenţii căutaţi fazorii, s 
j Pa h y calculează ugor, Be păente 


U R+Z U, 
Î = — az, T RZ, FZ) +27 
pia. RE Z 
= R+ Za 
de unde rezultă si [e AN 
E TT 


Pentru ca I să fie independent de R, trebuie ca 
Z+ Z,=0 
sau, tinind seama de valorile acestor impedanţe 


E pes AI) 
a TIe á 


de 
ar L Co? =T, 


3 e Pia a3'reznantăi 
ică L și C trebuie să îndeplinească condiția de rezonanță, — y€ 
e iată condiţie fiind îndeplinită, curentul care circulă în E este 


Valoarea sa efectivă este 


Jk = CoU — 0; 2 
Lo 


și este defazat cu — inaintea tensiunii. 

Al doilea exemplu : Fie două bobine, avînd inductanţa şi rezistenţa L, M 
respectiv L,, R,, cuplate între ele prin inductanța mutuală M. 

Se presupune că bobinele sînt înfăşurate în 
același sens pe un acelaşi miez şi că sensul pozitiv 
al curenților I, și I, este acelaşi în ambele bobine 
(fig. 4.64). Se mai presupune că în rezistența R, este 
inclusă și rezistenţa circuitului exterior. i 

Aplicîndu-se la bornele 
forță electromotoare alternativă 
Fig. 444, Circuite electrice Valoarea efectivă constantă, 

cuplate magnetic, curenții în cele două intăgur 
de elementele circuit ului, 
pot serie relațiile fazoriale 


primei întăşurări o 
sinusoidală, avînd 
se cere să se calculeze 
ări şi variaţia lor în funcție 
În acest circuit se 


V = (Hi | jol) | jo MI Zi Li i ja MT , 
0 = (Ry + jola) + joMI = Zh + joMh. | (4.102) 


9 NI N 


Rezolvind aceste ecuații se găsește 


Bxplicitind valorile lui Z’ și Z” și calculind modulul respectiv, se găsește 
expresia curenților 1, Şi Z, în funcție de elementele circuitelor. 
Să explicităm expresia lui Z’. Avem 


aM? N OM A "MR, — joLa) 
Adei) iR ESEE m p ALEN cu E a ES 
LA =% + A = h + jol ap Ry F jola Rı + jol T RE, + 0214, 


wM? 


3 A ed 
1 RE og 


R + jol -rg ) 


RI + oL? 


Din această expresie rezultă că, din cauza celui de-al doilea ci: cuit, rezis- 
tenţa primului circuit creşte pe cînd inductanța sa scade. 
De asemenea, se poate vedea că această inductanţă nu poate deveni 


niciodată negativă. Dacă R, = 0, atunci inductanța devine L, — = şi cea mai 


mare valoare a lui M este VZ,L, aceasta întîmplindu-se cînd nu există disper- 
siuni. În acest caz, inductanţa efectivă este nulă şi impedanţa corespunzătoare 
se reduce la R. 

Să construim acum diagrama fazorială (fig. 4.65): Se ia ca origine de fază 
curentul I,. În fază se construiește RI, în OA şi perpendicular, în AB, fazo- 
rul jlol,. Fazorul OB reprezintă pe 
Z.I.. Conform celei de-a doua ecuaţii 
din (4.102) în opoziţie cu acesta este 
fazorul OC = jo MI,. 

Fazorul OJ, perpendicular pe 
COB, reprezintă curentul Z,. Vom avea 
apoi 

0D = RI; DF = jol 
și va rezulta 


OP = ZT 


Construind fazorul PG = joMIa e 
RD las pe Areeta OTa ppjnom Fig, 4,65, Diagrama fmnetulă a circuitului cuplat 
, RE Fie AStA à m tic, 
toate elementele căutate, iji 


4.3.7. PUTEREA ȘI ENERGIA IN CIRCUITE ELECTRICE DE CURENT 
ALTER NATIV SINUSOIDAL 


4.3.7.1, Puterea activă, reactivă şi aparentă într-un cireuit serie cu rezis- 


tenţă, inductanță și capacitate, Fie un cireuit care conține montata în serie 
un rezistor de = ada R, o bobină de induotanţă L şi un condensator de 


döl 


u= UV2 cosut (con 

capacitate © (fig; 4.00): Civeuitul este ai vale deo ri 7 z EU y): 

PACICAL cal f otit o curent 4 = f JOP gi 

siderată ca origine de fază) pi este ALONE Houaţia de funcţionare a acestui 
circuit este (4.61) 


Aar. : di 8] ȘIR, 
(47) lut u= hi + P = + A G dt. 
u 


Cele trei elemente ale cir- 
cuitului absorb dela rețea o 
ui s energie a cărei expresie este 


IW = u idt. 
Fig. 4.66, Circuit serie cu RLC. di w i 


Pentru a determina energia pe care o absoarbe fiecare din elementele 
circuitului, să înmulţim relația (4.61) cu î dt. Se obţine 


x Do IES co 1 g2 | 
am = niat + zidi + (fia) sar = gear + a(, 2) + a( e )= 


= Rea airi) afg ce); 


Rezultă dar, că energia absorbită de circuit de la sursă produce în circuit 
o disipare de energie sub tormă de căldură în rezistență, o variație a energiei 
magnetice intrinseci din cîmpul magnetic produs de bobină şi o variație a ener- 
giei electrice intrinseci din cîmpul electric al condensatorului. 

Puterea instantanee absorbită de circuit va fi 


aw di du; 


dt 


Puterea instantanee pa absorbi- 
tă de rezistorul de rezistenţă R are 


expresia 
N 
NI 
N Dr Ri? = IRI? oos? (at — o) 
3 RI cos (ot — 0)]. (4.108) 
» A, a X N 
l utorea Pa variază între valoa- 
rea Minimă zero şi valoare: im 
n A pa l gti A Q9 Vi oaton MAX MI 
g 447, Variația puterii Instantanee p = RI, aR, după o motio sinusoidală cu 


pia 20, dle două ori mai mare 

utoro Da este - i 

ineuv g E n permanenta po- 

singur sens, de la sursa de enoreio R ATOANER A PO 
S10 câtre rezistența R. 


decit pulsatia o a rețelei (lig iT 
Gu Via EN JE g, 4.0 
zitivă, deei circulă intr-un i 
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wo ] Această putere oscilează, deci în jurul unei puteri medii 


P). 
ni 1 (7 1 (i 
P= A Padi = - q Ridt = R I. (4.104) 
T AF 
Puterea, instantaneo absorbită de bobina de inductanță L, are expresia 
păi 25o]? bolinn 2 
ir DA m U cos(ot — phin(ut — ș) = — Lol?in 2(0t — 9) 
o 
asi iar puterea instantanee absorbită de condensatorul de capacitate C, are expresia 
d 1 ran 
9 = Cupe do Se = 2-5 sin(ot — ọ)cos(ot — ọ) = E sin2(ot — 9), 
ele W 90) 
astfel că puterea totală absorbită de bobină și condensator este 
1 : > 
4 =r +t le = — (za RA ) a (ot — e) =— XI’sin 2(ot —q), (4-105) 
„td 
în care X este reactanţa totală a circuitului. Această putere oscilează între 
— XI: şi maximul X7? după o sinusoidală cu pulsaţia 20. Într-un sfert de peri- 
oadă puterea q este pozitivă, deci puterea circulă de la sursă către bobină şi 
condensator pentru a mări energia cîimpurilor ; în sfertul următor de perioadă 
uit puterea este negativă, deci puterea circulă de la cîmpurile magnetice şi elece- 
jei trice ale receptorului către sursă, corespunzător micșorării energiei înmagazi- 
En nate de cîmpuri. În primul sfert de perioadă cimpurile se comportă ca recep- 
toare de energie, iar în al doilea sfert de perioadă ca generatoare de energie, 
| producerea, de energie bazindu-se p2 micșorarea energiei îinmagazinate în cimpul 
| magnetic și electric (fig. 4.68). 
| Datorită modului în care variază puterea q, energia transportată de pute- 
| rea g într-o perioadă este nulă, deci și 
| valoarea medie a puterii q este nulă 
| 
s | 1 (7 2 pT 
bi- | S qăt = — F) sin 2(ot—ọ)dt= 0. 
pci 7 k. = i 2(%t— o)d 


| „După cum se vede, circulația pute- 

"i g nu mai poate fi definită prin valon- 
mwa sa medie ca în cazul precedent; 
pentru definirea acestei civeulaţii se ale- 
ge valoarea maximă a puterii q, pe 
care o notăm cu Q, 


03) 


Dă” 
cu 
are Deosebirea osențială între puterile P pi Q constă în faptul că în timp ce 
po” puterea P corespunde unul transport de energie de lu sursă la receptor, puterea Q 


B. 
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mă Q aX, (4,100) Fig. 4.68, Variația puterii instantanee q. 


ar o mărime după care se 
magazinate în cimpurile magne- 
tă putere activă, iar 


tivă. După cum rezultă clar din relaţia 
i în circuite cu reactanță 


nu corespunde unii transport de energie, fiind do 


ate aprecia intensitatea variaţiei energiei în 
poa SĂ otel, Pentru a le deosebi, puterea P este denumi 
puterea Q este erei peee oe 

106) puterea reactivă apare n 
gan biraren activă se măsoară în watt (W) cu mu 
dul er meri MI i în VAR, cu multiplii kVAR şi MVARB. 


Puterea, reactivă se măsoar u mi l 
Puterea instantanee totală furnizată circuitului este 


ltiplii obișnuiți — kilowatt 


1 : Pe 
pı =p +g = RPI + cos 2(ut — 9)] — (zu = 2, renot =o 


= RBL + cos 2(0t — ẹ)] — XI?sin 2(ot — 9). (4.107) 


Valoarea medie a acestei puteri 


T T; T T. 
P, = Pt = FÀ (p + gdt = A pät + Fha Ep (4.108) 
0 0 


0 


este evident egală cu puterea activă a circuitului. 


Să vedem acum care sînt expresiile puterilor activă și reactivă în funcţiune 
de tensiunea, U a circuitului şi curentului Z în circuit. 


Puterea instantanee p, are expresia, 


Pı = ui = 2 UI cosut cos (ot — 0). (4.109) 


i Variația ei în timp este dată în figura, 4.69, avînd în general valori pozi- 

tiye (care corespund circulaţiei puterii de la sursă în circuit) şi valori negative 

(corespunzind circulaţiei puterii de la cir- 

in cuit către sursă, în contul mieşorării 

energiei cîmpurilor). Mărimea timpului t' 

in care puterea este negativă depinde de 

mărimea unghiului de defazaj e între ten- 
siune şi curent, avind valoarea 


) Pas a S 
EH Puterea 2 se anulează cînd se anu- 
a ză w Bau t, Expresia (4.109) ìi 
o a (4.109) a puterii p; 
se poate sorio zi at e 


Fig. 4469, Variația puterii instantar i 
nee Ph Pi UI[oos e + cos (Act ) 
PI aa 9)], (4.110) 
Yy 


deci, puterea p, ar 
$ A Pe are un termen consti FI 
A A MO ant UI cos « PA PRR 
men sinusoidal UI cos (ot Pe pg peste care se suprapune un ter- 
Bé A du, 


Ultimul termen este denumit 


554 


7) 


8) 


ne 


er” 
nift 


putere fincinaniă, Puterea p, trece prin maxim sat minim cind puterea flactuantă 
este maximă sau minimă, În consecință, 


Pi min ™ Ul(cosp = 1) Pina = Ul(cosș +1). 


Conform relaţiei (4.108) puterea activă în cirouit este valoarea medie a 
puterii p: 


UR 1 z 
= zi ui di =>/20 V2 I cose = UI cos. (4.111) 
0 
în consecință, puterea activă în curent alternativ sinusoidal este egală 
cu produsul dintre valoarea efectivă a tensiunii și a curentului (ca în curent 
continuu) înmulţind cu cosinusul unghiului de defazaj între tensiune şi curent. 
Factorul cose din expresia puterii active se numeşte factor de putere. Evi- 


dent, factorul de putere este totdeauna subunitar, fiind cuprins între zero şi 
unitate (în valoare absolută). 


Observînd (fig. 4.70) că Icose este componenta curentului Z în fază ca 
tensiunea U, 1, = I coso, relaţia (4.111) devine 


P = UI cosp = Ul. 


t y 
În consecință, puterea activă în circuit nu X | 
depinde de valoarea curentului J, ci numai de `% - I 


componenta sa Za, în fază cu tensiunea U. Din 

acest motiv, componenta J, se numeşte compo- 

mentă activă a curentului. Fig. 470. Componentele activă şi 
Pentru calculul puterii reactive q, se ţine reactivă a curentului, 

seamă de relația (4.107) din care se obţine 


q = Pı — p = wè — Ri? 


q = 2 UI cosul cos(ot — ẹ) — RIP[1 + cos2(at — 9)]; (4112) 
tinind seama de egalitatea puterilor active din circuit 
P = RI? = UI oosọ 
și de (4,110), relația (4,112) devine 
g = UI coso + UI cos (2wt — ẹ) — Ulcosep — Uloosgeos (at — ẹ) = 
= — UI sin psin 2(wt — ẹ). (4.113) 
Comparind relaţiile (4,105) şi (4,113) rezultă 


Q = X1? = Ul sing, (4114) 


a reactivă 


= J, este component 


ma do faptul că Tsing 
oum teama d Į tenore 


inind a ] 
k osia puterii reactive se mai poa 


a curentului, expr 
Q = Ul. 
i i it gi aceea a 
Din cele co preced vozultă că atit mărimea piar anta o A 
ii reactive depind de valoarea detazajului ọ între tensiun” Ş a 
n ei ul este în fază cu tensiunea. Curentul este în intre 
în cazul ọ = 0, curentul este ză © te. 


= 0 = 
ime activ, 2 = T — 0. Puterea activă este P = UI cos 0 = | ore, 
akent este nulă, Q = UI sino = 0. În consecință, circuitul iea 
numai putere activă. Puterea instantanee g este nulă, în orice i 
puterea p, este egală cu p. Puterea P, variază după curba din figura 4.67, avind 
numai valori pozitive, sti oile 
Din relațiile (4.104) şi (4.106) rezultă că acest caz este posibil în circuite care 

ţa totală X este nulă, 


au numai rezistență, sau în care reactan l r pai 
În cazul |ọ| = 7/2, curentul este defazat cu 7/2 în urma, respectiv înain- 


tea tensiunii şi are numai componentă reactivă, I =I, componenta activă, 
fiind nulă. Puterea activă P = UI cos — 0 este nulă, iar puterea reactivă 


O UI sin = — UI. În consecinţă circuitul absoarbe (sau produce) numai 


putere reactivă. Din relaţiile (4.104) şi (4.106) rezultă că acest caz este posibil 
numai în circuite cu rezistență R nulă şi cu reactanță totală X diferită de zero. 
Puterea, instantanee p este nulă în orice moment, iar puterea instantanee totală 
>; = A She după curba din figura 4.68. 

Ă cazul general ọ + 0 şi ez 7/2 circuitul absoarbe atit putere activă 
cât şi putere reactivă ; acest; caz apare în circuitele în care există atit rezistența 
R cit și reactanţă X, aceasta din urmă putind fi pozitivă sau negativă. Puterea 
instantanee totală variază după o curbă sinusoidală, cu frecvență dublă frec- 
xenţei undelor de curent sau de tensiune în jurul unei valori medii 


n (O 
$h ui at = UL cose = P, 


0 


care am A cu puterea activă absorbită de circuit (fig. 4.69) 
-o ro asul UI, care intervine în expresiile (4.111) şi (4.114) ale puterilor 
și reactive se numește putere aparentă şi se notează cu 8S a Die 


SS= U] 

URT: (4.115) 
Puterea aparentă se măsoară î 

pa á se măsoară în voltar ` 

amper (kVa) și megavoltamper (MVA), ii il 

Cu aceasta, expresiile puterii active 


(VA) cu multiplii uzuali kilovolt- 
şi reactive dovin : 


P = 8 coso; Q = 8 singo, 
(4.116) 


Din prima relație (4,1 16) se deduce 


COSO 
Li 


s? (4.117) 
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factorul de putere este definit astfel, ca raportul dintre puterea activă al pute- 

roa aparentă, Această definiţie se consideră on definiția de bază a înotorulni de 

putere. Cind cos ọ = 1, puterea aparentă esto identică ou puterea motivi. 
Prin ridicare la pătrat şi însumare, din rolațiile do mai sus se obține 


P? 4- Q? = Noost + sinp) = 8? 


sau 
S= |V PFQ. (4.118) 


Din această relație existentă între puterea activă, reactivă şi aparentă se 
deduce că aceste puteri formează un triunghi dreptunghic, denumit triunghiul 
puterilor, avînd catetele proporționale cu P şi Q, iar 
îpotenuza proporţională cu S (fig. 4.71). 


În funcţie de paramatrii circuitului, expresia puterii g 
aparente devine 
SVEN F (ZEF = LYR F © = Z I (4.119) 5 a 
în care Z este impedanţa circuitului. 0 7 A 
Egalind expresiile (4.115) și (4.119) ale puterii | 
aparente Fig. 4.71. Triunghiul pu- 
TSAR A tor PE 
se obţine 
U 
U= ZI sau I= T (4.120) 


Tinînd seama de relaţia precedentă şi de relaţiile (4.83) şi (4.54) se pot 
obţine pentru puteri noi expresii, în funcţie de tensiunea U şi parametrii G, B, 
Y ai circuitului : 


Po RR GPL AT, 
z2 


Q= XI = Bz: z = BU, (4121) 


u? 
4 


Ra PTA TTA Um YU», 
ze 


4,3,7,2. Diagrama puterii instantanee totale, Puterea instantanee totală, 
dată de relația (4,110) poate fi reprezentată într-o diagramă cinematică speoi- 
alä (fig, 4,72): În sistemul de referință («+ 1, -+ ]) se construieşte triunghiul 
puterilor, avind virful O în origins şi cateta P paaxa origino do fază, Din virtul B 
Ga centri se descrie un cero cu raza BO = UF, treoinil prin origine și fio M un 
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; cer teza 2% în sensul direct, pornind. la 
punct care se roteşte pe acest cere cu viteza n iiti P odh Paii My 
Proiecţiă OM’ a punctului. 
pe axa originii de fază „reprezintă 
puterea instantanee totală pı = w. 
într-adevăr, din figură rezultă 


OM’ = 0A + AM' = UI cos e + 
+ UI cos(2ot — 9) = Pr 


Dacă ọ = 0, centrul B al Cer- 
cului este pe axa originii de fază și 
cercul este tangent; în origine la axa 
complexă ; puterea instantanee totală 
oscilează în permanență între valoa- 
rea zero și valoarea 2 UI cu frecven- 
ţa 2%, oscilaţia fiind mereu pozitivă 


Fig, 472. Diagrama puterii instantanee totală, 


şi valoarea ei medie este UI =8 =P. 

Dacă ọ = S centrul B al cercului se găseşte pe axa complexă, iar cercul 
este tangent în origine, la axa reală. În acest caz, puterea aparentă oscilează 
între — UI şi + Ul, cu frecvenţa 20, avînd valoarea medie nulă. 

Dacă e este oarecare, cercul intersectează axa complexă încă o dată în 
punctul M,, cînd punctul M reprezentativ al puterii aparente totale trece în 
stînga acestei axe. În consecinţă, de două ori în timpul unei perioade, atunci 
cînd punctul M se găseşte între punctele M, şi O, în stînga axei complexe, puterea 
primită de circuit devine negativă, ceea ce înseamnă că circuitul trimite energie 
către sursă. 

Punctul M, fiind pe diametrul BM, puterea primită de circuit devine 
nulă la timpurile t pentru care 


20t, = (2k + 1) z 


k fiind un număr întreg oarecare; rezultă 
— e T 
a= (2k + 1). (4.122) 


În origine > imi i 
, puterea primită de receptor devine di itivă 
c o pniti de re nou pozitivă, ceea ce se pro- 


și dea 2al = (0 + Da + 29 
la m (2% +1) h L 
E ag te: (4.123) 


“o 


Rezultă dar, că circuitul restituie sursei o putere un timp 


(o 


0) 


h =h = 
în fiecare jumătate de perioadă, 
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4.3.7.3. Semnificaţia fizică a diverselor noţiuni de puteri. S-a văzut 
în paragrafele precedente că, în cazul unui circuit alimentat cu un curent alter- 
nativ, apar trei noţiuni de putere bine definite. Fiecare din aceste puteri are o 
semnificație fizică bine definită. 

a) Puterea aparentă permite să se definească limitele de utilizare a unui apa- 
rat sau maşină electrică. Într-adevăr, dimensiunile acestora depind aproape 
exclusiv de tensiunea de serviciu gi de curentul admisibil. 

b) Puterea activă este aceea care produce transformarea energiei electrice 
într-o altă formă de energie utilă (mecanică sau calorică). 

Puterea aparentă și factorul de putere, sau puterea activă gi factorul 
de putere permit să se definească limitele de utilizare a unui motor san ge- 
nerator ale căror dimensiuni depind, la o anumită tensiune de serviciu, atât 
de curentul admisibil cât și de defazajul acestuia față de tensiune. 

c) Puterea reactivă. Pentru a putea vedea care este semnificația fizică 
a puterii reactive, să considerăm relaţia (4.106) 


Q=ZXÉE, 


pe care o putem scrie, ţinînd seama de valoarea reactanței X : 
DE (Zo = cal 12 = (Lol — Col?) = 20 a 5 pie cT?) = 
Co 2 2 


= 20 (Wm — W,). (4.124) 

Rezultă dar că, puterea reactivă este variația în timp a energiei magnetice 

și electrice înmagazinate în cîmpurile reactanței. Ea poate fi pozitivă sau nega- 
tivă, după cum în circuit predomină reactanța inductivă sau cea capacitivă. 
consecință, un circuit; absoarbe putere reactivă dacă este inductiv şi furni- 


zează putere reactivă dacă. este capacitiv. 
Să considerăm expresia puterii instantanee (4.110) 


p = UI cos e + Ulcos(2ot — o), 
care oscilează în jurul valorii medii 
P = UI cosọ, 


care reprezintă puterea activă absorbită de circuit. S-a văzut că, în fiecare 
jumătate de perioadă, într-un interval de timp 


P 
la — h mE Ta 


cirenitul restituie sursei energii 


pd SR f'o dt = ~ < UI oosẹ + LyI sing, (4.125) 
i) w 


hi 
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ale “da relațiile (4.122) mt (4129); A 
mei noaa TOM ar San din ainusolda puterii instan- 


warte, UL cosg 

Í i Nor (la, 4,78), Pe de altă parte, l p 

tance cară ae gănogta aib AXA timpurit f Po vă P lat dr sing onte pi - 
toron romotivă Q. Relatia (4,125) poate fi 


sorliai 


limitele de iute 
Nnongit i) oororpunde ni 


Q ma P -4 W, 


w w 
fns, € P reprezintă energia consu- 
LU] 


mată de oirowit în timpul ?. și corespunde 
k W 


ariei dreptunghiului O BCD. În. consecinţă, 


Q ; y i. afetii 
S osto reprezentată de aria supra eții 
Fig. 473, Interpretarea fizică a puterii reactive, %3 Li 


haşurate OABOD și oste egală cu energia pe caro circuitul o trimite 
către sursă în intervalul de timp ty — t mărită cu energia activă pe care o con- 
sumă însuşi cironitul în acest interval do timp. 

În particular, dacă circuitul respectiv este alcătuit; numai dintr-o bobină 


cu ìinductanțtă, fără rezistență, atunci e = T. şi expresia (4.110) a puterii instan- 
tance devine 
p= UI sin 2ut, 


î N ; ; X S ) E a : 
a cărei valoare medie este nulă ; cantitatea Si reprezintă energia pe care induc- 
6) 


tanja o restituie în timpul unui sfert de perioadă, de la timpul 


kodit 
20 | 
pină la timpul 
stai, 
2w% W 2 


energie pe care a i 'bit-o în st 
Eo pe caro A NororDIto in sfertul de perioadă procedent 
eactivă are o mare i i Vi 
E ierte reactivi D Maro importanţă în electrotehnică. Într-adevăr 
Dare IA ala maşinile ȘI aparatele electrice este aaa tă IA e a 
cimpuri conduc gnetice sau electrice; variaţia energiei inmasnzi po existenta 
nduce la apurițiu puterii ronctive 5 Wanzinate în aceste 


4,3,7,4, Semnul pute 
sens bine definit puterilor 
reale, se atribuie un 
respectiv (4,111) 


rilor active și reactive 
| active gi reactive, onr 
| semn plus (1) sau 
, À puterii active și (1,100) 


„Pentru a se putea da un 
© SU corespundă situaţiei fizice 
a mmus ) — expresiilor (4.104), 
i peotiv (4,114), a puteri reactive. 
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FEIA să NA 


mws î v 


Se convine asttel să se atribuie semnul plus (+) unui generator care pro- 
duce o putere activă sau unui receptor care absoarbe o putere activă; semnul 
minus (—) este atribuit puterii active în cazul cind generatorul absoarbe o 

tere activă şi receptorul produce o putere activă, Acest lucru poate fi reţinut, 
uşor, dacă se atribuie semnul plus (+) noţiunilor de generator şi produs şi sem- 
nul minus (—) noţiunilor de receptor gi absorbit, întoemindu-se schema 


Produs Absorbit 
Generator ar — 
Receptor — di 


În ceea ce priveşte puterea reactivă, chestiunea este mai complicată 
deoarece, aşa cum s-a văzut, sint receptoare de putere reactivă pentru care 
puterea reactivă absorbită este negativă (cazul reactanțelor capacitive). 

acest caz s-a convenit* să se atribuie semnul plus (+) puterii reac- 
tive absorbită de un receptor inductiv şi puterii produsă de un generator capaci- 
tiv; în cazul unui receptor capacitiv, şi respectiv unui generator inductiv, se 
atribuie puterii semnul minus (—). Contorm acestei convenţii, vom avea urmă- 
toarea schemă pentru semnele puterii reactive : 


Produs Absorbit 
Generator inductiv — — 
Generator capacitiv +- — 
Receptor inductiv = JF 
Receptor capacitiv + — 


4.3.7.5. Puterea reactivă şi factorul de putere. Funcționarea unora din- 
tre mașinile și aparatele electrice este bazată pe existența unor cîmpuri magne- 
tice sau electrice. Variația energiei înmagazinate în aceste cîmpuri conduce la 
apariția puterii reactive ; iar existența acestei puteri reactive conduce là apa- 
Tiția unui defazaj între curentul din circuit și tensiunea aplicată acestuia şi deci 
lz apariţia unui factor de putere în circuit. 

Într-adevăr, prin împărţirea relaţiilor (4.116) se obţine 


Q ƏR 
tgo = Pa . (4.126) 


Puterea reactivă caracterizează deci tunoţionarea unei maşini electrice, 
unei instalaţii electrice sau unui aparat electric, Cu cit puterea reactivă este 
procentual mai mare, cu atit factorul de putere este mai mie, < 

Deşi puterea reactivă este un element auxiliar necesar în tuneționarea 
maşinilor şi aparatelor, existenţa unui factor de putere redus are influențe 
nefavorabile asupra reţelelor de energie electrică, ceea ce face din această pro- 
blemă o problemă economică de prim ordin, Principalele dezavantaje ale unui 
factor de putere redus vor fi arătate în cele ce wrmenză, 


4 Comitetul Klectrotehnie Internalional, la reuniunea sa din septembrie 1951 la Philadel- 
Phia (SUA), 
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86 — c, 208 


zăm mai întii că generatoarele electrice pot debita un 


i it fără a distruge aceste generatoare. 
zi Za te debita un curent maxim Imaz 


care absorbind o putere activă P 


Bate necesar să preci 
curent maxim, care nu p 
să presupunem că de la o ere A poo 

io alimentate un număr de receptoare jecati d € A 
zl ere de putere cos Ọ; printr-o linie cu rezistento Eo RAR 2 

<f í : ne propune i 
e ora rogi Pa iu noază ce poate fi alimentat de la 
P cos 9 centrală dată. Din relația P = UI cosọ 
4 so deduce că fiecare receptor absoarbe 


cos? curentul 
AZ P cos 9 5 
P, cos I = 


Ucose 


Fig. 4.74. Sistem de distribuție de ener- 
gie electrică. PE. A 
Rezultă că numărul de receptoare care 


poate fi alimentat de centrală este 


Imar ___Imaz Ucose , 
1 P 


n = 


În consecință acest număr este proporțional cu factorul de putere cos ọ, 
este deci cu atât mai mic, cu cît factorul de putere este mai mic. Pentru a pune 
în funcţiune un număr mai mare de receptoare trebuie mărită centrala. Sporul 
este cu atît mai mare, cu cît cosp este mai mie, adică investițiile în centrală 
sînt aprozimativ invers proporționale cu valoarea factorului de putere. 

Al doilea, dezavantaj al unui factor de putere redus rezultă din analiza 
pierderilor de putere în rețea. În ipoteza de mai sus, curentul în linia de transport 
este In = nI = Imas deci pierderile de putere activă prin efect JOULE-LENZ 
în linia de transport sînt: 


ma =R T = a 


Dacă receptoarele ar avea factor de putere cos e = 1, curentul fiecărui 
- P 
receptor ar fi I' = —. i ăr i i ii 
ecep s Cu acelaşi număr de receptoare ca şi în cazul precedent, 


curentul în linie ar fi 


I, = A P S Imax U cosg 
h nl U F P — I mada COS 9 


și în consecință, pierderile în rețea ar fi 


Pa = RI = R Ihas 008? e = poos? e. 


În consecință ii 

i , rețeaua fiind dată 

re proporționale cu pălvatul valorii f 
6 o = 0,707 aceste pierderi crese de d 


prer dersle de putere activă în rețea sint 
Peis ului de putere (la un factor de putere 
4 ori in comparație cu cazul cos e = 1) 
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Majorarea pierderilor de putere activă implică sporirea consumului de combuati- 
bil în centrală. 

în fine, un al treilea dezavantaj important rezultă din analiza pierderilor 
de tensiune în reţea. În cazul receptoarelor cu cos ọ Æ 1, pierderea de tensiune 
în reţea este (relația 4.120) 


A Ui == Inž = Ima Z, 
în timp ce în cazul receptoarelor cu cos ș = 1, această pierdere ar fi 
A Up =, Z= Im Z C8 p = U; COs g. 


În consecinţă, pierderile de tensiune cresc invers proporțional cu valoarea 
factorului de putere. Pentru a menţine pierderile de tensiune în limite admise, 
sînt necesare măsuri speciale care măresc investițiile în linii. 


Faţă de cele de mai sus rezultă că este necesar ca factorul de putere să fie 
cât mai apropiat de unitate, iar consumul de energie reactivă cît mai mic. 

Din aceleaşi motive, deşi, după cum s-a văzut, energia reactivă nu participă 
direct la producerea, de energie utilă, în unele ţări se plăteşte și energia reactivă, 
bineînţeles costul energiei reactive (lei/kVARh) fiind mai mic decit la energia 
activă (lei/kWh). La noi în ţară nu se plăteşte energia reactivă, în schimb costul 
energiei active (lei/kWh) depinde de valoarea factorului de putere; cu cit 
factorul de putere este mai mic, cu atit costul energiei active este mai mare 
(de exemplu, la cos p = 0,4 costul energiei active este de 2,25 ori mai mare 
decît la cos e = 0,85). 

Măsurile ce seiau pentru a micşora consumul de energie reactivă (îmbunătăţi- 
rea factorului de putere) se studiază în cadrul cursurilor de specialitate. În 
cadrul cursului de electrotehnică vom menţiona numai principalii consumatori 
de energie reactivă din reţelele industriale : motoarele asincrone cu viteză mică ; 
motoarele asincrone cu viteză mare, dacă merg cu sarcină mică sau în gol; 
transformatoarele din reţea, cînd merg în gol; cuptoarele de inducţie ; transfor- 
matoarele de sudură ; liniile electrice aeriene, cînd au lungime mare. 

Pentru remedierea acestor prejudicii se procedează la compensarea puterii 
reactive, ceea ce conduce la îmbunătăţirea factorului de putere; mijloacele 
corespunzătoare și modul cum se procedează va fi indicat în paragraful 4.3.8.8. 

Trebuie observat, că funcționarea unei instalaţii electrice, de orice natură, 
este mai bine caracterizată prin puterea reactivă decit prin factorul de putere. 
Într-adevăr, funcția cosi vus este destul de apropiată de unitate şi variază foarte 
puţin în jurul valorii de 0,9 chiar pentru detazaje mari ale curentului față de 
tensiune și astfel nu ne putem da seama de importanța puterii reactive ce intră 
în joc în circuitul respectiv, Acest lucru se poate vedea din tabloul de mai jos, 
unde s-a indicat proporția de putere reactivă în raport cu cea activă care intră 
în joc în funcționarea instalaţiei respective pentru un anumit factor de putere 


O T aA 000 900 _ PARAE _0,99 
Q 
pT tgp 75 48 33 25 14% 
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în curent alternativ sinusoi- 
bornele căruia se 


437.6, Calculul uterii într-un circuit electric e 
dal eu ajutorul cantităților complexe. Fio un circuit electric la 
aplică tensiunea alternativă ginusoidală 


u = Vă cos (ut + 9) V 
şi care absoarbe curentul alternativ sinusoidal 
i= I V2 cos (ot + p) A. 
Puterea absorbită de circuit este dată de relația 
Saa 0, (4.121) 


în care S este puterea aparentă în VA, P = UI cos e este puterea activă în W, 
Q = UI sin e este puterea reactivă în VAR şi e = a — Peste defazajul dintre 


tensiune şi curent. 
Dacă e > 0, circuitul este inductiv, iar dacă ọ < 0, circuitul este capacitiv. 


Dacă se exprimă tensiunea și curentul în cantități complexe 
U=Vla și I= Ij, 
expresia (4.127) poate îi sorisă succesiv 


S=P+j Q=Ul(cos e+ij sin ẹ)= UI |p = 


(4.128) 
= Ulje =b =U |I- 8=UI* 


de unde, rezultă următoarea regulă de calcul a puterii : se înmulțește vectorul 


tensiune cu vectorul conjugat al i i 
Ie vectorul o pjug: A al curentului, obţinîndu-se puterea aparentă 


S=P+i9Q, 


luindu-se partea, reală er i i 
seaotivă. pentru puterea activă și partea complexă pentru puterea 


OBBDRVAȚII: 1. R i 
: 1. Regula indicată dă rezultat x `i 

ETTR Ec elor, semnele ce apar în fapa lui P ia pita Î ae, aci 
conf capiilor din paragraful 4,3,7.4, SFE A 


. l p .] gotor ong 8 "Ure ıt SCPISI S b M v 
2 Dacă se înn ulțese diregot V OTIL b nstune §i C urer SOrISI S orms 
A jy (9 M A u f 


U = U jot- a şi I = Ijot + 8 
se obține expresiu 


UI = UI |2 ot +a+B 
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oi- 
Se | care este un vector ce se roteşte cu o viteză dublă decit vectorii curent şi tensiune. 


Acest vector reprezintă puterea cu același caracter oscilant ca și puterea fluctu- 
antă din circuit 


Pr = 2 UI cos(2ot + a + B) 


= 3. Vectorul puterii aparente este un vector static. El poate fi introdus in 
diagramele tensiunilor și curenților, întocmai ca și vectorii impedanță sau 
admitanţă. 


4.3.7.7. Conservarea puterilor în regimul alternativ sinusoidal. Fie o rețea 

complexă. (fig. 4.75), în care se notează diferitele noduri cu a, b, Ci IAE 

7) laturile ei cu 1, 2, 3,...,8,... O parte din laturile 3 

; acestei rețele conțin forțe electromotoare (surse), rezis- 7 
tente, inductanțe şi capacităţi, iar altele numai re- 


V, zistenţe, inductanţe şi capacităţi. Fiecare din laturile 
S> rețelei este străbătută de cîte un curent, a cărui valoare 
i instantanee este de forma 
i = IV2 cos (at — B), 
Fig. 4.75. Reţea comp!exă. 
valoarea instantanee a tensiunii între nodurile adiacente 
ale laturii respective fiind de forma 
u = U V2cos(ot — a). 
> Teorema I a lui KIRCHHOFF, aplicată valorilor instantanee, conduce, 
3) pentru fiecare nod, la ecuații de forma 
A 0 E O SA 
al în care i! şi i” au expresiile 
ă 


i = I [2 cos B cos ot; i” = I V2 sin B sin ot. 


Totul se petrece ca şi cum reţeaua considerată ar îi echivalentă cu supra- 

punerea a două rețele identice ca distribuție de laturi şi noduri, cu aceeaşi 

e tensiune pe laturi, însă prima străbătută de curenți de forma î' şi a doua de 

curenți de forma i”, Cele două teoreme ale lui KIRCHHOFEF sînt valabile pentru 

fiecare din aceste rețele. 

e ' În aceste două rețele trebuie să subziste principiul conservării puterilor 

e Í instantanee, datorite valorilor instantanee ale curentului şi ale tensiunii. Se pot 
serie deci ecuațiile de conservare 


[i Li 
| Ş ui! = Y 2 UZ cos p cos (at — a) cos at = 0, 
1 1 


f] s ; 
5 wi" = y2 UI sin 6 cos (ot — a) sinat = 0. 
1 1 


ste necesar să fie satisfăcute simultan relațiile : 
est iake DLA 


= 0; 
SUI sin p sin a = 0; I, UI sin p cos « ; 


} d su=0. 
SUL cos p sin « = 0; X,Ulcosfoosa 


relaţie di ua gi ţinind 
însumind prima şi ultima relație, apoi scăzind a treja relaţie din a doua și $ 


seama că 
aie 
r PE T ER LE 
rezintă unghiul de defazaj între tensiunea și curentul fiecărei laturi, 
Top A 
obţin relaţiile : 


$ UI (cos «cos B + sin ß sin 4) = > UI cos (« — ß) = 


1 
=F UI cos p=} P=0, (4.124) 
1 1 


£ UI (sin a cos B — cos a sin B) = 5 UI sin (a — ß) = 
ÎL l 


=y, UI sin ọ = 50 = 0. (4.125) 
1 1 


Relația (4.124) reprezintă conseryarea puterilor active, iar relația (4.125) 
reprezintă conservarea puterilor reactive din rețeaua considerată în regimul 
sinusoidal *. 

În ceea ce priveşte puterea aparentă, aceasta poate fi considerată ca un 
vector putere, caracterizat printr-o mărime și o direcție, într-un sistem de referință 
putere activă — putere reactivă, adică 


S=P+jQ. 


Adunînd aceste puteri apar 


nd ac ente pentru toate elementele rețelei şi ţinînd 
seama de principiul consgervăa 


ii puterilor active şi reactive, se obţine 
8 8 

ŞS=5(P+ij0)=0. 

1 1 


Rezultă dar, că principi u : 
, Că principiul conservării puterilor se 10 anliaa si ai 
aparente sub forma, vectorială, l poate aplica şi puterii 
Principiul conservării j "i 
g vării puterilor poat strat si ou ai SENE 
lor complexo, Į poate fi demonstrat şi cu ajutorul cantități- 


* Principju) conservării Pii rean : 
siraţia dată mal sus aparține A tr reactive a fost enunțat prima oar 


BUDEANU, A de P, Boucneror iar demon- 
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Fie un nod a nl rotolei dato din onra pornesc, apra exemplu, brot Jaburi 
ie Ata, a) Ro da În şi Za curenţii din acosta Inturi yi t tonsiunen nceabul nod, 
e un potențial do vatorință onroonro, 
latura 1, înainta do a intra 


în nod, puterea aparentă osto 
KSUR = Pt $ E 
, L 
După trecerea prin nod, în Lista "d 
datarile 2 şi 3 puterile aparente 
snt respectiv b) 


& că VI: Pat] Qa Pig, 4,76, Elemente de rețea: 


0) nod; b) latură 
pentru latura 2 şi 
Sa = Ul = Pa -j Qo 


pentru latura 3. 
Rezultă dar că, puterea totală caro ieso din nodul a osto 


Sa + Ss = Uls + L5) = (Pa d Po) tir). 
Conform teoremei I a lui KIROHHORE, aplicată nodului a, avem 
I+ I= li 
şi deci 
(Pa + Pa) + Î(Qa + Q) = Pi t iQ 
de unde rezultă 
Pit Ps=P, şi Qt Q= Qo 


adică, puterile active și reactive se conservă la trecerea printr-un nod, 

Să considerăm acum o látură cuprinsă între două noduri oarecare a şi b, a 
cărei impedanță este Z = R -- j X (fig. 4.76, b). Fio U, şi Ua valoarea tensiuni 
în cele două noduri, raportată la un potenţial comun, 

Puterea aparentă care intră în nodul a este 

UL = Piti Qu 
iar puterea aparentă care iese din nodul b este 
Ult = Pit] Qa 


Aplicind cea de-a doua teoremă a lui Kmounore laturii ab , se poate sorie 


U, — U, = Z 1, de unde U =U, t2. 
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i ai i ji j entului I 
înmulţind ambii membri ai acestei relații cu conjugata cur 


se obține y i 
Ul = P, +jQ = Ul + ZI = Pa +} + (E + jX), 


de unde rezultă prin identificare 


P =P, + RI, =t. 


vă care intră ín nodul a se 


Aceste relații ne arată că puterea activă şi reacti nt „se 
r nodul b şi în puterea activă 


regăseşte în puterea activă și reactivă care iese din 
R I? şi reactivă X 1? care se consumă în latura; ab. 7 f 

în consecință, puterile active şi reactive se conservă de-a lungul unei 
laturi. 3 y 

Proprietatea de conservare, fiind astfel dovedită pentru un nod şi o latură 
oarecare, a unei rețele, este demonstrată şi pentru întreaga rețea. 

Principiul conservării puterilor reactive enunțat mai înainte nu se aplică 
decât în ceea ce privește interiorul unei aceleiași reţele sau transferului dintr-o 
reţea într-alta, cu condiţia ca frecvenţa să rămînă constantă. În cazul cînd 
această condiţie nu este realizată, principiul conservării puterii reactive nu se 
mai regăsește sub forma considerată *. 


| 43.7.8. Energia activă și reactivă. Puterea instantanee absorbită de un 
circuit și furnizată de o sursă fiind p, energia corespunzătoare unui timp t 
este dată de relația 


t 
m= | 2: dt. (4.131) 


În cazul cî i 5 iplu î i 
ai azul cînd timpul ż este un multiplu întreg de perioade, relația (4.131) 


nT nT 
w=] pat =] p dt, 
0 


0 


unde p este puterea activă i 
wa instantanee. Dacă puter i 
i s i a puterea m > a, acestei: S 
constantă, energia consumată se poate calcula cu ra Fra aoentoid dena 
«Via 


t 

We =\ Pdt=P 
\, Al (4.132) 
Dale annete Prora activă; ea se măsoară, cu 
; măsură este watt-sec Pr, AA 
mică faţă de energii 2 WA; LAR secunda (Ws); această Ore o 3 
tiplii păi KWA (i kWh m ao g apar astăzi în practică, se miil a oare 
GWh (10% MWh = 106 EW 3,6 10% Ws), MWh (103 kU utilizează mul- 
M W e N = £ N 1a Ta a tE et 3,6 9 Ta 
0) AE Wojan L0"? Ws) gi chiar TWh (103 GWh A 


ajutorul contoarelor electrice. 


t Vezi 4,3.7,9, 
N Joulul (J n Li 8 § 
E s u egte (| 
excepţional, ) te folosit la măsurarea energiei în cu t 
uren alterna Liv decit i 
t cit în mod cu totul 


31) 


Prin analogie cu energia activă, puterii reactive ( îi corespunde energia 
reactivă definită de relaţia 


t 
W, = | Q dt, (4.133) 
0 
san, dacă puterea reactivă este constantă în timp, 


W, =Q (4.134) 


Eneriga reactivă se măsoară cu contoare speciale de energie reactivă 
numite varorămetre în VARh, respectiv în KVARh. 

În condiţii industriale, atit puterea activă cît și puterea reactivă Q 
nu sînt riguros constante, ele avînd variaţii — uneori destul de mari în peri- 
oada de timp în care se evaluează energia corespunzătoare ; cu toate acestea, 
energia corespunzătoare este definită tot de relaţiile (4.132) și (4.133). 

Este însă necesar să se rețină că între cele două energii (activă şi reac- 
tivă) există o deosebire esenţială. În timp ce energia activă produce direct 
energie utilă sub diversele ei forme (căldură, lucru mecanic etc.) și în centrala 
producătoare de energie trebuie să se ardă o cantitate corespunzătoare de 
combustibil, energia reactivă nu participă direct la producerea de energie 
utilă şi (dacă se face abstracţie de pierderile de energie activă cauzate de cir- 
culația energiei reactive, vezi paragraful 4.3.7.5) energia reactivă nu necesită 
consum de combustibil în centrală. 


4.3.7.9. Transferul puterilor şi energiilor active şi reactive.. Principiul 
conservării puterilor, demonstrat în paragraful 4.3.7.7., se bazează apriori 
pe faptul că atît puterea activă cit și cea reactivă poate fi transferată de la 
o rețea la alta, indiferent de cuplajul, electric. sau magnetic, care există între 
aceste reţele. 

În cazul cuplajului magnetic, acest transfer se face prin intermediul 
inductanţelor mutuale, care pot fi constante sau variabile în timp, astfel că 
problema, trebuie examinată din ambele puncte de vedere. Aceasta revine 
În a considera că cele două reţele au aceeași frecvență sau au frecvenţe 
diferite. 


a) Transferul puterilor între două reţele de aceeaşi frecvenţă. Fie două 
rețele, A și B, reduse la circuitele lor echivalente serie, cuplate printr-o induc- 
tanță mutuală M, pe care o presupunem — pentru toată generalitatea — că 
este prevăzută cu fier, constituind astfel un transtormator (tig. 4.77). 


I A a M d ba la Aa 


lui KIROHHOFF celor două circuite, 


Aplicind cea de-a doua teoremă a 
se obtine 


; 1 : 
U, = Rhtjhoh=i Ta I+ Rh + jMola 


(4.135) 
U= Rolati Dol —j SE I, +jM ol; 


în care R, şi Ra sint vezistenţele echivalente ale celor două circuite ; 

L Şi Ta inductanțelo echivalente corespunzătoare ; 

C, şi Co capacităţile echivalente corespunzătoare ; 

M, inductanţa mutuală între cele două circuite; 

Ry rezistența echivalentă corespunzătoare pierderilor în fier* ; 

U, şi U» tensiunile la bornele celor două circuite ; 

T, şi Ie, curenţii din cele două circuite. 

Fie £, şi £, inductanţele parțiale de dispersiuni ale celor două înfăşurări 
ale transformastorului și n şi na numărul de spire corespunzătoare**. Avem 


I=% +M şi I, =$, +M. (4.136) 
2 1 


Introducind aceste valori în relaţiile (4.135) se obţine 


U,= Rit koli— rai IL + R, l+ jMo (2. rise tei 1.) 
1 110 i 


| (4.137) 
-U,= Bala + jf o I — Ada +jMo(1, raza) 
: n 


Înmulțind acum pri j ii 
; prima din relațiile (4.13 s * 
și adunîndu-le, grupînd convenabil loa se d sete poa: donatia 


* pă * 2 
UD = UI + RI + RI + RI + jol? + jol — 
RU, 
—ij -a P — îi mul: i 
ca E ia BE + iMo (z is) [CE FER ) (4.138) 
Na 


Dacă I„ est 
al e curentul de magnetizare a fi i 
tiei se obține gnetizare a fierului, scriind ecuația solena- 


mli + nal, = n,I 
de unde, rezulti Ea "Macri (4.139) 


fi Kezi [10] pag, 159, 
ezi [14] pag, 395; vezi ȘI 3,4,6,2 
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Bă. 


pe care înlocuindu-l în ultimul termen al relaţiei (4.138), acesta devine : 


Mo (1 pt (i +2) or, (4.140) 


1 


Pe de altă parte, din relaţia (4.139) între fazori d A ; 
între module : ) ri deducem imediat, relația 


== na \? 
BB+ A PEE 2-1 Icos y, (4.141) 


Ņ fiind unghiul de defazaj între curenții I, şi I,. 
Introducînd pe (4.140) în relația (4.138), separînd părțile reale de cele 
complexe şi ţinînd seamă că 


UI: =P+jQ. şi E = 0ov2 
(O) 


şi de relațiile (4.136) şi (4.141), se obține 
P, = P, + RĀ + RE + RIA (4.142) 
Qi = Q; + Lor + LpolB — oU? — CoU + 2Mo IT, cost. (4.143) 


Relaţiile (4.142) şi (4.143) reprezintă tocmai principiul conservării pute- 
rilor activă şi reactivă şi constituie demonstrarea teoremei lui BOUCHEROT : 

Între două reţele, avînd aceeaşi frecvenţă, transferul puterilor activă 
şi reactivă se face regăsindu-se, în a doua reţea, întreaga putere transmisă 
de prima rețea, din care s-au scăzut pierderile corespunzătoare din ambele 
rețele. 

Dacă transmiterea puterilor se face printr-un transformator fără fier, 
atunci P, = 0, I„ = 0, şi relaţiile (4.142) şi (4.143) devin 


P, = P, + RT FF RI}; Qı = 0h a Loli r 0oUi al Lol r= Co U3. 


b) Transferul puterilor între două reţele de frecvențe diferite. Demonstrarea 
teoremei lui BOUCHEROT în acest caz nu se maì poate face folosind cantitățile 
complexe. ; 

Să considerăm două rețele, A și B, reduse la circuitele lor echivalente; 
prima, avind frecvenţa fı şi a doua frecvenţa fa cuplate printr-o induetanță 
mutuală m, variabilă în timp. Sistemul considerat poate reprezenta o maşină de 
inducţie de curent alternativ, cele două circuite fiind cironitul primar şi cireuitul 
secundar ; ea constituie un transformator generalizat * (fig. 4.7 8). O asemenea 
rețea se mai numește și o rețea cu contaole alunecătoare. 

ie 


u = U, VZ cos (ot + Y1 + p1), tensiunea aplicată la bornele circuitului A; 


* Vezi [10] pag. 161, 
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dp = Ui V2 cos (wat t Ya Pa) tensiune 


a rezultînd la bornele circuitului B ; 


curentul care circulă în circuitul A ; 


i = J V2 cos lost + Yi) s RA ; 
¥ z curentul care circulă în circuitul B; 
în = În Va cos (wat + Ya) : RA 
m = MeosQi inductanţa de cuplaj $ 
Q = o — da 
Fig. 4.78. Reţele cuplate magnetic cu contacte alunecătoare. 
Aplicind cea de-a doua teoremă a lui KIRCHHOFF celor două circuite, 
se obţine 
a di, , dmi, E 
uw = Ri + h Fii aia Ta + Rid 
(4.144) 
9 di dmi 
—w = Rota + La A + B 


în care R, L şi R, au aceleaşi semnificații ca şi în cazul precedent. 

1. Transferul puterii active. Înmulțind prima din ecuațiile (4.144) cu à 
și pe a doua cu is, adunînd cele două ecuații membru cu membru și luînd valoarea 
medie într-o perioadă, se obține 


U,I, cosp, = Up, coso + RI? + RIEHRE-ṣ4 = MOI, sin (n — Va) 
(4.145) 


re dă ecuația de transfer a puterii active (respectiv energiei active) ; această 
ra rerep! ezintă tocmai principiul conservării puterii active. În această expresie, 


l ae DT 
Pa = MO Tale sin (bn — Ya), (4.146) 


reprezintă puterea mecanică co se obține la arborele maşinii * 


2 Transferul pule rii ) SĂ î | Į Li >) ) l 
4 dd 014, Peaol Ve, SĂ i i è ii i 
, twe., Da MMU pi n Acum ecuatiile (4.144) vespect y 


Va 
F L Bin (ot A 4) ȘI — tă Ia Sin (coat -H oa) 


* Vezi [10] pag, 161 și următoarele, 


te, 


t4) 


rea 


tiv 


să le adunăm și să luăm valoarea medie pe o perioadă. Se obține 


Vlas o Uana | 710 3 Dat + M Ia cos (i Hha). (4147) 


o Oa 


Tntroducind inductanţele parţiale de dispersii date de relațiile (4.136), în care M 
este Navara maximă a inductanței mutuale, și ținînd seamă de relaţia (4.141), 
sa obține 


UI sin Usa sin 2 2 
a E Pi EEDEN n A A A 


ON Oa n 


sau 
Qi =a + Sol? + 2 Sa os IÈ + i Mo, Ti (6.139) 
2 2 a 


care reprezintă ecuația de transfer a puterii reactive (respectiv energiei reactive). 

Din această relaţie rezultă că principiul conservării puterii reactive nu se 
mai aplică într-o reţea cu contacte alunecătoare, decit cu condiţia ca puterile 
reactive care se dezvoltă în circuitul de după contactele alunecătoare să fie ra- 
portate la circuitul dinaintea contactelor alunecătoare prin raportul frecvenţelor. 

Relaţia (4.148) mai poate fi interpretată și în felul următor *: unei 
anumite puteri reactive Q, absorbite dereţeaua secundară, îi corespunde în rețeaua 


a = A SRO: A Cs x 
primară o putere reactivă dată — 02; în consecință, puterea reactivă nu se 
Oz 
conservă în acest transfer. 
Împărţind ambii membri ai relaţiei (4.148) cu o, şi ţinînd seama, de relaţia 
(4.106) rezultă 


24, = 24, +2 W, +2 Wa + W, (4.149) 


care exprimă legea conservării energiilor intrinseci medii. În această relație : 
24, este energia intrinsecă medie totală a rețelei primare, 


24, — energia intrinsecă medie totală a rețelei secundare, 

2W, — energia intrinsecă medie totală a dispersiunilor primare, 

2W, — energia intrinsecă medie totală a dispersiunilor secundare, 

W  — energia intrinsecă medie totală a câmpului învîrtitor din maşină“. 


' Se putea porni, dealtfel, de la relația (4.149) pentru a se ajunge la relația 
4.148), 


4.3.8. REZONANŢA ÎN CIRCUITELE ELECTRICE DE CURENT ALTERNATIV 


4.3.8.1. Fenomenul de rezonanţă. În general sursele de energie electrică 
care alimentează reţelele electrice furnizează acestora atît putere activă, necesară 
diverselor utilizări, cît gi puterea reactivă, corespunzătoare variației energiei 
inmagazinate în cîmpurile electrice şi magnetice ale reţelei. În anumite cazuri 
particulare este posibil ca în timp ce în unele din aceste cîmpuri se acumulează 
energie, în celelalte cîmpuri energia să scadă cu o cantitate egală, cimpurile 
electrice și magnetice turnizindu-și reciproc energia necesară, aşa încît, schimbul 


li 


* Vezi [56], pag, 277 și următoarele, 
»* Vezi [14], 


impurile din reţea, este nul în orice moment; Și — cores- 
enea nulă, Desi 


ţivă furnizată de sursă este de ageme Des 
ive* ea Va absorbi de la sursă numai putere activă, 
momene de rezonanjă. i A 
fi exprimată prin condiţii 


do energie între sursă și € 
punzător — putieren rore 
rețeaua are clomente react 
în acest caz, 80 spune că în reţea au 100 fe 
xistenţa fenomenelor de rezonanţă poate 
analitice ; într-adevăr f i i 
a) Deoarece la rezonanță puterea reactivă este nulă, unghiul ọ de defazaj 
între tensiunea aplicată şi curentul absorbit de reţea este nul, factorul de putere 

al reţelei este egal cu unitatea 
(4.150) 


cos 9=1: 


d) Orice reţea alimentată de o singură sursă putind fi redusă la un circuit 
echivalent, format dintr-o rezistenţă echivalentă R, legată în serie cu o reactanță 
echivalentă X,, sau format dintr-o conductanță echivalentă G, legată în paralel 
cu o susceptanță echivalentă B, expresia puterii reactive absorbite de circuitul 


echivalent este dată de relațiile 


1) > 50 ID Ul amd d 


e 


LA Întrucît, puterea reactivă este nulă, rezultă că în circuitele de rezonanță 
anța echivalentă X, şi susceptanța echivalentă B, trebuie să fie nule: 


ra A (4.151) 


Din punct de vedere analitic condițiile e rezona: t 4. (0) ŞI 4. 151 
, d e nanpa ( 15 

p ezintă (0) funcție in care val ia bile e 1l a ), , l 

repr E] a l S nt pa rametrii R, L, C æl rețelei ŞI 


î(R, L, 0,0) =0. 


Rezultă că rezonanţa se i i 

Per ao) a poate obţine fie prin variaţi a i 
tă A cindaongetia (frecvența) este dată, fie prin T R e 
care se produce EA e i etot dați. Pulsația sau frecvența fla 
E e zonik) d RADD pulsaţie (frecvenţă) proprie a circuitului 


4.3.8.2. Rezor ircui 

_ 4.3.8.2. zonanfa în circuite seri i 

serie cu rezistența R, i a a ac e alde iza 

| : siderîn rout 

ESO rezist ta , inductanța L şi capacitatea O, reacts 7 a E 
etena » reactanța echivalentă a 


1 


X,=oL— —: 
Pa WG 
Jonform relației 15 iți 
rrada ț (4,151) condiţia de rezonanţă în circuitul 
d reuitul considerat 
, 1 
wL—.—=0 
E i e (4.152) 
+ 
Noţiunea de element reactiv este mal c 
L M 


cuprinde și o mașină electrică, | Pnad MOBI: dacii noti 
iunea de reactanţă; 
actanţă ; ea poate 


A care puterer S 
a reactiv j 
ivă nu este proporțională cu reacta t le s 
R ctanțele sale, 


5T4 


e 


Yi 


ceea ce exprimă că reactanța inductivă este egală în valoare absolută cu reactanța 
capacitivă, sau 


a LO=1 (4.153) 


Cunoscînd două din mărimile care figurează în relaţiile (4.152) sau (4.153)se 
poate deduce a treia, notată cu indicele zero 


LOT) = Fy L, = —; Oo = —: (4.154) 


Circuitul de rezonanţă are citeva proprietăţi remarcabile simple, şi anume : 
a) Curentul în circuit are valoarea 


T eai 
Z [R + X? 


Dacă rezistența R este constantă, la rezonanță, cînd X, = 0, impedanța Z 
are valoarea minimă, iar curentul în circuit are valoarea maximă 
U 


Inas = R! (4.155) 


independentă de valoarea reactanţelor parţiale oL şi = - 
[à] 


b) Conform relației (4.152), căderea de tensiune la bornele inductanţei 
U, = L o I (fig. 4.79) este egală cu căderea de tensiune în bornele capacității 


I 2 Bune: : EAR FE ay 
U= — - Deoarece aceste căderi de tensiune sînt şi în opoziție de fază, căderea de 
w% 
tensiune U, + Ug în elementele reactive este nulă. 
c) Căderea de tensiune în rezistență, Uz = Id! 


este egală cu tensiunea U aplicată circuitului, ceea ce U=-lol À 
rezultă atît din diagramă, cît şi din relația Ur = E: 
= = BE T "Ca 

R 
d) Căderile de tensiune în inductanță şi conden- Ua=Rl 

sator se pot scrie sub forma =; T 
U UST U]/L Fig. 479. Diagrama tensi- 
U, = U, = Dol = Loz = L -== Ss unilor de rezonanță a unui 

ii ce S R RVIC RYG circuit serie. 


deoarece la rezonanţă w = A Mărimea e = VLJ are dimensiunile unei 
LC 


rezistențe gi se numește impedanță caracteristică * a circuitului, astiel încît 


e U 
U, = U= Ut=7 
L c rar 
0 EI 
* Se observă uşor că la rezonanţă, impedanța caracteristică este egală cu reactanțele parţiale 


L 1 
= = Lo ae, 
P |: Co 


ale circuitului 


|! 


de amortizare al circuitului. Obser- 
vind că factorul de amortizare poate 
avea orice valoare supraunitară sau 
subunitară, rezultă ca tensiunile 
la bornele inductanţei Și capacității 
pot fi mai mari decit tensiunea 
aplicată U ( cînd factorul de amorti- 
zare este subunitar), adică în circu- 
itele de rezonanță pot aparea 
supratensiuni mari între anumite 
puncte. Din acest motiv, rezonanța 
în circuitele serie se numeşte şi re- 
zonanja tensiunilor. i 
Dacă într-o rețea electrică 
unul dintre parametrii F, L, 0 sau 
pulsația « este variabilă, pentru 
anumite valori se atinge condiția 
Fig. 4.80. Curbe de rezonanță în cazul circuitului serie. de rezonanță. În timpul acestei 
variaţii, mărimile electrice din cir- 
cuit (tensiuni, curenți, factor de putere) variază după curbe caracteristice, 
denumite curbe de rezonanță. De cele mai multe ori interesează curbele de 
rezonanță obținute prin variaţia pulsației œ astfel, încât în cele ce urmează 
vor fi analizate unele din aceste curbe, în cazul circuitului serie, fără a efectua 
calculele matematice corespunzătoare, acestea, fiind elementare. 
Să introducem următoarele notații 


II e R c g 
oo = rra s= 52]: 2 Sp || ee 
p L oL (G) TVEG o’ 


E e. 2) z [i = F (4.156) 


are valoarea T =0 = fu S = ru 
p 6) 0 (fig. 4.80), Cres te înè y | 

X pină la Y == pent PI 

0 = oig E ne i qi ] T i e 

C n nou ==) Į PNTrU w œ 


Tensiunea la, bornele bobinei 


U, = lol = U SL 
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gre“ 


pent 


tru í 


are 1 


pent 
tru 


anur 


Cregi 


teng 
~S 
teng; 
de p 


tru 


ey aen a 


2 E 
pentru a = 0, > 0 | > © apoi scade pînă la valoarea Ur = U pen- 


tun = © (ñg. 4.80). 
Tensiunea la bornele condensatorului 


I 
Uc = — = V == y 
Co 


2 2 
co |f re + OLE 1 as + Cai 
Ca alai 


are valoarea Uco = U pentru œ = 0, crește pînă la valoarea 


U 5 
Uman na =, Us maz 


a — d 
pentru œ = wc = Op 


< co; apoi scade pînă la valoarea Ugs = 0 pen- 


iru œ = co (fig. 4.80). 
Pentru © = œ» adică la rezonanță, tensiunile U, şi Uo sînt egale, şi 
anume 


U, = Uo = 


De observat că pentru d > V2, valorile œz și oc sînt imaginare, deci Uz 
crește continuu, iar Uç scade continuu, fără a trece prin maxime. 

Din relaţiile precedente, rezultă clar şi condiţiile în care apar supra- 
tensiunile în circuite serie cu R, L, C şi anume : pentru d > Va nuYapar supra- 
tensiuni la, nici o pulsaţie ; pentru V2 > d apar supratensiuni la pulsaţii diferite 
de pulsaţia de rezonanță, dar în general apropiate de aceasta. A îp > 

Unghiul de detazaj p între tensiunea U şi curentul I rezultă din relaţia 


L- — 
EX oC 1/% a|. 
Ce pirs île 8 


Pentru o = 0,tgp=—0,9=— = deci curentul este defazat capaci- 


tiv eu Z înaintea tensiunii U (fig. 4.80). Orescind pulsația, unghiul e scade în 
2 


(o) = 0,9 = 0, deci 


Valoare ab a ; > za ar 
B r = adică la rezonanță, 
absolută și pentru o = Wp ? g e dati a 


“urentul este în fază cu tensiunea, iar factorul de putere cos e = 


DTT 


37 — o, 228 


2 


j i iy gi pentru w = 0; tg p = 9 
ți o >w detazajul creşte în sens inductiv și p 


Z în urma tensiunii. 

adică curentul este defazat cu = în i aiobzateţte 
mpara mai ușor diferite circuite PRE SUL zi 

ca Ainnir PiU, sù fie reprezentate nu în valorile absolute, ci prin mari 


mile relative 


i iabilă i ivă n =. În cele ce urmează se va 
considerind ca variabilă pulsaţia relativă n z 


9 . PY, 4 
arăta numai variația curentului i. Ținînd seama de relațiile (4.155) şi (4.156) 


` rezultă 


U R 1 


. I 
+ = — = = * (aL 1 X2 
me saia a [er 2) 
| (or oC R RoC | 


Din această expresie rezultă că pentru n = 0 (w = 0) curentul ¿i are 
valoarea zero (I = 0), pentru „= 1 (w = œ) are valoarea maximă i= 1 
(I = Inaz), iar pentru p=1 scade la ¿= 0 

(fig. 4.81). Forma exactă a curbei depinde însă 

de valoarea factorului de amortizare d. Cu cît 

d-2 factorul de amortizare este mai mare, cu atît 
curba de rezonanță este mai plată şi invers, cu 

cît factorul de amortizare este mai mic, cu atît 

7.05 Curba curentului este mai ascuţită, deci rezo- 

~ nanpa apare mai puternic în evidenţă. 


d=0,1 
j 4.3.8.3. Rezonanţă în circuite derivație 
DA 05 12 16 20 cu R, L, C. Oonsiderînd o rețea care cuprinde 
n rp derivație un rezistor de rezistență R, o bobină 
"7 e inductanță L şi un condensator de capacitate 


IG bé r "hiv X > r 
- Fig. 481. Curbe de rezonanțăa curentului, 0, conductanța echivalentă a acestei reţele este 


și susceptanța echivalentă 


at 


156) 


Condiţia de rezonanţă, B, = 0, devine 


= 


A = 50 =0 sau w2LO0=1, 
oL 


deci se obţine aceeaşi condiţie ca și în cazul circuitului serie cu R, L, C (relaţiil 
4152 — 4.154). , L, O (relațiile 
Diagrama fazorială este dată în figura 4.82. Curenţii în bobină I, = A 

oL 


condensator Ig = U 0 w sìnt egali şi în opoziție de fază. Suma lor este nulă, 
deci curentul reactiv total UB, este de asemenea nul. Cu- j 
"AC 


rentul Z debitat de sursă este egal cu curentul Ig = = din 


rezistența R şi în fază cu acesta, iar factorul de putere 


este egal cu unitatea. 
Totodată se observă că curentii I; și Io pot avea i 
valori mult mai mari decît curentul total I = Ig; din I-Ip 
acest motiv rezonanţa la legarea în paralel se numește Fig. 4:82. Diagrama cu- 
rezonanţa curenților. renţilor la pe 


La rezonanţă, curenţii I; și Io pot fi scrişi sub forma unui circuit derivație. 


SP oi T 
1, = lo = UC o = U0 -z suji EU 


în care y = ls are dimensiunile unei conductanțe şi se numeşte admitanţă 


caracteristică. Deoarece I = Ig = U G, = = condiţia ca curenţii Iz; şi Ie să 
i e mai mari decât curentul total 7 devine 
U y> UG, sau Y>G, 


adică admitanţa caracteristică trebuie să fie mai mare decît conductanța 6, = 


1 a ia E - 
za reţelei. Condiţia precedentă se poate scrie sub forma 


în care 3 se numește tot; factor de amortizare. i ? 
Presupunind că conductanţa G, este constantă, se mai observă că în cazul 


general, admitanţa Y a reţelei are valoarea Y = VŒ -+ B, jar la rezonanță, 
B, = 0, admitanţa are valoarea minimă Yma = G, în consecinţă, la rezonanţă 
curentul total I trece printr-o valoare minimă 


U 
Imin = U Vata = UG, ias ae 
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mia 


"ezonanţă reprezintă 
reţelei n, O în paralel curbele de rozo ; 2 ia 
n a II N Apt şi a Fefazajului ọ în funcție de pulsaț 
variaț j ! | 
I, = U0u, va- 
de Pa urentul în condensator; +o 
viază Sroportional cu pulsația w (dreapta Io). 


U i i 
Curentul în bobină; I, = Ta scade invers pro 


i iperbola echilateră 
tional cu pulsaţia co (hiper - 
Do M Sarentul în rezistor Ip = U/R este con 
stant. Curentul total 


j i EG Pt 
nw eee ru 


Iles? 


este infinit pentru o = 0, scade la valoarea mi- 


TAE 
imă w N = = |/ — şi creşte 
nimä Ipin = > pentru w = Wo E Ş 


So iau aratau penti apoi pînă la infinit pentru o= %0. Detazajul ọ este 


1 B 
aa (002 


Eleste egal cu = pentru wp =0, scade la e = 0 pentru pulsaţia de rezonanță 


op Şi scade pînă la — == pentru o = %. 


Curbele de rezonanță studiate mai sus pot fi reprezentate şi în mărimi 
relative, aşa cum s-a arătat pentru circuitul serie. 


4.3.8.4. Rezonanţa în circuite mixte. Condiţia de rezonanță în reţele 
complexe se obține prin aplicarea condiţiilor generale (4.150) sau (4.151). Ca 
exemplu, se va considera, o reţea compusă din două circuite în paralel, primul 
circuit avînd un rezistor de rezistență R, în serie cu o bobină de inductanță L, 
iar al doilea, rezistor de rezistență R, în serie cu un conden- 
sator de capacitate C (fig. 4.84). 

Condiţia de rezonanță se poate obţine pe diterite 
căi, mai mult sau mai puţin elementare : 

a) folosind diagrama fazorială. 

b) separind elementele active şi reactive ale rețelei ; 

c) prin calcul cu ajutorul mărimilor fazoriale. 
| a) În primul circuit, curentul are valoarea 1,=U/Z, 
SA Aga cu aghiu pı numa tensiunii U (fig. 
A 4,80); acest curent are o componentă reactivă In = 
să pa) a ( è £ ă In 
Isin g, În al doilea circuit curentul are valoarea IT, = U/Z gi este 3 de- 
fazat cu unghiul e, înainte: unii ` LNS 
râsotive [., = I SA 3 E ea tensiunii U; curentul T a are componente 

= Do, TU AB a pac r S a 
r2 2 BIN Pa, £ entru a se obține rezonanţă, factorul de putere trebuie 


să aibă aloarea unu, deci e i 
í Vi , Weci componenta reactivă Ur i i ` ie Să 
i î A A i | t otiv ă d our entului total trebuie să 


Fig. 4,84, Circuit mixt, 


In + În = I, Bin p, + agin Pa UA, UV 
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sau 
A X 
RL a A == 
TA 0. 
Deoarece X, = o L, Z= Z} = RÌ + o? 14, Z = Ri +i condi- 


ţia precedentă devine PTA 


EOS 1 ai 
RÌ + o`t? 1 4.157 
oG R + a] ( ) 


„b) Primul şi al doilea circuit au următoa- 
rele susceptanţe echivalente 


Salica rio. OTIL a | 
Ei a son Ba = za 7 
i iro i 
1 If; 
= A i 
oC (z + ) Fig. 4.85. Diagrama curenților circu- 
%0? itului mixt la rezonanță. 


La rezonanță susceptanța totală trebuie să fie nulă, deci 


om e 1 = 0 (4.158) 


ză 27,2 1 
Sep e (x + ) 
o??? 


B= h de Id 


c) Admitanța complexă a rețelei este 


wpa 1 1 
e Yı t Lo Zi Ze R + ioL R +5 
jo 
Bau 
j 
R, + — 
y suie jol. at aG 
= R p oMa ni + = 
Li) 
Condiţia de rezonanţă devine: 
Te o a) (4.159) 
p= Rr ol! oG R N 
| <) 
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Pi A 
i ondiția de rezonanţ i 
în consecință, independent de metoda folosita 0% ti cra Kapice. 


i 4 i fo 
dată de relațiile (4.167), (4.158) şi (1.159) are aceeași 


re loc rezonanța 
dente, prin transformări simple, 80 deduce pulsația la care a 
s ; 


scai La pe — RI (4.160) 
W = VIG | e- R 


în care =z L G Din expre la p u articu- 
[=] . e 1 


"1. Pentru Ry = R Æ e 
1 
co =! 


i ă ircui i derivație 
deci condiția de rezonanță are aceeași formă ca în circuitele serie sau t 


2 Pentru R, = R, = p, condiţia de rezonanță sub Sorma gonerali (4.157) 
ine o nedeterminare, deci rezonanța se produce la orice pui i i 
îs Pena R > o, R, < p sau Rı < p, Ra >P pulsația oo din relația 


ircui intă ijî i i le de putere 
doilea circuit reprezintă un condensator, neglijind pierderile sale eT 
activă, essene sa echivalentă Re poate fi de asemenea neglijată. Condiţia 
generală de rezonanţă devine 


oL 


———— ~ = ol =0, 
R} + oL? 


de unde 


L ; 
= ah 
R + oL? 


_ Relația precedentă dă valoarea capacităţii C a condensatorului care tre- 
bnie montat; în paralel cu un circuit inductiv compus dintr-un rezistor de rezis- 


tență R, în serie cu o bobină de inductanţă L, pentru ca ansamblul să aibă 
factor de putere egal cu unitatea. 


4.3.8.5. Aspecte energetice în fenomenul de rezonanță. După cum am 
arătat anterior, în cazul rezonanţei nu există schimb de energie între sursă şi 


cimpurile magnetice sau electrice ale elementelor reactive. Rezultă de aici că în 
anumite cazuri energia totală înm, 


agazinată în oîmpurile electrice și magnetice 
i Ce ş g . 
pi ed să pina constantă. În cele ce urmează vom verifica această afirmaţie 
am rețe x or simple cu R, L, O în serie sau în derivație, 
ya 3) [> i -îi pi $ i ANJ aj i ì Ş 
a observa mai întîi că în ambele cazuri, chiar dacă nu este satisfăcută 
condiția de rezonanţă, curentul 7 x în bobină este defazat cu © față de tensiu- 
2 


nee U; la bornele condensatorului, Într-adevăr, 


> în cazul cirouitului serie, curentul 
peste acelaşi cu curentul Ig în condensator rie, curent 


ȘI se ştie că Zo, deci Zz, este defazat 
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PA 


T : i : s: y i 
ug înaintea tensiunii Uo; în cazul circuitului derivație tensiunea U, la 


bornele bobinei este aceeaşi cu tensiunea Uo la bornele condensatorului 
> ; t s r 
jar I, este defazat cu = în urmă față de Uz, deci și față de Uo. În consecință, 


dacă valoarea instantanee a curentului I; este is = ZI, V2 
instantanee a tensiunii U se va serie sub Siria L L Va cos ut, valoarea 


uo= VaV2 cos (a dk 3)- UcV2 sin ot. 


Suma energiilor celor două cîmpuri este 


1 a 
BE Wa Wa = „Li +5 Cu? = LE cos? œt + CU% sin %ot. (4.161) 


Observăm însă, că în ambele cazuri, la rezonanţă, Uo = U= Lol, deci 
CU} = CIP oL = LI? OL œ = Li. 


În consecință, relația (1.161) devine 
W = LI, (sin?20 t + coso t) = LI} = 0U% = Const. 


adică energia înmagazinată în cîmpurile rețelei este constantă în orice moment. 
Fenomenul se explică fizic în modul următor: Deoarece curentul èz şi 


tensiunea ug sînt defazate cu x/2, cînd curentul i, creşte în valoare absolută, 
rs. În acelaşi timp energia Wn în 


tensiunea, uç scade în valoare absolută şi inve: e 
ul electric scade cu aceeaşi cantì- 


cimpul magnetic creşte, iar energia W, în cîmp 
tate, astfel că suma W + We rămîne con- 
stantă și egală cu valoarea maximă a lui 
Wp sau W, (fig. 4.86). i 
Între sursă și reţea nu există decit 
circulația de energie corespunzătoare ener- 
giei consumate de rezistență, adică sursă 
furnizează rețelei numai energie activă. 
În reţele complexe fenomenele ener- 
getice sint de asemenea mai complexe. 


We Wat Wa 


„=ü; (relee 
derivație) 


X i 
NS 


Na 


9 say, (retea serie) 


4.3.8.6, Rezonanţa într-un sirai ù 
8 ireuit oseilant. Oonside- 
upraconductor, Circuit oscilant tat A TAR A ete 


răm un circuit închis pe el însuși, conți- trice şi magnetice la rezonanță. 

nind o bobină de inductanţă L și un rapit ft 
condensator de capacitate 0 (fig. 4.87, a), rezistenţa circuitului fiind nulă. 
Un asemenea circuit; se numeşte supraconductor, Alimentăm acest circuit de la o 
sursă montată în serie pe circuit, apoi întrerupe alimentarea, revenind la 
schema, din figură. În momentul întreruperii alimentării curentul în circuit are 
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Tra: i electri 
y e ia ci i i W„=-— i, lar al celui electric 
valoarea î, energia cîmpului magnetic este Wm 


i ji agnetic în 
W= A Ou Ohiar după întreruperea alimentării, procesul electromagn 
n . | iei i în circui 
t as) va continua pe seama energiei cimpurilor. e e raii 
va continua să circule un curent i, deşi circuitul Sy Lea Sorpe sii tn 
sursă, Energia cimpului electric va trece în Ch e et A ati. 
cîmpul electric şi aşa mai departe, prin intermediul un 


$ EI ari T= = 2 xVLC. Deoarece circuitul nu are 
aaa La E ii il eor şi să o cedeze me- 
rezistența care să ii onstoruno R e roca si eaa oricît de mult, 
fără ca valoarea efectivă a curentului să scadă (pro- 

ortizat (fig. 4.87, b). SN 3 
al Aga a it se numeşte circuit osc- 
a) L lamt. În practică, circuitul din figura 4.86, a nu 
poate fi lipsit de rezistență, astfel încît energia 
cîmpurilor se transformă, treptat, în căldură iar 
valoarea efectivă a curentului scade (proces amorti- 
zat, fig. 4.87, c), iar pulsația scade de asemenea. 
Pentru a menține valoarea curentului din circuit, 
acesta trebuie alimentat cu energie din exterior. 


[A 


4.3.8.7. Importanţa practică a fenomenelor de 
rezonanţă în electrotehnică. Fenomenele de rezonanţă 
au numeroase aplicaţii utile în electrotehnică, în 
special în tehnica frecvențelor înalte, dar în unele 

Fig. 4.87. Circuit oscilant. cazuri ele au efecte dăunătoare şi trebuie evitate. 

Dintre aplicaţiile utile vom enumera, construcţia unor 

aparate de măsură, îmbunătăţirea factorului de putere*, emisia-recepţia în ra- 
diotehnică și telefonia multiplă. 

După cum s-a văzut, într-un circuit serie cu R, L, 0 la rezonanţă curentul 
este maxim și simultan este satisfăcută relaţia w? LO = 1. Folosind aceste pro- 
prietăți, se pot construi aparate industriale pentru măsurarea rapidă a rezistențe- 
lor, inductanţelor, capacităţilor sau frecvenţelor — respectiv pulsaţiilor (ulti- 
mele aparate se numesc şi undametre, deoarece la o anumită, frecvenţă corespunde 
o anumită lungime de undă electromagnetică). De exemplu, un aparat. pentru 
măsurarea, inductanţelor conţine, în principiu în serie cu un rezistor de rezis- 
ÎN lut condensator etalonat [A un ampermetru. Inductanţa de măsurat 

beaz „Berie pe acest circuit. Aparatul este alimentat cu o tensiune 
care trebuie să aibă frecvența pentru care a fost etalonat aparatul. Variind con- 
inu poe taton condensatorului se aduce circuitul la rezon 
capata pi 0, poata dedne naut PI TOM, FC poln ÎR, eate so 
astfel, încît să se citească direct lu apia d, Vondengatorul poate fi gradat 
. Roi cu valoarea, inductanţei. Alte scheme, mai perfec- 
Hionate, caută să reducă sau să elimine infl a fr i ate e 
este alimentat aparatul, Bineînţeles N că vonja frecvenței tensiunii cu care 
sint mai puţin exacte deci a ) N oterminările făcute cu asemenea aparate 
“i o0 cele obținute prin metodele clasice de laborator. 


n tehnica e ra TD PRIME, A l 
E Ea comunlosțios radio, fiecărui post emițător îi corespunde o 
i St ada npa înaltă ecvenfa purtătoare. Peste curentul cu 


anţă, ceea ce se 


» denumită fr 
* Vezi 4,3,8,8, 


584 


frecvența purtătoare se suprapun oscilaţii cu frecvența sunetelor ce trebuie 
emise (corespunzător cuvintelor sau muzicii), prin procesul denumit de modula- 
ție, în consecinţă, postul emiţător produce un cîmp electromagnetic modulat, 
caracterizat de frecvența purtătoare, deosebită de la un post la altul. 

în antena aparatului receptor se induc forțe electromotoare de către 
toate posturile emițătoare. Pentru a putea asculta (separa) un anumit post, 
antena este introdusă într-un circuit care — cu ajutorul unor capacităţi varia- 
bile — este „acordat!“ la rezonanţă pentru frecvența purtătoare a postului 
dorit. Datorită acestui fapt, forțele electromotoare induse de postul cu care s-a 
făcut acordul, produc curenţi maximi ceea ce face posibilă audiția; curenţii 
produşi de celelalte forţe electromotoare fiind mici, nu perturbă audiția,. 

În mod analog, în telefonia multiplă se foloseşte un singur circuit cu două 
fire, pentru a efectua simultan mai multe convorbiri. Ca şi în transmisiile radio 
convorbirile se efectuează pe o anumită frecvenţă purtătoare, deosebită de a 
celorlalte posturi. Pentru a pune două posturi în legătură, fără a perturba sau a fi 
perturbaţi de celelalte convorbiri, este suficient ca posturile în legătură, să fie 
acordate pe aceeaşi frecvenţă purtătoare, ceea ce se realizează tot cu ajutorul 
unor dispozitive de rezonanţă, denumite filtre. 

Exemplele enumerate mai sus se referă la cazurile în care fenomenul de 
rezonanţă are un efect util. Trebuie însă remarcat că fenomenele de rezonanță 
pot avea şi efecte dăunătoare, mai ales cînd se produc fără a fi prevăzute. De 
exemplu, într-un circuit serie cu R, L, 0 dacă rezistenţa R este mică, la rezonanță, 
cînd reactanţa totală se anulează, apar curenţi foarte mari; în acelaşi timp 
amortizarea d este mică şi se produc supratensiuni importante. Un asemenea 
fenomen are loc în cazul unor anumite linii aeriene sau în cablu, puse sub tensiune 
la un capăt de către un transformator sau generator de curent alternativ, capătul 
celălalt; fiind în gol (fără receptori de putere activă). În acest caz rezistența 

liniei este mică și este posibil ca reactanţa totală* să fie nulă ; curentul de mers 
în gol este mare, iar tensiunea la capătul nealimentat este mult mai mare decit 
tensiunea, la capătul alimentat. 


4.3.8.8. Îmbunătăţirea factorului de putere. În paragraful 4.3.8.5 s-a 
arătat influența nefavorabilă pe care o au asupra reţelelor receptoarele cu 
factor de putere redus, menţionîndu-se că se impun măsuri, care să conducă la 
micșorarea, consumului de putere reactivă şi implicit la îmbunătăţirea factoru- 
lui de putere. Numeroasele măsuri ce se iau în acest scop pot fi grupate în urmă- 
toarele două categorii: naturale şi artificiale. Mijloacele naturale se referă la 
metodele prin care se evită consumul de putere reactivă, fie prin evitarea regimu- 
rilor în care receptorul are proporțional consum mare de putere reactivă (de 
exemplu mers în gol), fie prin folosirea unor receptoare special construite pentru 
a avea consum redus de putere reactivă. Mijloacele artificiale se referă în princi- 
piu la metodele în care, în paralel cu receptorul A cu factor de putere redus, se 
montează un al doilea receptor B astfel ales, încît ansamblul A -+ B de receptoare 
să aibă consumul de putere reactivă nul, iar pe linia de alimentare să circule 
numai putere activă, factorul de putere fiind în acest caz egal cu 1 (fig. 4.88). 

Este evident că în acest caz receptorii A şi B formează o reţea de rezo- 
nanță a curenților, În consecinţă, suma energiilor cîmpurilor magnetice şi electrice 
rămîne constantă, circulația de putere respectivă are loo numai între cele două 
receptoare, descăreînd linia de alimentare de putere reactivă. 

——————————— 

* Inductanța L este determinată de elementele obişnuite ; capacitatea G esto capacitatea 
condensatorului format de cele două conductoare, ținind seama eventual de influența pămintului 
(influența mantalei cablului), 
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; ea 
Fenomenul poate fi privit și altfel : Receptorul fi EEEn TaN 
putere reactivă Q, pozitivă sau negativă (respectiv induct 


i tere reactivă Qı 
` i absoarbă de la aceeași reţea 0 pu cti ? 
et regis Au onini cu Q (Q1=— 0) astfel, încît puterea reactivă totală 


bsorbită de la reţea 
absorbi t 0, =0+0,=0. 


Din acest motiv, se obișnuiește să se spună că receptorul B compensează puterea 
reactivă a receptorului A. r E 
În alte cazuri, se spune că recepto 


produce o putere reactivă Q, egală cu puterea Q 
de care are nevoie receptorul A, astfel că ansam- 
plul celor doi receptori nu mai are nevoie de pu- 
tere reactivă din reţea. În acest caz : o=. 

În fine, trebuie observat că în practică : 

— Receptorii obişnuiţi sînt iunductivi (9 >0), 
deci receptorul suplimentar trebuie să fie capacitiv 

(9, < 0); ca receptoare capacitive pentru îmbună- 
Fig. 488. Compensarea factorului . ţăţirea, factorului de putere se folosesc condensa- 
de putere a unui receptor. toare și mașini sincrone (supraexcitaite). 

— Cheltuielile de investiţii pentru sporirea factorului de putere peste 
valoarea 0,9 nu sînt în general acoperite de avantajele de exploatare, aşa încât, 
în practică se urmărește ridicarea factorului de putere la valori în jur de 0,9. 

Pentru stabilirea, relațiilor de calcul ale receptorului suplimentar, notăm 
cu I curentul receptorului cu factor de putere redus şi cu e defazajul său, cu J 
curentul receptorului suplimentar şi p defazajul său, cu T’ curentul în rețeaua 

de alimentare și e defazajul său. Curentul I’ este 
egal cu suma fazorială a curenţior Z şi J (fig. 4.89), 
`~ deci 


IA 
E jp =J lan el 


care se exprimă algebric prin sistemul de ecuații 


I' cos ọ' = I cos l 
Fig. 4.89. Diagrama fazorială a 3 pa Jigar a 
curenților la compensarea facto- 
rului de putere. I sin e = I sin ọ + J sinv 


A hi sistem este suficient pentru determinarea a două mărimi oarecare. 
ma hi anule impuse, în afară de I și p, sînt unghiul e! al detazajului 
“i AL EPN al e enake aparatului compensator (egal aproximativ cu 
; din ec precedente se poate deduce curentul I’ rezuli si c 
20 peuațiiu i) j rezultant şi curentul J 
pe care trebuie să-l absoarbă aparatul compensator, ceea ce permite să se calo 
leze puterea acestui aparat, ip St Sa 
n practică, puterea aparatului c i 
i puterea aparatul ompensator jermi mi à 
E a eE a Ap oa pensator se determină pornind de la 
„Area E, k în a activă, consumată de receptorul cu un factor de 
d j Acest receptor consumă şi puterea reactivă j ; > 
] 209 9 >; j tivă O = P te > 1 $ 
sango ete: A d putere al ansamblului la valoarea 1 Siak, EAE S 
woducă în repes jerea reactivă otto a îi iii 
[ tea puterea reactivă Q, egală cu Q, deci: 


Q =Q =P tg q. 
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Natura aparatului compensator depinde de natura aparatului receptor. 
Astfel, dacă aparatul receptor este inductiv, aparatul compensator este capaci- 
tiv ; dacă aparatul compensator este un condensator, dimensionarea, lui se face 


cu ajutorul relației | 
GuUi = 0 = P tgp. 


Din această relație se poate deduce valoarea capacității condensatorului 


si Ptee 6 
0 a: 10° uF. 


Dacă aparatul receptor este capacitiv, atunci aparatul compensator 
trebuie să fie inductiv. Dimensionarea lui se face la fel ; dacă aparatul compensa- 
tor este o inductanţă, valoarea inductanței se deduce din relația 


SU Au SU 


“Dacă nu se urmăreşte a se compensa integral puterea reactivă Q, ci se 
caută a o aduce la o valoare Q’ la care factorul de putere are valoarea cosg’ 
corespunzătoare unei mai bune exploatări, cose' > coso, adică tgo' < igo, 
atunci trebuie compensată numai puterea reactivă Qo 


Qo =Q —Q' = Pligo — tgp’) = CoU? (4.162) 
de unde rezultă 
TE AE 109 p, (4.163) 
oU? 


Determinarea puterii reactive necesare aparatului compensator se poate 
face foarte uşor grafic. Într-un sistem ortogonal de axe de coordonate se tra- 
sează un cerc cu raza egală cu unitatea (fig. 1.90). Acest cerc se gradează în gra- 
de. Axa ordonatelor, care este axa 
puterilor active, se gradează şi în p 
coso. Axa absciselor este axa pū-  ş 
terilor reactive. SR 

Fie o instalație care funcţio- 
nează absorbind o putere activă 
P= OA (kW) şi o putere reactivă 
Q = AB (KVAR). Factorul de pu- 
tere corespunzător este cos e = 
= 00. Ne propunem să compen- 
săm puterea reactivă astfel, încît j; 
factorul de putere să fie cos p' = ” 
=00', 

Pentru a rezolva problema, 
Be duce raza vectoare OB, cores- 
punzătoare punctului B de func- 


tionare (cu sarcină activă P și ọ ype q 
reactivă Q) și raza OB’, cores- 

punzătoare unghiului q'. Din fi- Fig. 4.90, Grafic pentru calculul puterii reactive de 
gură se vede uşor că puterea reat- 


compensat. 


tă B'B. În adevăr, 
tivă de compensat este reprezentată de segmentul de dreaptă 


triunghiurile dreptunghice 0AB şi OAB! dau 
AB=04tge Și AB' =0A tg 9» 
e 


de unde, y koes 
PBa AB — AB =0Altgg tE?) = Ple? tg) 


i i expresia (4.162). y 
ae În figura 1.91 ci dată o abacă completă pent 


puterii reactive. 


pret 
ru calculul compensării 


a 
td 


AD 
005 p 


N 
L 
LUA 


O 10 20 80 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 


z 


60 AVAR 


Fig. 4,91, Abacă pentru calculul compensării puterii reactive. 


Boemplu de aplicație : Fie o instalaţie care absoarbe o putere de 360 kW 
cu un factor de putere cos q = 0,6 inductiv, la o tensiune U = 380 Y, frecvența 
rețelei fiind 50 Hz. Be cere să se determine mărimea condensatorului necesar 
pentru ridicarea factorului de putere la cos ọ' = 1, 

La cos q = 0,6 corespunde tgp = 1,33 


la cos ọ' = 1 corespunde tgo’ = 0. 
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Aplicind relaţia (4.163) se găseşte 


360.10+1,33 
(0 Ey 0 dinti 3 brad bet ete 6 pà 
r A S 


sau, aplicînd relația (4.162), 
Qo = 360 x 1,33 = 480 kvar. 
În figura 4.92 se arată efectele pe care le are compensarea factorului de 


360 kW 


Îi 


600 kVA 600 kVA 


I6OAVA 360 kVA 


Fig. 4.92. Efectele compensării factorului de putere. 
putere în cazul problemei date și care constă în reducerea puterii necesare în 


centrală şi transformatoare, precum şi a secţiunii liniei de transmitere a energiei 
electrice între centrală şi receptor. 


Fi 


OLIFAZAT SIMETRIC 


Capitolul V 
| CURENTUL ALTERNATIV P 


54 GENERALITĂȚI ASUPRA SISTEMELOR POLIFAZATE SIMETRICE. 


5.1.1, PRODUCEREA FORȚEI ELECTROMOTOARE ALTERNATIVE POLIFAZATE. 
`` DEFINIŢII 


O rețea în care acționează mai multe forțe Saro i Ei lee: 

faze diferite formează Un sistem po azat. ircuitele cs 
Si SaNi se numesc faze jar numărul de circuite a sistemului se numeşte 
ara ZA fa. în cazul particular a trei forțe electromotoare sistemul se numeşte 
is sistemele cu mai multe faze, cea mai mare utilizare oare sistemul tri- 
fazat, introdus în tehnică simultan de electrotehnicianul rus M. O. DOLIVO- 
DoBROYOLSKI Şi electrotehnicianul sîrb N. TESLA. Din acest motiv, în cele ce ur- 
mează se va avea în vedere în special sistemul trifazat. Totuşi se vor da şi unele 
fermule generale, deoarece mai există încă în exploatare sisteme vechi cu două Și 
patru raze, iar sistemele cu șase sau douăsprezece faze sînt larg răspîndite în 
instalaţiile moderne de redresare a curentului alternativ. 

Rețelele polifazate sînt alimentate de generatoare polifazate. Principiul 
de funcţionare a unui asemenea generator se deduce uşor din principiul funcțio- 
nării generatorului monofazat; (par. 4.3.1. fig. 4.30). Se reamintește că rotorul 
acestui generator are 2 p poli şi că în stator există un bobinaj format din con- 
ductoare așezate în principiu la distanţe egale cu intervalul dintre doi poli ai 
rotorului ; această distanță notată t, a fost denumită pas polar. În fiecare 
conductor se induc forțe electromotoare alternative, care sînt maxime cînd 
axa NS a polilor rotorului trece prin dreptul conductoarelor. 

Generatorul polifazat (în general m-fazait) are pe stator m bobinaje sau 
faze, A, Bu Aa Bo -<-s Am B, identice fiecare cu bobinajul generatorului mono- 
fazat (fig. 5.1.). Aceste faze, deci şi începuturile lor, sînt însă deplasate * 


f ' NAT. 
una față de alta pe stator, cu distanța — . în toate aceste faze se vor induce 
m 


m forțe electromotoare alternative, sinusoidale, ca în bobinajul generato- 
rului monofazat, însă defazate una față de alta cu timpul t’ în care polii rotoru- 
lui trec din dreptul conductoarelor unei faze în dreptul conductoarelor fazei 
T ean aoaaa că rotorul efectuează n rot/min (deci în 60 secunde 
ol al său descrie un drum de i 2 pr.n)si def i în ti $ 
lungime 2 pr.n) şi de faptul că în timpul t 


La generatoarele azate, care sir ene are nesimetrice € Ste 
e. g toarele difazat „Ca int generatoar imetrice deg lasarea est 
r 1 a ast 


— , aceeaşi ca 
la generatoru) tetrafaza t, 7 aceeaşi € 
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ţa 


pol motorului trobulo să dosorlo un drum de lungime a, rezultă că defaza- 
m + intro tonțala olootromotonvo alo gonoratorului polifazat este * 
i dr 


iei E aa 00 să mai 1 im 20 
pen mom m m (5.1) 


Eig 54. Schema de principiu 
a unul generator polifazat, 


Dacă se consideră ca variabilă unghiul œt şi nu timpul t, defazarea între 
forţele electromotoare ale generatorului este dată de unghiul 


at! =—=— (5.2) 


deoarece oT = 27, 
Cele m faze ale generatorului alimentează în principiu cîte unul din cele m 


cirenite care formează reţeaua polifazată. 


5.1.2, REPREZENTAREA isa Era ELECTROMOTOARE ŞI CURENȚILOR 
INTR-UN SISTEM POLIFAZAT 
prin funcții trigonometrice. În cazul cel mai general, 


5.1.2.1. Reprezentarea € l 
azat cu forțe electromotoare sinusol- 


forțele electromotoare dintr-un sistem polit 
dale se pot scrie sub forma 

eo = M V2 cos (ot — aa) 

0a = I, V2 cos (ot — aa) (8.3) 


n ela ee OOT EOT OE 


On = wA V2 cos (ol i Xm) 
EVAR e 


* La generatorul difazat, defazajul esto Th 


îm 
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otoare sint egale între ele 


Do obicei valorile ofeotivo ale forţelor electrom 


Bes Bee ==, 


motoare este uniformă, avind valorile date 


iar defazarea între forțele electro 
de relaţiile (5.1) sau (5.2). 

Acest sistem de forțe electromotoare, cu valori efective egale și uniform 
detazate una față de alta, se numește un sistem simetrie. Considerind că prima 
forță electromotoare este luată ca origină de fază, sistemul simetric se reprezintă 


prin ecuaţiile 


e = HYZ cos ot 


e = H V2 cos (o =E) 


e = Bye TN „27 
o IVZ cos (ot 2 =) (5.4) 


În particular, sist a E ati aie 
orale p ar, sistemul trifazat simetric se reprezintă prin ecuațiile 
e = BV2cos(ot + «) 


e = F 9 Es 27 
„ = BV2 cos (o oye =) (5.5) 


b = BVZ cos fot I a 
3 


Dacă prima f 
orță electromotoar 
p t aro esto considers igi 
A ua eon í este considerată origine de fază, «a = 0 
fază, « = 0, 


= ny2 COS wt 


6a = DVă cos (o 2r 
3 (5.6) 


09: nyg COR ( cat. T) 


3 
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Span politia t ahinata n pi e gatia prin m amuda Atata 
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e Mat 
m atatan pulii apt an pnourk (la piy. 
pitate viann forpalor linii anaba Mul 


ja sa (, 


badaviy Mond în Idenbiiaion bilon» 
metto ; fi pă 


von [ep del 1) iin Li 


sat PA a simi 
jot sle RA) = meme ' Fig, 52 Reprezentarea undelor 
ys ain y UNUI SIKEM trifazat, 


tanv=a h= i pi 


x obtine 


nien m= 1 , 2m in m 27 
4 la e z 4 A 
i à 2 m 


Ral h 
COA ol = Q A wa + 0 = m So 
ks Mm, Ea L 2m 


CR 2 m 


Daol 


n 
X 0,40 


sistemul conaldorat nu mal osto pimotele şi no numogte un slalom polifazat mesi: 
meio, Un anamenon Aiabom no întilnopio In genortorul polifazat în cazuri 
Dare do tunoţionnne (dotoote, tnoironro noogali n tazolor), Mai froovont so 
ntilnero alatome noaimotrioo do tonaluni, chiar daci sistemul de forțe electro- 
motoare orto simotrio + întradovibr, prin încitroaroa noogulit w fuzelor se produe 
căderi de tensiune inogalo, ooon 00 oo on jonslunilo în alatom să fio do nsomonea 
inegale, 

Dacă forțele eleotromotonro alo unul matoni polliazat imobile sint aplicate 
unor oirouita elootrico idontioo pi Indopondonto unele do wltole, olo vor produce 
În aoorto olronite ouronpi idoniiol, nvind Hooro noolayl dolnzaj faţă de forța 
electromotoare corospunzitonro yi tormind dool un sitom polliazat simotrio 
ŞI eehilibrat, 

On gi pentru tensiuni, owonpii din divoraolo buze pot 
funoţii laenati do forma 


tH voprozentuţi prin 


P) € f 
i a 1V3 con (ot ph = ) m 0 La = 
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pentru care este satistăcută rolațin 
m 
£ A= 0 
kal 
care caracterizează un sistem do curenţi polifazați simetrici şi echilibrați. 
i obişnui eprezentarea prin 
8.1.2.9. Reprezentarea prin tazori. Mai obişnuită decit reprezentati 
valori ri Seară arătată anterior, esto reprezentarea, prin fazori. Sistemul 
general (5.3) se poate reprezenta prin tazorii DI, By. „3 Jn (tig. 5.3), cu aceeași 
origine, de mărime (modul) Fi, Ex -» <, Pa, unghiul de defazare între doi vectori 
consecutivi fiind | ars, — dal: A f ; Be 
Sistemul simetrio (5.4) se reprezintă prin m fazori cu aceeagi origine, 
egali ca modul (E. = B=- = Pn = E) și detazaţi unul faţă de altul cu 


` a r 
unghiul —- 
m 

Fazorii reprezentativi fiind fazori liberi, ei pot fi grupați, într-un mod 
oarecare, fie în raport cu 0 origine comună, în care caz formează un. sistem 
stelat (fig. 5.4,a), fie urmîndu-se unul după altul, în acest caz formînd un sistem 
poligonal (fig. 5.4, b). Aceste moduri de grupare a fazorilor corespunde modului 
de cuplare a celor m bobine ale sistemului. 

n oricare din aceste cazuri, rezultanta sistemului este nulă ; suma curenți- 
lor şi a tensiunilor într-un sistem polifazat simetric și echilibrat este nulă în 
airce moment. 

Ordinea de grupare a diverșilor fazori reprezentativi, ai tensiunilor sau 
ai curenților, poate fi făcută oricum. Fie V, unul din tazorii sistemului, care se ia 
ca origine de fază şi care se numește fazorul principal al sistemului. Prin rotirea 
într-un sens oarecare, bine definit, fie în jurul stelei, fie de-a lungul poligonului, 
yor fi întilniţi toţi fazorii sistemului. 

„Se numeşte sens direct sensul de rotire a acelor unui ceasornie (sensul 
trigonometric negativ) şi sens invers, sensul contrar, anterior (sensul trigono- 
metric pozitiv). = 

Ln 


E 3 


| 
Em l 
| 
| 
| 


| Ea 
la2-a3i 
| 
fi | Ez Ei 
az, 
Fig 5.3. Reprezentarea prin Fig, 5.4, Reprezentarea prin fazori a unui sistem polifazat 


fazori a unul sistem polifazat 


nesimetric, simetric: 


E l a) sistem stea; b) sistem poligon 
I 210 a à J n „€ i] 
1 Bistem de fazori la care succesiunea faz 


iar doi fazori V, și Vasa sint aa orilor componenți este directă, 


i unul de altul printr-un interval unghiular 


27 

mm, BeN istem dir ; 

aa umegte sistem direct de ordinul 1; dacă intervalul unehi ar tread] 
jery ghiular între doi 
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zat 


tă 
Jar 


doi 


tazori succesivi mi unui sistom m fazat dircot esto % m (k = 12y m — 1) 


atunci sistemul se numeşte sistom direct do ordinul k (k = 1,2,. — 
n acelaşi mod so defineşte, în cazul unui sistem w succesiunea eiie: 
componenți inversă, sistemul invers de ordinul k( = 1,2,..., m — 1) * 
Este ugor do văzut că un sistom direct de ordinul k este identic cu un sistem 
invers do ordinul m— k. Într-adevăr, dacă intervalul unghiular între vectorii V, 


Şi Faa este k = în sensul diveot, el va fi (m — k) 2% în sensul invers, 
- m 


De asemenea, dacă se ia fazorul corespunzător fazei 1 ca origine de fază 
atunci fazorii sistemului învers de ordinul X% sînt conjugaţii fazorilor sistemului 
direct de ordinul k. 
Qu un sistem de m fazori daţi se pot forma, în general, m—1 sisteme directe 

respectiv de ordinul 1,2,3,...ym—1 şi m—1 sisteme inverse. Í 

> Dacă m este un număr prim, atunci aceste sisteme sînt distincte : se vor 
obține astfel m—1 sisteme directe și m—1 sisteme inverse ; între aceste sisteme 
există întotdeauna identitatea 


Saw = Sim 


în care s-a notat cu Saw) sistemul direct de ordinul k şi cu Sim- sistemul 
invers de ordinul m — k. 
Dacă m nu este număr prim, atunci se pot prezenta două cazuri : 
— keste prim cu m: cu cei m fazori se poate forma un sistem direct de 
“ordinul k şi un sistem invers de ordinul k. 
— knu este prim cu m : fie d cel mai mare comun divizor ; dacă m' = m/d 
şi k' = k]d atunci cei m fazori pot forma d sisteme m'—fazate directe 
de ordinul k' şi d sisteme m'—tazate inverse de ordinul k’. 
Exemplu : Fie sistemul dodecafazat. În acest caz, 


m = 12, 

k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11; 

d = 1, 2, 3, 4, 1, 6, 1, 4, 3, 2, L; 

m! = 12, 6, 4, 3, 12, 2, 12, 3, 4,6, 12; 

k = 1,1,1,1, 5,1, 7,2, 3,5, 11. 
În consecință, cu 12 fazori simetriei, se pot forma următoarele sisteme 
polifazate simetrice și echilibrate : i 4 

Un sistem Aaa direct de ordinul 1, un sistem dodecatazat direct 
de ordinul 5, un sistem dodecafazat direct de ordinul 7 şi un sistem dodecafazat 
direct de ordi Ă 3 A A E 

Dau atasate directe de ordinul 1 și două sisteme hexatazate 
directe de ordinul 5. ă 

~ Trei sisteme tetrafazate dir 

directe de ordinul 3, 

Patru sisteme tr 
de ordinul 2, 


ecto de ordinul 1 şi trei sisteme tetratazate 


ifazate direate de ordinul 1 şi patru sisteme trifazate directe 
NU A 


T7 succesiune k, Sau 


* Se obișnuiește a se mai numi aceste sisteme 
incă, sisteme directe (inverse) de secvență K, 


și sisteme directe (inverse) de 


595 


iat 'ormate di ori opuși *. v | 
Sase sistomo formate din fazo | ETET 
taste ovident că numărul sistemelor în verse este identic € 
] i i sistem 

5.1.2.3. Reprezentarea analitică. Proprietăţile opera prala se Aa 5 m 
polifazat simetrio şi echilibrat, cu m faze ; intervalul ung a 
ii a fi scris în funcţie {de fa- 

i ivi = 2", Pazorul V+, poate îl s 4 

Va Şi Vasa Suocesivi tiind 0 = Vy 


zorul Vy cu ajutorul unui operator de rotație (v. 1.2.2) 


Via zi Pon Vy 


Operatorul Ber trebuie să aibă toate proprietățile algebrice ale număru- 
m 


1 
m 


ui (1)™ şi se poate scrie 


care este rădăcina de ordinul m a unității. 

Dacă se calculează expresiile a [k= 0,1,..., (m — 1)] şi se construiesc 
vectorii reprezentativi, se obţine un sistem de fazori stelat simetric, format din m 
raze avînd fiecare modulul egal cu unitatea. Rezultanta acestui sistem este 
nulă. Se poate scrie 


lao... +ralmb=—0. 
Calculînd diversele puteri ale lui a, se găseşte 
am == îl gMt) = g(m+2) = CERO A 


(m—1) — al m— - 
a => T GOD) ES CC Cit) E it 


și, în general, oricare ar îi n pozitiv sau negativ, 


g(mtn) — an. 


Cu aceste elemente, div ji i ai e 
? IVergIl fazori a i si i i 

S 3 2 al unul Ss N S si echili 
direct de ordinul k se vor exprima, în funcţie de fa i i cante Fal cei 
ch rosiile azoru principal al sistemului, 


V = a, = An BY, 
Ys =x Ay = QR 


V = oa" im=Dh 
ZY) & V, = AV, 


Un sistem de fazor și K c 3 ) `] Y 
. m e azori opuși nu se bucură de proprietăţile sist 
i Sistemelor politazate sit `i și 
az simotrice şi 
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ri 


a~ 


rat 
jul, 


ce îi 


Va = V, 
g 
e. Vas=a Vi 
E a S AT 


în mod simbolic, un sistem oarecare de fazori se exprimă prin expresia 


SV) = T; Ya, Va. o 04) V.)- 
Un sistem direct de ordinul 1, în care toţi fazorii se exprimă în funcţie de fazorul 
principal, se va scrie 


SPT) =V a x Va a Va: a” 1V)= Va TERV im DV -a aVa]- (5-7) 


Expresia sistemului invers de ordinul m, ai cărui vectori sînt conjugaţi 
vectorilor corespunzători din sistemul direct de ordinul m, se obţine din expresia 
acestuia, sehimbînd semnul exponentului operatorului de rotație a, adică 


SP = Sy”. 


Pentru sistemul din expresia 5.7 se găseşte astfel 


SP = [Vn Ya a Vi yeee oaa]; 


5.1.3. CONECTAREA SISTEMELOR POLIFAZATE 


5.1.3.1. Generalităţi. Conform celor arătate anterior, un sistem polifazat 


cu m faze poate alimenta m receptoare distincte. Pentru efectuarea legăturii 
între receptoare gi fazele generatorului sînt deci necesare 2m conductoare. 
'Pinind seama de proprietatea fundamentală a sistemelor polifazate simetrice 


numärul de conductoare de legătură poate ti rodus la m +1 sau chiar la m 
conductoare prin conectarea fazelor generatorului în anumite moduri. 


iru a obţine conectarea în stea se unesc 


1.3.2, C a în stea, Pen <fîrsi 
[-.4.9.. Conaetarea In punot neutru (sau nul) toate stirşitu- 


într-un singur punct O, denumit 
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tor la receptoare 
à ig. 5.5). Le ătura dela genera ra 
ie Merv w i se pai (pd aia punctul neutru denumit conductor 
E e DN ile bobinajelor, denumite 


de la începutur i : 
i ou m conductoare o ra ră atea cu neutru, sau mai simplu — rejea 


cu neutru Antici JÄ m reci? t (U 9 ) te ca ři co dr o | neutru nn 


Fig. 5.5. Conectarea în stea. Fig. 5.6. Conectarea în poligon. 


5.1.3.3. Conectarea în poligon. Pentru a obține conectarea in poligon, se 
leagă sfirșitul unei faze cu începutul fazei următoare, obținîndu-se un poli- 
gon închis (fig. 5.6). Legătura de la generator la receptoare se face cu m con- 
dmetoare de linie care pleacă din virfurile poligonului ; se obţine astfel o rețea 
fără conductor neutru. 

În cazul generatoarelor (sau transformatoarelor) trifazate, această cone- 
xiune se numeşte „în triunghi“. 

În ambele cazuri, atit pentru conectarea în stea cit şi pentru conectarea 
în poligon, se alege în mod convenţional un sens pozitiv pentru forțele electro- 
motoare. În mod obişnuit se alege ca sens pozitiv sensul de la sfîrşitul bobinaju- 
lui către începutul său. Pentru conectarea în stea, acest sens corespunde sensu- 
lui punct neutru — extremitatea fazei. Se poate alege ca sens pozitiv şi sensul 
invers ; esențial este faptul că dacă s-a ales ca sens pozitiv pentru o fază sensul 
„sfirșit-inceput* sau invers, același sens pozitiv trebuie ales şi în celelalte faze, 
deoarece numai în aceste condiţii sînt valabile expresiile indicate în paragraful 
5.1.2 precedent, pentru sistemul polifazat. 


5.1.4. ALIMENTAREA RECEPTOARELOR IN SISTEME POLIFAZATE 


„_ Receptoarele alimentate de rețelele polifazate pot fì monofazate sau 
polifazate, Receptoarele mici (lămpi electrice, aparate casnice, motoare mici) 
sint de obicei monofazate și se montează fie între un conductor de linie şi conducto- 
rul neutru (dacă există), fie între două conductoare de linie (fig. d T). Receptoa- 
vele mari (de obicei motoare) sint polifazate, cu același număr de faze a 7 cd 
(aproape fără excepţie trifazate), dia a 


4 Denumire 
irea de inceput‘ sau si s 
oios n šau „slirşii** al bobines : p 
poate fi considerat ,sfirpit* şi invers, Esenţial este ca vajului este arbitrară deoarece „inceputul 
2 


„imeeputurile** sau „,sfirșiturile** să se găsească 
2 SA £ Wăseasci 
pe stator la intervale egalt 
m 
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ude dad AI d a Aaa 


TTSA 


jl‘ 4 
sc% 


: AA Lori Soup Daia polifazate pot fi legate în stea (fig. 5.8, a) 
în poligon (tri m hi) de ln ri ni să sa ie vk marele receptoarelor 
ik tato (Pati TATAL Antec ge viiturile poligonului fps 
toarele de linie ale rețelei (fig. 0.9, a). Receptoarele in stoc se Mnenteauă gi 


! 


£ 


© v% ro 


R Ap 
Fig. 5.7. Conectarea receptoarelor monofazate. 


AN è / À 
a) b) 

Fig. 5.8. Conectarea receptoarelor trifazate: 
0) în stea; b) în triunghi c) 


Fig. 5.9. Alimentarea receptoarelor trifazate: 
g) în triunghi : b) în stea cu fir neutru ; c) în stea fără fir neutru. => 


capetele stelei la conductoarele de linie ; în acest ultim caz punctul neutru al 


receptorului poate fi legat la neutrul reţelei numai dacă reţeaua are neutru 
(fig. 5.9, b) sau poate să nu fie legat; la neutru (fig. 5.9, e). 

Menţionăm însă că între schema de conexiuni a receptorului şi cea a 
generatorului nu există obligatoriu o corespondenţă, astfel că un receptor cu 
conexiuni în poligon poate fi legat la o reţea alimentată de un generator cu 
conexiuni în stea și invers; numai receptoarele în stea cu neutru necesită, 


bineinţeles, o reţea în stea, cu conductor neutru. 


5.1.5, TENSIUNILE, CURENȚII ȘI PUTERILE ÎN SISTEMUL POLIFAZAT 


ele polifazate, Fie o reţea cu conductor 
ă categorii de tensiuni: 


şi conductoarele de 
u forțele electro- 
te forţe electro- 


5.1.5.1. Tensiunile în sistem zal 
nentru (fig, 5.5), În această rețea se pot distinge dou 
4) Tensiunile Wy Ug». s) Wn intre conductorul neutru 
linie, denumite tensiuni de fază. Aceste tensiuni sînt egale © 
MOțOAre Lzy Coye + +1 Cu CNA generatorul merge în gol, sau ou aeos rte eleotro 
motoare din care se sead căderile de tensiune, cînd generatorul este în sarcină, 
Dacă sistemul de tensiuni este simetrie, tensiunile Ja Ussa Un se, reprezintă 
printr-o stea simetrică, în care fazorii au acelaşi modul U, şi int defazaţi unu 
față de altul cu unghiul = (fig. 5.10), 
[i 
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iuni î consecutive de 
Tensiunile Uza Woas.. W între două conductoare , ive d 
Hi m Ciao, Ri laţia evidentă (fig. 5.5) 


linie, denumite tensiuni de linie. Tinind seama de re 
My = Ug + Miz 


rezultă 


Uz 2 U ara U, (5.8) 


şi în mod analog 


U = U, — Us; DRU, Un Ui 


Fig. 5.10. Reprezentarea fa- adică tensiunile de linie sînt egale cu diferența tensiunilor 


zorială a tensiunilor poli- e 
fazate. de fază. A ; 
însumînd relațiile precedente se obține 


a ot e a + Un — Um =O, 


adică suma fazorială a tensiunilor de linie este întotdeauna nulă. 

Pe diagrama fazorială (fig. 5.10) conform relației 5.8, tensiunile de linie 
sînt reprezentate de vectori care sînt și laturile poligonului format, de steaua 
tensiunilor. Dacă sistemul este simetric, acest poligon este regulat, de unde 
rezultă că într-un sistem simetric tensiunile de linie au același modul U, şi sint 


defazate una faţă de alta cu același unghi 2r/m. 
Într-un sistem simetrie, între tensiunile de fază U, şi tensiunea de linie U, 


există o relaţie simplă, ușor de determinat; observind că în triunghiul isoscel 
OAB (fig. 5.10) există relaţia 


AB = 2 0A sin 
m 
care devine 


U, = 2U, sin —. 
m 


A E epmental aorulni care reprezintă tensiunea de linie, în raport cu 
zorul reprezentant al tensiunii pe faza 1, luată ca origi ă 
f 1 prez i f ne de fază, se deduce 
imediat din figură și este ; 3 une 


În particular, pentru sistemul trifazat, această relație devine 


E yz 
U, = 2U, sin © = 20, LEI ESTA (5.9) 


şi argumentul respectiv «= "+ 


6 
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tnilor 


jedut? 


daia ai 


S A t în ste : 
poligon, în rețea nu există decit tensiunile fe inio eR nentru Han in 


în plus. 


Tensiunile de linie cele mai răspîndite în retelel i 
380 V, 500 V, 1kV, 3kV, 6kV, 10 kV, 15 kV, 30 W 35 al aia, 
220 KV, 380 —400 kV, din care cea mai mare parte sînt standardizate şi în 
țara noastră. Primele două categorii de rețele (220 şi 380 V), folosite pentru ali- 
mentarea receptoarelor obișnuite, se construiesc de regulă şi cu conductor 
neutru, aşa încît în aceste reţele se dispune şi de tensiunea, 220 : V3 = 127 V, 
respectiv 380 : Va = 220 V. Rețelele cu tensiunea 1 kV şi peste 1 kV folosite 
pentru alimentarea receptoarelor foarte mari (motoare de 1—6 KV) sau pentru 
transport de energie se construiesc fără conductor neutru. Datorită însă dezvol- 
tării nesistematice a rețelelor, făcută în trecut, se găsesc în exploatare şi reţele 
cu tensiuni mai mult sau mai puțin deosebite de cele indicate mai sus. De exemplu, 
în centrul oraşului Bucureşti tensiunea de linie este 208 V (tensiune de fază 


208 :/3=—120 V). Aceste reţele vor fi treptat trecute la tensiunea standardizată. 


5.1.5.2. Curenţii în sistemele polifazate. Pentru curenţi se aleg urmă- 
toarele sensuri pozitive * (fig. 5.5 ; 5.6; 5.9), alegerea fiind făcută, de asemenea, 
în mod convențional: în bobinajele generatorului: acelaşi sens ca şi pentru 
forțele electromotoare ; în conductoarele de linie: de la generator spre receptor ; 
în conductorul neutru (cînd există) : de la receptor spre generator; în fazele 
receptorului montat în stea : de la conductoarele de linie spre neutrul receptoru- 
lui ; în fazele receptorului montat în triunghi ; sensul pozitiv al căderii de tensiune 
în faza, receptorului (dacă tensiunea U}, a generatorului sau rețelei este pozitivă 
în sensul 2—1, curentul în faza corespunzătoare a receptorului este pozitiv în 
sensul 1—2). 2 

Curenţii care circulă în conductoare pe linie se numesc curenţi de linie, 
iar curenţii care circulă prin fazele generatoarelor sau receptoarelor se numesc 
curenți de fază. 

În cazul generatoarelor montate în stea, precum şia receptoarelor montate 
în stea, curenții de linie sînt egali cu curenții de fază ai gengra topolu), ECE Roc 
ai receptorului (fig. 5.5 şi 5.9). Dacă rețeaua are Și conductor neutru, din teo- 
rema I a lui KIRCHHOgP scrisă pentru unul din punctele neutre, se deduce 


L zE I, T Sü G A T == Io; (5.10) 


; AA e andn Baia 7. 
deci curentul în conductorul neutru Iy este egal cu suma curenților de linie h 
I jii nie esali cu cei de fază se reprezintă prin fazorii Ly, 
foree e, Ine Curenţii de linie egal ou rezintă prin f Ty 
l 3 T cu aceeași origine. Dacă sistemul de curenţi este simetric, aceşti 
curenți au același A] I, și sînt detazaţi unul faţă de altul ou unghiul Ii m. 
În acest ultim ir conform unei teoreme arătate anterior, suma Ii + la + 

ha 


0 an 


* Cașiin cazul curentului alternativ mor 
electromotoare, tensiunilor sau curenților, decit în 
Sensul fluxului de energie electrică, așa după cun 


nofazat, niei aioi nu se poate vorbi de un sens al forţelor 
» mod cu totul convenţional, Se alege şi în acest caz 
1 s-a arătat mai înainte, 
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ctorul neutru este nul, z o =0 
esar pentru alimentarea receptorului. 

rul sau receptorul 
conductor neutru (fig. 5.9, 0), dar aere ie T arol 


„++ Im este nulă, deci şi curen 
aşa încît conductorul neutru nu es 
Dacă reţeaua nu are 


sint montate în stea, CO 
neutru al generatorului sau recep 


te nec 


nform teoremei T alui KIRCHHOFF, s 
ai torului este valabilă relația 


sabia apo PLI (5.11) 


indiferent dacă sistemul este sau nu simetrie. t t în poligon (igi) 
arelor sau rece toarelor montate in po ete ral? 
în cazul generato A de linie. Considerînd cazul unui genera- 


curenţii de fază sînt deosebiți de curenții nie. Con n 
tor (fig. 5.6) între curenţii de linie şi cei de fază există relațiile 
L = la — Im; I, = Is — Íx; a In = Im — În (5.12) 


În cazul receptorului se obţin relaţii analoage. 
Prin însumarea relațiilor (5.12) se obţine 


a ee a ma lao — Da t oibo hae a 108 


adică şi în cazul montajului în triunghi, suma curenților de linie este nulă, 
indiferent dacă sistemul este sau nu simetric. 

i Dacă curenții de fază Iis, L23- + -> Im Sînt reprezentați prin fazori Cu ace- 
eași origine, conform relaţiei (5.12) curenţii de linie sînt reprezentaţi prin fazorii 
care unesc vîrturile fazorilor precedenţi (laturile poligonului). Dacă sistemul de 
curenţi este simetric, steaua şi poligonul sînt figuri geometrice regulate, deci 
toţi curenţii de linie au acelaşi modul (valoare efectivă 1 
şi toți curenţii de fază au același modul I, (fig. 5.11). 
Din triunghiul isoscel 0AB se obţine 


` A i 


Îl: = 21, sin £ 
m 


avînd argumentul 


Fig. 5.11. Reprezentarea fa- 
zorialăa curenților polifazați. DĂ NE Oua T3 


A entul aza igi 
t ] A t = i ] rit a C | luat ca ongine de fa itte 


TEDT sin e aNg 
1 Sin - 31, (5.13) 


cu ar =—" faf 
gumentul 4 = — i faţă de curentul de pe faza 1 — 2 
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j. 


) 


pronoun 


(fig. $a), parerile active şi reactiv 
tate în cazul generatorului sau absorbi 
al, tnt orbite în cazul 
P=U,l,cosg, +UI cospi +... -+ U mI neo ppn 
Q =U, sine + UA singt... + VI, a 
(5.14) 
b) Sistemul în poligon. În cazulmontajului 
f jului în 
poligon, dacă Ui» Uz, ..., Um sînt tensiuni 
de linie, Jı», I2.--, Iņ, curenți de fază, iar P12; 
Poss- --3 Pmı defazajele corespunzătoare, atunci 
P = Usa In2 C08 912 + U23 23 COS oa + 
=ar Sog Ap Un Im COS9ma 


Q = Ui Jo sin Uz3 I>; sin 
12 "7 a ar 23 - 23 P23 + Fig. 5.12. Diagrama tensiunilor şi 
Foe. F Umien pm: curenților unui sistem polifazat. 


(5.15) 


Dacă atit sistemul de tensiuni, cît și sistemul de curenți sînt sist 
simetrice, între mărimile de mai sus există relațiile enți eme 


UV =U, =...= Um = Uji; Up= Us =... = Um = U; U, = 2Uysin =; 

m 

Ih ip =a sa Îl = ţa Ibp =l = otomi iE dA I = 2L, sin Ž; 
P1 = P2 =. -= Pm = P12 = P23 =- -= Pri 9 


Cu aceste notații relațiile (5.14) şi (5.15) devin : 
- — pentru montajul stea 


m 


P = mU, cos p= —”™— U cos p; Q= mU, sin ș= — Uihsing; 
2 sin — 2 sin — 
m 
— pentru montajul poligon 
P = mU, cos 9 = —” U, cos e; Q = mU, sin e = U sine. 
2 Apai 2 sin— 
m m 


În concluzie, în sistemele simetrice, folosind elementele de linie (tensiune 
și curent) pentru calculul puterilor se obţin aceleaşi expresii, indiferent dacă 
montajul este în stea sau în poligon și anume 


m 


UL, sin e 


Pia YL cog; 9 = 
TE 


1h 2 sin -7 
2 sin a m 
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i unde 
; simetric trifazat; 
în particular pentru sistemul 
m .. KE a = TIY m y3 
AER Aa 
E OLE 2 
ci 
expresiile puterilor sînt (5.16) 
p = VSUa cos e; 0 = 30 sn? 
METERT šti exe, puterile 
iunile şi curenţii sînt exprimaţi pri asi POI e 
Dacă tensi direct cu relaţiile următoare : 
aparente se calculează dire 
— pentru montajul stea | deoa 
e E G eai aa De | 
= 
z : ş 
— pentru montajul poligon 2 
8=P+iQ = Ul + Ussl>3 iei + Umm- 
Pentru sistemele simetrice, relațiile precedente devin i 
j — pentru montajul stea pe 
S = P + jQ = mUl; E 
este 
— pentru montajul poligon m e 
£ A ize 
S= PF MU: deze 
` reje 
OBSERVAȚIE. După cum se ştie, în curent alternativ monofazat, 
puterea activă P este o valoare medie, a unei puteri instantanee p care variază ei 
sinusoidal cu o frecvență dublă frecvenţei f a reţelei. Se poate arăta că în curent | dnt 
polifazat cu m > 3, în care atât sistemul de tensiune cât şi cel de curenți sînt sisteme | 
simetrice, suma p a puterilor instantanee pe toate fazele este constantă şi egală cu | 
puterea activă P. i 
Într-adevăr, fie un sistem polifazat simetric şi echilibrat cu m faze ; fie 
= Va 27 7 € P ct 
v, = VV2 cos (o! =i =) (k = 0,1,2,..., m — 1), | N 
A | Me 
tensiunile stelate la bornele fiecărei faze şi | 
tmIVă Saca Ni 
k y2 cos (ot il % (k = 01,3, m—l), À 
curenții care străbat diversele faze, N 
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uter 


| 
j 
H 
| 
f 
| 


Puterea instantanee a sistemu 
ÎN anane din fiecare farh, lui polifazat este egală cu sama puterilor 


D= Dita E Data Fe see AT eee E 


Fiecare produs parţial al sumei poate fi pus sub forma (4.110) 
mi, = VI cosp + VI cos E (ot =t) — e] (k = 0,1,2,- m — Í) 
3 z j}. 


Făcind suma acestor expresii, se obține 


P = mVI cos 9, (6.17) 
deoarece; 
m-l VI [2 ( t jh m esfor- m-n a (5) 
co as 3 27| Să E 
= a) e| „47 =0. 
sin — 
i 2m 


Rezultă dar, că în cazul unui sistem polifazat simetric şi echilibrat puterea 
fluctuantă totală a sistemului este nulă iar puterea instantanee este constantă și 
este egală cu suma puterilor active ale fiecărei faze. 

Ca o consecință, un sistem polifazait la care suma puterilor instantanee 
este constantă este un sistem echilibrat ; în cazul cînd suma puterilor instantanee 
nu este constantă, sistemele respective se numesc dezechilibrate *. 

Dezechilibrarea reţelelor polifazate se produce printr-o încărcare inegală a 
fazelor, în practică prin racordarea unor receptoare monofazate mari ; această 
dezechilibrare are o influenţă nefavorabilă asupra funcționării generatoarelor şi 


rețelelor de transport şi distribuţie. 
5.1.5.4. Factorul de putere în sistemele poliiazate. În sistemele politazate, 


factorul de putere se defineşte, ca şi în sistemele monofazate, prin raportul 
dintre puterea activă și puterea aparentă din sistem 


l 0 
KE ==» 
S 


este o definiție convenţională și nu coincide cu factorul de putere din cireuitele 
monofazate decit în cazul sistemelor politazate simetrice și echilibrate. Într- 
adevăr, în acest caz avem 


P = mUI cosp, S = mUI 
și deci 


K = MUTS? — cos Q, 
mUl 


— a i 


* Studiul acestor sisteme formează obiectul capitolului VIII, 


unea pe 


zintă defazajul dintre tensi 


unghiul ọ repre 


esie 
în această expresie, SI. 


fază şi curentul pe faza respe 


ALE UNUI) 
5. 4, 6. IMPEDANŢELE ȘI ADMITANȚELE ile cs CICLICE 
al SISTEM POLIFAZAT SIMETRIC ŞI ECHILI 


i ie simultan 
iunile și ii i sistem polifazat; să fie simuital 
Pentru ca tensiunile și curenții aratele străbătute de acești Guri 
. e u xj 
i i i ircuit de fază să aibă aceeași ampli S 
căderile de tensiune i n onedi o impedanță proprie (aceea pe crel LM 
da fi Anit indepărtat de celelalte circuite ale sistemului) şi o 
al . 
sînt diferențele de potenja 
tremi i 3 ii din fiecare fază, 
itštile circuitului fiecărei faze Ia.. I„ curenții 
Z Z y E entel proprii ale fiecărei faze, Zio Zaw-: a ZEEN -ag 
l impedanțele mutuale ale diverselor faze. Aplicînd teorema a II-a a lui KIRCHH 


fiecărei faze, se obține 
y, = Za + Zela +... + Zim Im 
L + Zala + --- + Zona 


(5-18) 


V = Zmd aE Zola JE CE ai GE Z 


Pentru ca diferențele de potențial V şi curenții Z să constituie simultan 
sisteme simetrice şi echilibrate, este necesar şi suficient ca 
Za = Z=... = Znn =%ķ 
și 
Ziz = Za = =Z, 


[mn 


Il 
IF 


În aceste condiţii, ecuaţiile (5.18) devin 


D= te Sia a] (k = 1,2,..., m) 
1 


san, ținind seama că în orice sistem echilibrat şi simetrie 


se obţine în definiţiy 


(5.19) 
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rela 


sim] 


redu 
cong 
cong 
relai 


ite 
Uter 
Vaji 
Utg 


18) 


ltan 


19) 


Din relaţiile (5.19) rezultă că fiecare fază comportă numai o impedan 
proprie g-e şi nu au nici o impedanță comună cu celelalte faze. ela 
olifazat poate îi considerat ca fiind format din m sisteme monofazate simple 
independente unele de altele ; în consecinţă, studiul sistemelor polifazate simetrice 
i echilibrate se poate face studiind fiecare fază în parte, independent una de 
alta, ca sisteme monofazate simple. 
Impedanța X — k se numeşte impedđdanja efectivă sau ciclică a fazei. 
acelaşi mod, se poate arăta că într-o derivație k simetrică a unui sistem 
politazat, curentul J, are expresia 


Jy = EV UV — Va) + eee + UV — Yn), 


în caret este admitanţa între faze şi conductorul neutru, iar v este admitanța 


între două faze oarecare. Ținînd seama, că într-un sistem polifazat simetric 
şi echilibrat 


yV.=0, 
I 


relația de mai sus devine 


Ia = (E + m) Vr (5.20) 


Așadar, curentul se poate calcula ca și în cazul sistemelor monofazate 


„simple. Admitanţa E — v se numeşte admitanţa efectivă sau ciclică a fazei. 


În consecință, studiul sistemelor polifazate simetrice şi echilibrate se poate 
reduce întotdeauna la studiul unei singure faze, luată ca fază de referință, 
considerindu-se circuitul corespunzător format din conductorul acestei faze şi 
conductorul neutru. Curenţii şi tensiunile întregului sistem se obţin aplicînd 


relaţiile (5.7). 


5.2. SISTEMUL ALTERNATIV SINUSOIDAL TRIFAZAT SIMETRIC 
5.2.1. PROPRIETĂȚI GENERALE 


__ Proprietăţile sistemului trifazat simetrie se deduc din proprietăţile 
sistemului polifazat simetrie în care se face m = 3. K 

Forțele electromotoare alternative sinusoidale trifazate sînt produse de 
alternatoare care au trei înfăşurări identice și simetrice, decalate una de alta în 
spațiu cu un interval unghiular egal cu „Bxpresiile acestor torţe electro- 
motoare sint 


& = HVZ cos (wt — a«a) 


— 2 
ea = Bă CO8 (o — a—*) 


f A — r 2m 
63 = Bă cos (ot -am 212) = H V2 cos (o =a t =). 


3 


ma lor este nulă în 


Pentru aceste torţe;eleotromotoare go verifică ugor că Su 


orice moment. cad | 
Cele trei faze ale unul sistem trifazat pot fi legate în 
conductor neutru şi în triunghi. e 4 
Dacă se notează : U, tensiunea de linie, Ur tensiunea, de fază, I z tei 
de linie, Ir curentul de fază, între aceste mărimi există următoarele : 


— pentru sistemul stea $ 
U, = 3U; și Is = ni 


stea, cu sau fără 


— pentru sistemul triunghi zi 
U, =U, și I= V3Ir- 


Oricare ar fi sistemul de conectare, puterile în sistemul trifazat simetric sint 


date de relaţiile 
P — \5U,I cosp, Q =/3U.I. sine g = 3U., și 8 = (P + Q 


În aceste expresii e reprezintă defazajul dintre tensiunea și curentul pe fază. 
Factorul de putere este definit prin relația 


el este egal cu cos ọ în cazul particular al unui sistem trifazat simetric şi 
echilibrat. í 
5 Un sistem trifazat simetric și echilibrat se studiază numai pe O singură 
fază — faza de referință — circuitul corespunzător fiind format din conductorul 
acestei faze şi conductorul neutru ; în cazul cînd nu există conductor neutru 
se consideră pămîntul ca un conductor neutru fictiv. 


5.2.2. REPREZENTAREA ANALITICĂ A UNUI SISTEM TRIFAZAT SIMETRIC 


- 5.2.2.1. G ități jj i i i 
P ti E, Un sistem trifazat simetric şi echilibrat se repre- 
ici egali defazați unul de altul cu 2 7/3 (fig. 5.13) 
7 3 j apy ne a se defini sensul pozitiv de succesiune 
e pae or, sensul mişcării acelor unui ceasornic, sen- 
y de micare al fazorilor, rămînînd acelaşi, adică 
ghiurile crese cu timpul în sensul trigonometric. 
Asi Bezultă dar că fazorul de pe faza 2 este defa- 
a i) i urma fazei 1 cu unghiul 27/3 şi fazorul de pe 
pa, ZT zip ii este defazat în urma tazorului de pe faza 2 cu 
unghiul 27/3 şi fa azor anA 
Pie 513 i en 4 p 3 şi faţă de fazorul de pe faza 1 cu unghiul 
NE te faza simetrie, urmă, Sau ceea ce este totuna, înaintea acestui 


fazor cu unghiul 2/3. T 
zorul V. > faze 'azor cu unghiul 27/3. Dacă se ia ca origine de fază t 
szorul V, de pe faza 1, atunci ceilalți doi T eiaa, h a ia SA origine de fază fa- 
îi j 4 reprezenta 


analitice i pri ii 
litice ți prin expresiile 
= = tn P 
Va Ve ia ien 

Si 3 
An 
V V.e j 4 ar 
3 e 8 7 T 
l | | - — Vie i V, ar 


608 


E Fazorul V, se numeşte fazorul principal al sistemului. 
| Dacă se notează 


atunci cei trei fazori ai sistemului trifazat simetric pot fi reprezentaţi prin 
expresiile analitice : 


| V= 
t | Va = a Va (5.21) 
| | i Va Ti aV, 
i | S | '27 
Fazorul a = 1 de modul 1 și argument 27/3, este operatorul care rotește fa- 
zorul V, cu 27/3 în sensul trigonometric şi se numeşte operatorul de rotaţie a *. 
Și 5.2.2.2. Proprietăţile operatorului a. Din definiția operatorului de rotaţie 
a rezultă că 
TĂ 
ul 2T — 
t Da j2 277 a 3 1 a Sa 
SE ti G c Ea U ao ao UA 
1, a 1|3 e GOE apa) ie 2 zisă 
| E.P 
Calculînd diversele puteri ale lui a, se obţine succesiv 
re 1 /3 E 1 13 An 27 
| a Ma a g a al: 
3) a ( 5 ap i] 3 ) poe lia A 3 
j La 
E RI 
. a | 
í | poale 2 = ip 0 0 a as = a?; af = 3 -a° = L; 
i | Ee 
e | 
P | n | am 
ai PE | (ei; Cei eee se 0 
K 3 3 3 3 
stu) 
VA Păcind suma 
se 
1 Vă 1 ys 


| * Vezi 4,22, 
609 


39 — c, 228 


vozultă 
lata? =0. 
înmulţind această sumă cu binomul (a—1) se obține 
a? —1=0, 


şi deci, operatorul a este identic cu rădăcina cubică a unității. 
Operatorul de rotație a împreună cu con 
reprezentat printr-o 


obțin valori care sînt adesea uti 


1 .V3 | 27 
gem = j = Z 
2 ur |3 
a2 
zi L ică P ` i s 
g. 5.14. Reprez ntarea grafică aP a : 
a operatorului a. îi E 
a 1 pp A EI e nu a EREI Ru 
2 2 ILS 
a2 = —a I —j V3 1 T 
2 D TE 
a+a?=— 1 


- 2 2 6 
D 109 ee y3 1 y3 n 
Zizi 3 = V3|2 
2 
1 E 
uE 1 — a? == 
7 TITO e aia 1-a ijr 
=a”) Eare s jale 
SMEG 
1 
meL TE Aa 
aS 3 |3 e 
) 
m E 
Taen 6 
1 Sam 7 
TA 1\7/3 MA T III 
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jugatul și modulul său, poate fi 
diagramă vectorială analoagă cu 
aceea a sistemului trifazat simetric şi echilibrat (fig. 
5.14). Prin diverse combinaţii ale acestor vectori se 

lizate în calculul cu 
coordonate simetrice. Calculul acestor valori seface 
destul de uşor. În cele ce urmează se dau o serie de ase- 
menea valori indicîndu-se și modul lor de calcul, care 
este același pentru orice combinaţie posibilă. Astfel, 


8.2.2.3. Reprezentarea sistemelor simetrice trifazate de fazori cu ajutorul 
operatorului de rotaţie a. Ținind seama de proprietăţile operatorului de rotație 
a, fazorii exprimaţi analitic prin relaţiile (5.21) pot fi scriși sub forma 


LA = Vi 
Va=aV,, (5.22) 
Va = aV. 


Un asemenea sistem la care succesiunea fazorilor este aceea a acelor unui 
ceasornic, se numeşte un sistem direct sau de succesiune 1 sam de secvență 1; 
simbolic, un asemenea sistem de vectori, se mai notează şi 


Sa (Y) = (Va 2° V, ayı). 


Dacă succesiunea fazorilor este inversă, atunci sistemul se numeşte un 
sistem invers sau de succesiune 2 sau de seovenţă 2. Denumirea aceasta se dato- 
rează faptului că, pentru a obține fazorii corespunzători unui sistem invers, 
dintr-un sistem direct se parcurg fazorii sistemului di- 
rect în sens pozitiv, trecînd din doi în doi fazori (fig. 2 


5.15). Un sistem invers de ordinul 1 este identic cu un EN 


sistem direct de ordinul 2. 
Cei trei fazori ai unui sistem trifazat invers se 


exprimă analitic prin relațiile í 
LA zi Vu | 
Va = aVu (5.23) 2 
| Fig. 5.15. Sistem de fazori 
V; = Vu, trifazat simetric direct, 


sau simbolic prin expresia 
SV) = Vu aV, a.) 


Un sistem simetric trifazat poate fi format din 3 fazori egali şi în fază. 
Un asemenea sistem se numește un sistem homopolar sau de succesiune O sau de 
secvenţă O. Cei trei fazori ai unui asemenea sistem se exprimă analitic prin 
relaţiile : 


v= Vu 
Pa Vi (5.24) 
Ve core, F. | 


Reprezentarea simbolică a acestui sistem de fazori este 


S,(V) ză (Vu Va Vs). 
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E DE CURENT ALTER- 
RICE ȘI ECHILIBRATE 


53. REZOLVAREA REȚELELOR ELECTRIC 


NATIV TRIFAZAT, SIMET 


Jema se simplifică 
le aplicate fazelor 
se determină curenții inie a încât problema 
oate fi considerată complet rezolvată. Asemenea situaţii favorabile, se obțin 
cînd fazele receptorului nu sînt cuplate inductiv și în plus se neglijează căderile 
de tensiune în fazele gener i în conductoarele de linie şi în con 
că receptorul (echilibrat sau dezechilibrat) este mont 

neutru sau în triunghi, sau dacă receptorul în stea fără ne 
iar sistemul de tensiune este simetric ; în asemenea cazuri si 
deri de tensiune și problema se reduce 
la rezolvarea a trei probleme de curent alternativ monofazat, 
în principiu toate metodele de calcul, inclusiv metodele simple bazate pe diagra- 
me geometrice. În celelalte cazuri, 
nu seneglijează căderile de tensiune și receptorii sînt 
cesită utilizarea unor metode speciale. Aceste metode fac obiect 


VIII. 


5.3.2. IMPEDANȚELE ŞI ADMITANŢELE EFECTIVE SAU CIC 
ALE UNUI SISTEM TRIFAZAT SIMETRIC ŞI SARAT 


aa A erpa n e pe: A particularizînd în cazul siste- 

n trifazate sin ate ajunge la ini i, Și i 

împedanţe ciclice şi a unei admitanțe Stize. rea a acest can ii 
Fie, pentru un sistem trifazat simetric : 


Vi, Va Vs, tensiunile pe fază; 

Io, 1» I, curenții pe fază; 

Zis Z229 Z3, impedanțele proprii ale celor trei faze ; 
? 


12 = Z2) 4123 329 31 Z 13) impedanțele mutuale în tre cele trei a 
= = — î Ze. 


Scriind cea de 
r -a doua t i 
Mi, se obține eoremă a lui KIRCHHOFF celor trei faze ale sistemu 


Vi = Zu Li + Zla + Zis 


Va = Zal, T Zola Gr Zoo (2 20) 


Y, => Zalı Ar Zale AP Zo31s. 


? 


Za a Za = Vp = la 
Zn = Zn= Zu = Zsa 


= 2, = 23 
AN Ze DĂ du = Zu = [s 
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“a, 


iste- 
unei 


faze. | 


emu” 


şi sistemul (5.25) devine 


y T (& F v) 
V, = (% — bla (5.26) 
U n (& za ¥)I; 


g—Ł8 and impedanţa ciclică a fiecărei faze a sistemului trifazat simetric și 
echilibrat. : 

în consecinţă, dacă într-un sistem trifazat simetric și echilibrat se cunosc 
impedanţele proprii şi mutuale ale celor trei faze, se determină impedanța ciclică 
a acestui sistem şi astfel, sistemul trifazat poate fi descompus în trei sisteme 
monofazate, independente şi tratate ca atare. 


Curenţii în cele trei sisteme sînt; egali ca modul, însă defazaţi în timp cu 


5 în urmă sau înaintea curentului corespunzător unei faze considerată ca 
a 


fază principală. 
Aceeaşi considerație se aplică şi circuitelor cuplate în derivație. Într-adevăr, 
pentru un mod oarecare, se poate scrie pentru fiecare fază 
J z YuVa AF YV: za Və) AF Ys (v r: V3), 
J, = Ya(Ve Şt V,) F YoY aia Ya V Dat V3), (5.27) 


J i Ya(Va E V.) ap Ya (Va =y V) 4P Yeal, 


în care s-a notat 

Va Va, Va, potențialele nodurilor considerate pe cele trei faze ; 

dJi, Ia Ja, curenţii ce intră în nodurile respective ; 

Yin X2» Xss, admitanţele care intră respectiv în nodurile considerate ; 

Ya Va, Xos = Yon La = Y, admitanțele care leagă două cîte douà 


cele trei noduri între ele. 
în cazul unui sistem simetrie şi echilibrat 


Yan E Ya = Yas => E 


Ye E Ya E Yas == Ya a Ya z Xis =y 


Vi + Va + Va = 0 
și relațiile (5.27) devin 
J, = (6 + 39) 
J, = (Er 3Y) Va (5.28) 
Jy = (É -F 3%)Vs 
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ului trifazat respectiv 
oprii Și mutuale 
fazat simetric Și 
ofazate. V 

de calcul ca Și in 


) jolică a sistem 
-8 y osto admitanja 0r / RET 
ìi se poate determina cu uşurinţă daci se Tucă a qi p 
terei t Junzătoare, în acest mod MALI ce Sa nn A lor, 
itibrat fi descompus în tr y e Mo 
UA Ad pi că şi în acest caz, BO aplică același principiu 
cazul precedent, al cirouitelor sorio. 


Aamitanța Ë 4 


5.33. RECEPTOARE IN STEA 


7i istem trifazat 
toare în stea cu conductor neutru, Fie un ŝi Í 
în ce că alternatorul are impedanţele de fază Za Za, i Za 
lìnia are de asemenea impedanţele pe fază Zi Zr 8i Zi» aa aah 23 
împedanţele po fază Zr, Zn, şi Zn, (fig. 5.16). Presupunem de af 


y ` Zu U; Zar 


Fig. 5.16. Receptor în stea 
cu fir neutru. 


între faze nu există impedanțe mutuale *. Sistemul fiind presupus simetrie și 
echilibrat, rezultă 


d Za, = Za, == Za, 3 Zr, = Zr, = Zr; Za, F Zn, = Zr,- 


De asemenea, pe fiecare fază cele trei impedanțe fiind legate în serie, ele 
se pot înlocui prin impedanţa echivalentă 


Zi = Za, + Zi, + Zn, 


ete. 
Tensiun azi i referinţă, fii i 
a s paee po fază 1, luată ca fază de referință, fiind E,, curentul respectiv 
Ea EE 
DZ EEN eag 


iar curenţii pe celelalte două faze vor fi 


I, = aI. = a2 E, ; 
s = a*l, = ae SL 
a Bi ni 


E 
7 IL =al, = a 5h. 
1 z 


Be verifică ugo ; 


Fo LtlhLtlL=0 și deci și Z, = 0. 


Dacă Asemenea impe dana mutuale ar ex sta, itunei S-ar calcula ir p lanțele ciclice așa c 
j ; [À Apec 
Li 


614 


A 


ele 


Rezultă dar, că în cazul unui sistem trifazat simetric și echilibrat; conducto- 
rul neutru este inutil. El serveşte numai pentru a se putea obține, în orice 
punct al rețelei, faza de referință pentru a avea tensiunea pe fază. 

Dacă F, este punctul neutru al alternatorului și Vy punctul neutru al 
receptorului, atunci vom avea 


şi deci 


Z, fiind impedanţa firului neutru. 

Conductorul neutru nefiind străbătut de nici un curent, potenţialul lui 
față de pămînt fiind nul în orice punct al său, el poate fi legat de pămînt, de 
asemenea în orice punct al său şi deci şi la cele două puncte neutre, de la sursă și 
deci de la receptor. Rezultă dar, că acest conductor neutru poate fi înlocuit 
prin pămîntul însuşi fără ca funcționarea rețelei să fie perturbată, din această 
cauză. 

Curenţii fiind determinaţi cu ajutorul relaţiei (5.29), se pot determina 
acum tensiunile pe fază la bornele alternatorului cu relații de forma 


Ve = Ep — Zarlp 


şi tensiunea la bornele sarcinii, fie cu relația 
Up = Zar Íp, 


fie cu relația 


Up = p — Zrr Íp = E, z (Zar + Zrr) T 


Sistemul fiind simetric se poate găsi tensiunea de linie la bornele alternato- 
rului prin facerea diferenței dintre tensiunile între două faze. Se obţine astfel : 


Vr, ma Vr, E= Ve = (Br, ax Zan Ir) = (Br, => Zar, LES) = 


= (1 — a?) [Er, — Zar, In] = v3 Ep i z V3 Zar le = => 


— n 


| 
= Br — V3 Zar Ip = Vn, 


(paa 


în care am notat 
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a bornele receptorului este dată de relația 


monsiunea de linie | 


= Tm 
=V- V3 Zoe Ír AF 


pa, 
6 


Urn e Ur, g Ur = E Zn În 


— 


—. 


= H, — Vf Zn) Ig 


linie în orice punct al reţelei, se poate 
argumentul 


Reciproc cunogcind tensiunea de 
nea prin împărțirea cu V3, 


găsi tensiunea de fază corespunzătoare, 
său fiind — e 


ru, Sistemul fiind simetric 
moîntul drept conductor 
atat ca un istem cu conductor neutru, apli- 
cindu-se toate consideratiile făcute în subparagraful precedent. E 
| în general, la un asemenea sistem se cunoagte tensiunea de linie Uzr. 
Dacă această tensiune de linie se cunoaşte la bornele receptorului, atunci 

curentul absorbit de acesta se determină cu relaţia 


U 


ola 


mee 


unde Z este impedaința, pe fază a receptorului. 

a poak tomine, se cunoaste ja bornele alternatorului, atunci la impedanța 
a receptorului se adaug impedanţa pe fază a liniei și i 

curentului se face cu aceeași relație (5.29). AD inel pe 


534 RECEPTOARE ÎN TRIUNGHI 


5.8.4.1. Sursa în triunghi, linia fără că i 

A A hi, linia fără cădere de tensiune. Într-un sist î 

Pe, ad area de obicei tensiunea de linie fie 1a bornele sursei, fie 18 acele 
ecep . În, acest caz, curentul pe fază în receptor este dat de relaţia 


1 E ae 
A i (5.30) 


Z, fiind impedđanța 
A j! a pe fază a receptorului, O Ma u 
pe linie se determină fie calculind diferent ST o entul pe fază, curentul 


I= ] 7 
“In Ir — La 


„fie aplicind direct relația (5,13); se găseste 


I, =\3 t|- TAE Zu |n 


m| 
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nta 
rea 


Dacă sursa este legată în stea și se cunoaşte tensiunea pe fază, atunci, 
fie caleulind diferența de tensiune 


Uz, = Va, — Vn 


ție aplicînd relaţia (5.9), se determină tensiunea de linie 
U= /3 Ur 0 


curentul se determină apoi cu relația (5.30). 


5.8.4.2. Sursa în triunghi sau stea, linia cu impedanţă neneglijabilă. Pentru 
a putea determina curenții, în acest caz este necesar a se transfigura în prealabil 
triunghiul impedanţelor într-o stea, aplicînd relaţiile respective“ ; sistemul dat 
se transformă într-un sistem în stea fără fir neutru, pentru rezolvarea căruia 
se utilizează procedeul indicat în paragraful 5.3.3.2. 

Odată determinaţi curenţii de linie, absorbiți de receptor, se pot determina 
curenţii absorbiți de fiecare fază, utilizînd relaţia (5.13) din care se deduce 


1 
L= eo o 


5.3.4.3. Metoda generală. O problemă de circuit trifazat poate îi rezolvată 
şi direct utilizînd metodele generale de calcul ale circuitelor electrice **. Fie 
astfel o rețea electrică trifazată, la care sursa este legată în stea, iar receptorul 
în triunghi (fig. 5.17). Reţeaua are L = 6 laturi şi N = 4 noduri; aplicind 


E, 4 ZI r 


Fig, 5,17, Rețea trifazată 
oarecare, 


metoda buclelor, se vor obține B = L,— N +1=3 ecuaţii, care se scriu 
imediat; : 
(Za Zn Zsu t Zuta) Ti (Zut Zi) JatZs Ja =E Ey 
— (Zi Za) It (fat Zut Zsu tZ Za) at sul a= Bs=E (8-31) 
Za, + Zsa rH (Zau F Zsu t Zsa = 0. 
-S 


* Vezi paragraful 6,2,3,0, de 
** Vezi capitolul VI, 
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omul t ife ad fiind sıme w10 § e h ? 
Sist y) VĂ S t 1 c ilibi at av em 


Zu = Zr = Zin E Zu; 


ii (Di devine 
este condiţii; sistemul de ecuații (5.31) d 4 


În ac SA 
e (Zi AF Za) Je + ACE = E, = V3E, 5 


eZ, +2 Zi + Za 


i ANAS === I3E,, 
CZ AZI CA 22 + Zsa + Zsa 2 E, j V35 


J, +J +3 J =0; 


ultate obținîndu-se expresiile 


i ii (5 ? ă fáă dific ex] 
sistemul de ecuații (5.32) se rezolvă îăă i ai Bere Ia sea 


curenților Jy, Ja Și J3; se dedue apoi curenţii căuta 
L=; Indh as 13 = Jz; 


le =J, + Jai loa = Ja + Js; Is = Js- 


Este evident că se putea utiliza orice metodă pentru rezolvarea circuitului 
respectiv, alegerea metodei făcîndu-se fără nici o restricţie, ci numai urmărindu-se 
economia de lucru. ; ~ 

Metoda este generală şi se poate folosi chiar la rezolvarea reţelelor tri- 
fazate nesimetrice și dezechilibrate; în acest caz se va utiliza — în metoda 
buclelor, sistemul de ecuaţii (5.31). 


5.4. CÎMPUL MAGNETIC ÎNVÎRTITOR 


5.4.1. CIMPUL MAGNETIC INVIRTITOR PRODUS DE ROTIREA MECANICĂ A 
UNUI BOBINAJ GENERATOR AL UNUI CIMP MAGNETIC CONSTANT 
IN TIMP ŞI AVIND O DIRECȚIE FIXĂ ÎN SPAȚIU 


A Să presupunem că bobinajul din figura 5.18 este aşezat pe un rotor, că 
este parcurs de un curent continuu constant și că rotorul se roteşte într-un sens 
pi iei FR teza unghiulară Q. Se obține un cîmp constant în timp, cu reparti- 
pd FSA n spațiu, dar a cărei direcție se roteşte în spaţiu cu viteza unghiu- 
a - On asemenea cimp se numește cîmp învârtitor; avind şi repartiție 
sinusoidală, cimpul se numeste eîn ; ; j avind şi o repartùh 
Raci pal si PASI cimp radial sinusoidal învîrtitor. Valoarea 
im yte -X $ 4 Asa? s 
pp AN p iind constantă, cîmpul învîrtitor este denumit 
0 reala e el poate fi reprezentat printr-un vector învirtitor 
neme constantă, al cărui virf descrie un cerc Diaa 
n asemenea cimp este utilizat în tehnică îr inile si 
toare sau motoare *. ennică în maşinile sincrone — genera- 


* Vezi [14] pag, 452 
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con 


ad 
cu [i 


dire! 
yite 
Luil 
peut 


Înloi 
seam 


care 
nuso 


vitez 


SALN 


înlocuind această valoare în relația (5.33) şi ţinînd 


Pentru a găsi expresia matematică a unui cîmp învirtitor produs în 
condiţiile indicate mai sus, să presupunem că axa neutră face un unghi £ cu 
p 


axa de origine a unghiurilor. În acest caz, expresia cimpului radi i i 
cu direcție constantă, cu 2 p poli, este zi 5 C n sei 


B = By cos(p0—y) (5.33) 


3 Dind acum câmpului o mişcare de rotaţie cu o viteză oarecare Q în sensul 
direct, atit axa neutră cît şi maximul şi minimul acestui cîmp se vor mişca cu 
viteza Q ; unghiul ọ devine o funcție liniară de timp. 
Lund ca origine a timpurilor momentul cînd o axă B 
neutră trece prin originea unghiurilor, rezultă 


t- Ot sau V=por. 


p 


seama că p Q = o, rezultă 
B = Bycos(p0— ot), (5.34) 


care este expresia căutată a unui cîmp radial si- 
nusoidal învîrtitor cu 2p poli şi care se roteşte cu 


. OFN . 
viteza, Q = — în sensul direct. Fig. 5.18. Bobină mobilă în jurul 
P axei sale. 


5.4.2. CIMP MAGNETIC ÎNVIRTITOR PRODUS DE SISTEME DE CURENȚI 
ALTERNATIVI POLIFAZAȚI 


Să considerăm o armătură polifazată formată din q bobinaje, fiecare din 
Pas x A ar. 
ele avînd 2p poli și decalate pe armătură unul faţă de celălalt cu unghiul A 


să presupunem de asemenea că fiecare din bobinele precedente este alimentată 
cu curentul unei faze a unui sistem politazat de curenţi cu g faze, defazate între 


ele cu aceleași timp 27, Fiecare din bobinajele considerate va produce în 
qo) 


adial cu repartiție sinusoidală pulsator în timp. 
Toate aceste cîmpuri se vor suprapune în întretier * și vor da o rezultantă 
care va fi tot un cîmp magnetic radial, dar care se va manifesta sub o aa da mă 
și anume, valoarea lui va fi constantă în timp însă direcția lui i fi a an 
orice moment ocupînd. succesiv toato poziţiile periteriei armăturii, Un asemene: 
“imp se numeşte un cîmp magnetic învîrtitor, 


întrefierul mașinii un cîmp r 


i: iderat 

* Principiul suprapunerii poate fi aplicat în cazul acesta în magnetism intrucit pia ot lare 
fieru] nesaturat; această ipoteză restrictivă nu este necesară dacă in loc de inducția mag s 
consideră forța magnetomotoare produsă de bobinaj e, 
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zontal la um anumit moment 


Un cîmp magnetic rop pi ari 
ca şi cimpurile radiale cu repartiție sinuoidală (tig. Be 19) re Cr Aa free 
învirtitor fiind o mărime vectorială, ol va putea fi rep! ozontat printr-un 4 
caro go roteste în jurul ori inii salo, Origine ce 
N coincide cu centrul geometrie gl armături caro l-a 
produs, viteza de rotaţie fiind u nitormă Și fu IC 
W []) de pulsaţia curenților de alimentare Hi & număru ui 
S (> do poli ai maşinii tar sensul de rotaţie corespun- 
B zător gecvenţei bobinajelor şi a curon pilor. ; 
A Mecanismul producerii cimpului  învirtitor 
E S oste arătat în schema din figura 5.20. 
X Cimpul învirtitor are O largă aplicaţie prac- 
G, W tică, în special în construcţia maginilor electrice 
7) NS de inducţie. 
Rezultă din cele expuse că, pentru a pro- 
N duce un cîmp învirtitor este necesar ca un bobi- 
naj polifazat; să fie străbătut de curenţi polifazați, 
numărul de faze fiind acelaşi *. 
Dacă atit bobinajul cât şi curenţii sînt simetriei, hodograitul vîrtului 
vectorului reprezentativ al cîmpului învîrtitor va fi un cere și în acest caz; 
cîmpul învîrtitor respectiv se zice că este circular ; dacă există o disimetrie fie 


învivtitor poanto [i rop! 


| Fig. 5.19. Cimp magnetic radial. 


5 3 
EES Si La „2 „31 IA 
0 te i bg ts do 
ll af H=Hp HR n 
A pon si d | aie à [nis 
i= IV2 cosut x E 
M=H, H EA H=-H, 
“ip=IV2 sinut v2 Y2 
- ST GT 7T 
OS Noi SATA till 
3 3 t i t=— =T 
A n 
2 : | v2 Hi 
zii H 
vá =H2=H ihai 
aD V2 


rio PR Fig, 5,20, Schema producerii unui cîmp învîrtitor 
inaje, ie în curenţii an 3 : 
: g ii polifazați, fie î ; 
este o e urenţii politazaţi, tie în ambele s , i 
curbă plană închisă de o formă ii mbele simultan, hodogratul respectiv 


5,4,3, 
n 3, CIMP MAGNETIC INVIRTITOR CIRCULAR 
ventru a găsi velaţi 
re relația care descri î 
A ri la escrie un c i 
EEE 0 armătură trifaze 7 cimp magnetic învîvtitor 
: AR d trifazată simetrică alimentată pif: a 
z nagnelie ni Altă e "urenti itazați 
ja! Eeue in yuritor poate l realizat și pe alte că curenți tritazați 
B mu c} ; | ADA 
Dau magnot permanent, STR t anuna: 
= prin utilizarea unuj inte dadu acestui aena e SSR E Aaga e 
Acest pein utilizarea curenților. a continuu comutat, procedeu folosi 
nerul sirb N, UA procedeu a fost AIE ER polifazați, procedeu er spioni te 1668) 
N. Tu 14 a realizarea mot u LoloAl da inginerul rus M, O, Dor A oati de Ferrans în 1885; 
48, sincrono, Vezi și [260] © Donnovouseur și de ingi- 


ciroular, să 
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caz, 
fie 


etiv 


K 
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zaf! 
453) 
33 


8804 
jng!“ 


eE: 


aimotrioh Dacă pronupunem că în introfier cimpurile snt radiale şi cu repartiție 
ainuaoldali, luind oa origine a distanțelor axa bobinei de pe fa s T 
analitică la un momont dat va fi í o yolar 1) SHREE 


b, Lisad B, COR P 0, 


ba = Ba con ( 0 — 2). 
3 (5.35) 


Vo = Bo cos(p 0+2); 


şi clo vor constitui un sistem spațial direot de ordinul 1. 
So ponto avea în același mod un sistem spațial invers de cimp, redat de 


ccuaţiilo 
bu = B, cos p 0, 


bu = Ba cos(p o+), 


(5.36) 
27 
ba = Ba cos (7 0 -#), 
scris în aceleaşi condiţii ca și sistemul (5.35). 
În general se poate serie 

b, = Bı CO8 p 0, 

b =B cos (p 0 -mf | 
pin s 3 (5.37) 


bg = Ba CO8 (o 0 + me): 


În aceste relaţii, dacă m = 1, Be obţine sistemul direct spaţial (5.35), iar dacă 
m = — 1, Be obține gistemul invers spaţial, De asemenea, în aceste expresii, 
By B, și By sint valorile maxime, în momentul considerat al cîmpurilor de 
inducţie magnetică produse în wxele corespunzătoare de cele trei bobinaje, 

Să presupunem. ch celo trol bobinaje sînt alimentate respectiv de cei trei 
curenți sinugoidali ai unul sistom trifazat simetrio și echilibrat, dați de relațiile 


h =l Vă cos (ot — e) 


da = I Va 008 (o! — Q= m =), (5.38) 


ly = I Va cos (o — tm a). 


în care m’ este și în acest caz un coeficienti numeric cu ajutorul căruia, pentru 
m= l, stern (5.38) reprezintă un sistem de curenți direct de ordinul 1, iar 
pentru m = — d, un sistem de curenți invers, diagramele corespunzătoare 
find de data aceasta de timp. 

Punind 


B, = A Ba Ai, Și B, = Ais, 


unde A este un factor ce depinde numai, de elementele cons 
Jor *, relaţiile (5.37) pot fì scrise 


d, = AI V2 cosp cos (ot — 9)= ZAI V2 cos (pð + ot—9)+ 


tructive ale bobine- 


+54 Ja cos(p 0 — © t + eh 
al V2 cos (po = m) COS (oi —9—m' F = 
3 


A i 
= Al [2 cos[po +ot—oọ— (m+ mi |+ 


a = 
t34 V2 cos [p0 —otit+ g- (m — ms); 
3 


e 2 
k V2 cos (p0 +m Z)os(ot — ot m) 


9 
a 
d 


N 


aS 5 
= AI V2 cos [po + ot — ọ (m +m’) Je 
3 


1 =. 
+54 V2 cos [20 — at + EA) =) 


ZU t N 


Dim Dara ierbii E) 
1 2 - ba = AINS, -+ Sa) 


1 | p yx | 
f; = 008 (p9 + ol Ca as 9) + COR po -} ot yo - » 


-|- CO8 [ 0 + 
Rl ol — p -+ (m + m) în | 
3 


* j i 
Vezi [107] pag. 524 
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ne. 


şi 


Se = cos(p0 — ut + 9) + cos po — ot + a = (m — m) t+ 


cos] po — ot + G] +m- m]. 


1. Dacă m = m’, adică atit diagrama spațială a bobinajului cât gi diagrama 
de timp a curenților au simultan aceeași succesiune, directă ee sava atunci 


în acest caz se vede uşor că 


K =0 și Sa=3cos(pb—ot+ 9) 
şi deci cîmpul rezultant în întrefier va fi 
b =Š AIVZ cos(p® — ot + 9) (5-39) 


o papio analoagă cu relația (5.34). 
j consecință, cimpul rezultant în întrefier din suprapunerea a trei cimpuri 
radiale pulsatorii cu repartiție sinusoidală este un cîmp învîrtitor cu amplitu- 


dine constantă. 
Viteza de rotaţie a acestui cîmp este 


o 


p 


D= 


şi sensul de rotire, sensul direct. 
2. Dacă m+ m', atunci m = + 1 şi m' = — 1 şi cele două diagrame 
spațială și temporală — a bobinajului şi curenților, sînt de secvenţe diferite. 
În acest caz 
m+m'=0 şi m—m' = +2 


și rezultă imediat că 
8, = 3 cos (pO + ot — p) şi Sa = 0. 


Expresia cîmpului rezultant în întrefier este deci 


= 2 AIV cos (p0 + ot — Ẹ) = 2 AIS coste? (at 9) (540) 


relație analoagă cu relaţia (5.34) dar la care viteza este negativă 


[ia 
p 
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m bobinaj tritnzate avind 
aţă on um sistem de curenţi trifazat A 
à procodontei, cimpul rozultant 
lutudine constantă, ina caro Ro 


că atana cind so alimentează I 


anumită seve 
a seovonță iavors 


p mn cup înrirtiton en amp 


Rezaltă dar 


Qù mimir este to 


roteşte în sons Anrors CR aceeaşi viteză Q 4 
Peoema poate N generalizată îm cazul unui sist 
Fie e armătară prerăzulă cu tonn identice form 
Sâmetrie căreia i se apiică un sistem de curenți e —fazaţi simotrie 
arnan 
Fie m ordinul sistemului sîmetrie spațial al bobinajului şi m’ ordinul 


Sstemelei metric femparei al curenților aplicaţi bobinajului *, Avem 


m’ = 12, algal), 


om polifazat simetrie. 
înd un bobinaj g—=fazat 
avind o secvență 


at do relaţii de forma 


Câmpul produs de diversele faze în întrefier este d 


Da 


A = Bof pà — Èm x), (kè = 1,9, 0) 
€) 
curenţii care străbat difaritele bobine fiind 


ù = I3 cos at — > — im E), (kra neta) 


punnd 
B, = Ain (È = 2,3,. 0) 


unde d este un i i 
== aleea să, depinde de elementele constructive ale bobinelor 
cu repartiție sinasoidală produs de diversele bobine este 


è, = AI cas( po — hm =) cos( ot A= kw =) 
€ ; =, 
j q 


1 n 
m A1|2 cos [20 + at — 9 — kimp m) a | 
Q 


1 “n » R ] 
+All] 2 co j — + a cae 
2 | i f? wt f ? k (m me’) = 9 (k = l à 
i] = pp ve. q) (5.4 ) 


Cimpul ant i 
pui rezultant într-un punct oare 


dat este 
DA a intaia ASE 
o al întretierului şi la un moment 


Lă 
iR 1 E 
Ld = AIV3(S, + 8) 


i 


(5.42) 


| 
| 


și e 


exp 


într 


într 


d 


unde 


şi 


q A 
S = $ cof po + ot — ọ — kim + m) al 
q 


kai 


D = N cosf po — ot + ọ — k(m — m’) =]. 
q 


k=l 


A X RN pă A A = Àq, à fiind un ranir întreg oarecare, atunci m + m' = 
= e asemenea un număr întreg pentru că m’ nu poate fi nici- 
odată nul. În acest caz SE i 


S,=0 şi S= q cos (po — ott ọ) 


şi expresia (5.42) a cîmpului magnetic rezultant devine 


Pyle DAIV2 cos(p6 — ot + ọ) 


„ 


expresie analoagă cu relaţia (5.34), deci şi în acest caz cîmpul rezultant din 


întrefier este un cîmp învîrtitor care se rotește în sensul direct cu viteza Q = 
p 


2. Dacă m + m’ = Mq, atunci m—m=A q—2 m' este un număr 
întreg diferit de zero și deci 


S, = q cos (pa + ot — ẹ) şi Sa=0. 
Cimpul rezultant în acest caz este 
b = < AI 2 cos (p0-+ ot — 9) 


= < „însă în sens retrograd. 
p 


un cîmp învirtitor, care pe rotește cu viteza Q 
Particularizind pe q, m și m’ se pot deduc 
interesante, 
Astfel, dacă g este impar, nu este de adăugat nici un fel de modilicare, 
concluziilor obţinute mai înainte, 
Dacă însă g este par, cimpurile radiale ce apar în întretier sînt două cite 
două egale și de același semn, ntr-adevăr, punind g = 29, este uşor de văzut 


din relația (5,41) că 


o o serie de concluzii practice 


b; = bip (j sR 12 s at’) 


Punind is im 20) _ 
„AL 4V2 o —im 2 cos(e aa PA q 
gena ea aa (i F 


j nZ |» 
= AI? cos[po + ot — e —dim+m)- 


+ Ar cos| pd — ot + ep—j (m— m') = |, (j = 1,2,.. 700) (5.43) 
care este un sistem complet cu g faze este echiva- 


se vede uşor că sistemul (5.41), 
et cu q' = = faze, a cărui 


lent cu sistemul (5.43), care este un sistem incompl 


amplitudine este dublă aceleia a cîmpurilor date şi care ar fi decalate, ca şi 


acestea, cu unghiul 2 unul de celălalt. 


Ecuația generală a cîmpurilor învîrtitoare produse în întrefier de bobinaje 
polifazate simetrice, alimentate de curenţi 
polifazați simetrici, este 


b = B cos [p0 F (o t — 9), (5-44) 


unde By = Z AI|2. 


Folosind simbolismul de reprezentare a 
funcţiilor periodice sinusoidale de timp în 
reprezentarea funcţiilor periodice sinusoi- 
dale spaţiale, ecuaţia (5.44) poate fi scrisă 


B = Bu|—&, 


un = B 
Ti = ie p. B este un vector ro- 
Fig, 5.21, Hodograful unui cîmp învirtitor, tului Eu AT se ao oara aA 
| ; ' d un cerc cu centrul în origi- 
a ei nea sistemului de referință (fig. 5 21) i 
Cimpuril umesc cimpuri învîrtitoare circulare 
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= mi | Se va citi: 
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ultima 


| 


15 


2 și 3 
de jos 


DadÀ = DajAAa = Da dA = 
| 
| 


1 kgm = ... 


n 
2 SS a 
Ti i= 
DEA = D 942 — P 
1 kgm =» 
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